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一类 p-Laplacian 方程多点边值问题共振情
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摘要：p-Laplacian 方程在非线性弹性力学、冰川学、燃烧理论、生物学以及多种非线性流体

等领域都有广泛应用，具有重要的理论意义和实用价值。大部分作者都是研究 p-Laplacian
方程多点边值问题非共振情况下解的存在性，讨论共振情况下解的存在性的文章比较少。为

了研究 p-Laplacian 方程多点边值问题共振情况下解的存在性，利用 Mawhin 连续定理，得

到了该边值问题至少存在一个解的充分条件，该文将已有的 m 点边值问题推广到了双 m 点10 
进行了讨论。 
关键词：p-Laplacian 方程；多点边值问题；Mawhin 连续定理 
中图分类号：O175.8 
 

Existence theorem for multi-point boundary value problems 15 

with p-Laplacian at resonance 
CHE Xiaofei 

(School of Science,China University of Mining and Technology, Xuzhou, Jiangsu 221116) 
Abstract: The p-laplacian equation is widely used in fields such as non-linear elasticity, glaciology, 
combustion theory, biology and a variety of non-linear fluid, and has important theoretical and practical 20 
value. Most studies of the p-Laplacian equation is multi-point boundary value problem in the 
non-resonance case, there exist few essays discussing the existence of solutions at resonance. In order 
to study the existence of solutions for multi-point boundary value problems with p-Laplacian at 
resonance, by means of theory of coincidence degree, sufficient conditions for the existence of at least 
one solution are established, and spread the conclusion from m points to double m points. 25 
Key words: p-Laplacian operator; Multi-point boundary value problems; Theory of coincidence degree 

 

0 引言 
自1970年，Landsman和Lazer[1]首先研究半线性椭圆方程边值共振问题解的存在性开始，

国内外许多学者投入到非线性微分方程边值共振问题的研究中，并且已经获得了大量的结果30 
[2-5]。近年来，p-Laplacian方程边值问题的研究受到人们的广泛关注。已经有部分文献用不

动点定理研究p-Laplacian方程m点边值条件下解的存在性[6-8]，但用Mawhin连续定理研究

p-Laplacian方程m点边值问题解的存在性的文献却很少，因为p-Laplacian方程在非线性情况

下不能直接运用Mawhin连续定理。 
Feng Hanying[6]运用 Krasnoselskiis 不动点定理讨论了 m 点边值问题 35 
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至少一个正解存在性。Zhu Yanling[2]运用迭合度理论研究了边值问题 
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至少一个解的存在性。 

在此，笔者讨论了以下 p-Laplacian 方程多点边值共振问题： 40 
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笔者利用迭合度定理证明了该边值共振问题解的存在性，是将文献[2]中的 m 点边值问45 

题推广到了双 m 点进行了讨论。并且当（1）中的 0ia = 时，（1）即为文献[2]中的情形，

也就是说，文献[2]是本研究的一种特殊情况。 

1 预备知识 
为了使用 Mawhin 连续定理，特将以上方程转化为如下形式 
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                          (2) 50 

显然，若 1 2( ) ( ( ), ( ))x t x t x t= T 为（2）的解，则 1( )x t 为(1)的解。 

    在此做出以下定义： 

{ }1 2( , ) [0,1] [0,1]X x x x C C= = ∈ ×T ， { }1 20 0
max ,x x x= ，满足

0 [0,1]
max ( )
t

x x t
∈

= 。 

{ }2
1 2 1 2( , , , ) [0,1] [0,1]Y y y y c c C C= = ∈ × ×T ， { }1 2 1 20 0

max , , ,y y y c c= ，
 

0 [0,1]
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t

x
∈

= ( )x t 。 55 

显然， ,X Y 均为 Banach 空间。 

分别定义算子 L,N 如下： 

1 2 1 2: ( ) : ( , ) ( , , 0,0)L D L Y Lx L x x x x′ ′→ = =T T ，满足： 
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:N X Y→ ,满足： 
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那么，（2）等价于算子方程 Lx Nx= 。我们还可以证明
2 2, /KerL Y ImL= = ，那么 L

为 0 指标的 Fredholm 算子。 

分别对投影算子 P,Q 做如下定义： 65 

    1 2 1 2: , ( ) ( , ) ( (1), (1))P X KerL P x P x x x x→ = =T T ； 
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    设 ( )p D L KerpL L ∩= ，定义 pL 的逆为
1 : ( )pK L ImL D L−= → ，那么 

  1 2 1 21 1
( , , 0,0) ( ( )d , ( )d )

t t
Ky K y y y s s y s s= = ∫ ∫T T 。                   (3) 70 

由（3）易知 N 是Ω上 L-紧的，满足Ω为 X 上有界开集。 
引理 1[3]（Mawhin 连续定理） 设 X,Y 均为 Banach 空间，且 : ( )L D L X Y⊂ → L 为 0

指标的 Fredholm 算子。并且Ω为 X 上有界开集， :N YΩ→ 是Ω上 L-紧的。如果满足： 
（H1） , ( ), (0,1);Lx Nx x D Lλ λ≠ ∀ ∈∂Ω∩ ∈  

（H2） , ;Nx ImL x KerL∉ ∀ ∈∂Ω∩  75 

（H3） { }deg , , 0,JQN KerL θΩ∩ ≠ 其中 :J ImQ KerL→ 为代数与拓扑同构。 

那么，方程Lx Nx= 在 ( )D LΩ∩ 上至少有一个解。 

2  主要结果及其证明 
定理 1 设 2p > ，且满足以下条件: 

（H4） 0D∃ > ，满足对于 1 2( ) , ( ) , [0,1]x t D x t t> ∈ ∈ 有 80 

1 2 1 1 2(0) 0, ( , ( ), ( )) 0x x x f t x t x t≥ > 。 

（H5） 1 2 1 2 1 1 2 2( , , ) ( , , ) ( , ) ( , )f t x x g t x x h t x h t x= + + 且满足 
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    其中， 1 11, 0, ,n r rβ≥ ≥ > 1 2( , , )g t x x 在 [0,1]× × 上连续，  { }( , ), 1, 2i ih t x i∈ 在

[0,1]× 上连续。 85 

那么，（2）至少有一个解。 

证明：易知
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 (4) 

由（4）的第一个式子可得 2 1
1( ) ( ( ))px t x tϕ
λ

′= ，那么（4）可转化为 90 
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 (5) 

下面证明 

1(0)x D≤ 。                                                  (6) 

反证法。不失一般性，假设 1(0)x D> ，则由条件(H4)得 2 (0) 0x ≥ 。再由(4)的第二个式

子及(H4)可知 95 

2 1 1
1(0) (0, (0), (0)) 0x f x xλ
λ

′ ′= > ，且由 2 ( )x t′ 在[0,1]上的连续性可知， 0,δ∃ > 使得

2 ( ) 0, (0, )x t t δ′ > ∀ ∈ 。 

又因为 2 (0) 0x ≥ ，所以有 2(0, ), ( ) 0t x tδ∀ ∈ > ，即有 1(0, ), ( ) 0t x tδ ′∀ ∈ > 。 

下面证明 

1(0,1), ( ) 0t x t′∀ ∈ > 。                                          (7) 100 

如若不然， 0 (0,1)t∃ ∈ 满足 1 0( ) 0x t′ = ，那么 2 0( ) 0x t = ，则有 2 0( ) 0x t′ ≤
。

又有

1 1 1
0

( ) (0) ( )d
t

x t x x s s′= + >∫ 1 0(0) , [0, ] (0, )x D t t δ> ∀ ∈ ⊂ 。 

因此， 2 1 1 0
1( ) ( , ( ), ( )) 0, [0, ]x t f t x t x t t tλ
λ

′ ′= > ∀ ∈ 。这与 2 0( ) 0x t′ ≤ 矛盾，故（7）成立。



 http://www.paper.edu.cn 

- 5 - 

中国科技论文在线 

那么就有
2

1 1 1 2 1
1
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m

i i m
i
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=

= < <∑ 矛盾。假设不成立，（6）成立。那么 

1

1 1 1 10 0
( ) (0) ( )d ( )d , [0,1]

t
x t x x s s D x t t t′ ′≤ + ≤ + ∀ ∈∫ ∫ 。            (8) 105 

将（5）的第一个式子两边同乘以 1( ( ))p x tϕ ′ ，并在[0,1]上积分可得 

2
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2 p xϕ ′
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由条件（H5）可得 
1 121 1

1 10
( ) ( ) dnpp x t x t tλλ β +−+ ′ ′∫
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即有 
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115 

1 12 2 1
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由条件（H5）有，对于 1

3
rβε −

= ，存在 Dρ > ，满足 

1 1 1 1 1( , ) ( ) , [0,1],nh t x r x t xε ρ≤ + ∀ ∈ > 。 

所以， 120 
1 1

10
( ) dp nx t tβ + −′∫

1 11 1
1 1 1 1 1,0 0
( ) ( ) ( ) d ( ) dp n pn nx t r x t t x t h tρλ ε λ− −′ ′≤ + +∫ ∫  

1 1 11 1
1 1 1 1, 10 0 0

( )( ( ) d ) ( ) d ( ) dp pnr D x t t x t t h x t tρε − −′ ′ ′≤ + + +∫ ∫ ∫         (9) 

其中， 1, 1[0,1],
max ( , )

t x
h h t xρ ρ∈ <

= 。 

由数学分析知识可知， (0,1)δ∃ ∈ ，使得 

(1 ) 1 ( 1) , (0, ), 0nx n x x nδ+ < + + ∀ ∈ > 。                   (10) 125 

情形 1）：如果
1

10
( ) d 0x t t′ =∫ 或者 1

10
( ) d

D

x t t
δ≥

′∫
，由（8）可知 1( )x t D D δ≤ + 。 

情形 2）：如果 1

10
( ) d

D

x t t
δ≤

′∫
，由（9），（10）可得 
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1 1 11 1
1 1 1 1, 10 0 0

( )( ( ) d ) ( ) d ( ) dp pnr x t t x t t h x t tρε − −′ ′ ′≤ + +∫ ∫ ∫  130 

1 1 11
1 1 10 0

( )( 1) ( ( ) d ) ( ) dpnr n D x t t x t tε −−′ ′+ + + ∫ ∫  

                           
1

1 11 1 1
1 1 1, 10 0

( ) ( ) d ( ( ) d )
p

p n p n p nr x t t h x t tρε
−

+ − + − + −′ ′≤ + +∫ ∫  

2
1 1 1

1 10
( )( 1) ( ( ) d )

p n
p n p nr n D x t tε

+ −
+ − + −′+ + + ∫  

由 1 2, 1
3 1

r p n
p n

βε − + −
= <

+ −
可知， 1 0M∃ > ，使得

1 1
1 10
( ) dp nx t t M+ −′ <∫ 。由（8）可得 

     
1 1

1 1 1 1
1 1 10
( ) ( ( ) d )p n p n p nx t D x t t D M+ − + − + −′≤ + ≤ +∫ 。 135 

综合情形 1）,2）可得 
                     

1
1 11

1 1 2 1 10
( ) max , : , ( ) dp np nx t D D D M M x t t Mδ + −+ −
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∫ 。 

将（5）的第一个式子两边同乘以 1
1( ( ))p x tλϕ ′ ，并在[0, ]t 上积分可得 

21
1

1 [ ( ( ))]
2 p x tλϕ ′ 1

1 1 10

1( ( )) ( , ( ), ( ))d
tp

p x t f s x s x s sλλ ϕ
λ

′ ′= ∫  140 

                                   

22
1 1 1 10

1( ) ( ) ( , ( ), ( ))d
t pp x s x s g s x s x s sλ

λ
−− ′ ′ ′= ∫

  
22

1 1 1 10
( ) ( ) ( , ( ))d

t pp x s x s h s x s sλ −− ′ ′+ ∫
  

                                

22
1 1 2 10

1( ) ( ) ( , ( ))d
t pp x s x s h s x s sλ

λ
−− ′ ′ ′+ ∫  

12
1 1 10
( ) ( , ( ))d

t pp x s h s x s sλ −− ′≤ ∫   

12
1 1 10
( ) ( , ( ))d

t pp x s h s x s sλ −− ′≤ ∫  145 

2

1 12
1, 10

( ) dpp
Mh x t tλ −− ′≤ ∫ 2

1
1 12 1

1, 10
( ( ) d )

p
pp p n

Mh x t tλ
−

−− + −′≤ ∫  

满足
2

2
1, 1[0,1],

max ( , )M t x M
h h t x

∈ <
= 。由于

1 1
1 1 10

3, 2, ( ) dp nr p x s s Mε β + −′= − < <∫ ，所以 

2

1 1
2 1 2 21 1

1 1, 1 3 1 3 40
[ ( ( ))] 2 : , [0,1], ( ) :

p
p n p

p Mx t h M M t x t M Mλ λϕ
−

+ − −′ ′≤ = ∀ ∈ ≤ = 。 

    由（4）的第二个式子有 
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2 4 2 4

1 1
1

2 1 1 , , 1 2 1 2 2 40 0 [0,1]
( ) d ( , ( ), ( ))d , max ( , , ) , , .M M M M t

x t t f t x t x t t f f f t x x x M x Mλ ∈
′ ′≤ ≤ = ≤ ≤∫ ∫150 

    
那么， 

21 1 1

2 2 2 2 2 2 2 50 0 01 21

( ) (0) ( ) d ( ) ( ) d max ( ) ( ) d :
m

i i ii mi

x t x x t t a x x t t x x t t Mξ ξ
−

≤ ≤ −=

′ ′ ′≤ + ≤ + ≤ + =∑∫ ∫ ∫
    设 { } { }2 5 1 20 0

max , 1, : ,M M M x X x M x M= + Ω = ∈ < < ，所以引理 1 的条件（H1）

满足。 
下面证明 ,Nx ImL x KerL∉ ∀ ∈∂Ω∩ 。 155 

如若不然， 0 1 2 0 2 1( , ) , ( ( ), ( , ,0,0)qx x x KerL Nx x f t x ImLϕ∃ = ∈∂Ω∩ = ∈T T
。所以

0QNx θ= 。但由 Q 的定义可得 
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η ξ
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所以，
2

2 1 20
1

0, ( , ( ), ( ( )))d 0i
m

i q
i

x a f s x s x s s
ξ

ϕ
−

=

= =∑ ∫ 。如果 1x D> ，由条件（H4）可得

1 2( , , ) 0f t x x > ，那么
2

1 20
1

( , ( ), ( ( )))d 0i
m

i q
i

a f s x s x s s
ξ

ϕ
−

=

>∑ ∫ 产生矛盾。同理， 1x D< − 时也160 

产生矛盾。那么， 1 2, 0x D M x≤ < = 与 0 1 2( , )x x x= ∈∂ΩT 矛盾。因此，引理 1 的条件（H

满足。 

定义同构 T
1 2 2 1: , ( , ,0,0) ,J ImQ KerL J c c c c→ = T（ ）。设 

  ( , ) (1 ) , ( , ) [0,1]H x x JQNx xµ µ µ µ= + − ∀ ∈Ω× 。 

那么， 165 
2

1 1 22 0
1

1

2 1

2 22
1

1

1 ( , ( ), ( ( )))d
1

( , ) 0, ( , ) ( ) [0,1].
1 ( ( )d

1

i

i

m

i qm
i

i i
i

m

i qm
i

i i
i

x a f s x s x s s
a

H x x KerL
x b x s s

b

ξ

η

µµ ϕ
ξ

µ µ
µµ ϕ
η

−

−
=

=

−

−
=

=

−⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟= ≠ ∀ ∈ ∂Ω∩ ×⎜ ⎟−⎜ ⎟+
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫
∑

∑ ∫
∑

{ } { } { } { }deg , , deg ( ,0), , deg ( ,1), , deg , , 0JQN KerL H x KerL H x KerL I KerLθ θ θ θΩ∩ = Ω∩ = Ω∩ == Ω∩ ≠
所以，引理 1 的条件（H3）满足。 

    最后，由引理 1 可得，Lx Nx= 在 ( )D LΩ∩ 上有一个解 1 2( ) ( ( ), ( ))x t x t x t= T 。那么方

程(1)有一个解 1( )x t 。 170 

3  应用举例 
例 1  考虑 p-Laplacian 方程边值问题: 
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5
2

5 5 5
2 2 2

3 4 4 3( ( ( ))) (5 2 ( )) ( ) ( ) ( ),0 1

1 1 3 2 1 1 2 2( (0)) ( ( )) ( ( )), (1) ( ) ( )
4 3 4 3 3 3 3 3

x t x t x t x t x t t

u u u u u u

ϕ

ϕ ϕ ϕ

′ ′ ′ ′⎧ = − + + − < <
⎪
⎨

′ ′ ′= + = +⎪
⎩

          (11) 

实际上， 

3 4 4 3
1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1

5 1 3 1, ( , , ) (5 2 ) , ( , ) , ( , ) , , , ,
2 4 4 3

p g t x x x x h t x x h t x x a a b= = − + = = − = = =175 

2 1
2 , 5, 4
3

b rβ= = = ，易知定理 1 的条件满足。所以，（11）至少有一个解。 
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