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摘  要：本文讨论时滞对退化微分方程的稳定性强烈影响。首先，我们给出两个例子来表明

时滞对退化微分方程影响的强烈。然后给出一些时滞对退化微分方程的稳定性没有强烈的影

响的条件。 
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0. 引言 
时滞（有时也称为时延、停时、后效）

现象是一种非常广泛的现象，目前它已经引

起了很多学者的注意[1~7]。在一些实际系统

中，如经济系统，生物系统，航天工业系统

等等，由于信号的传输或者机械传输，时滞

是不可避免的。有些时候时滞甚至可以破坏

系统的稳定性。我们对此必须认真考虑。 
文献[1]给出了泛函微分方程的基础理

论，给我们很多有用的方法和工具来研究时

滞系统。 
在文献[6]中，Jean-Pierre Richard 给出

了一些近年来时滞微分系统所做出的进展

和公开问题。文献[2~4]和[7]也给出了许多

关于时滞系统的结果。 
我们发现，在一些系统中必须同时考虑

运动状态和静止状态的特征。这些系统均为

退化系统。近年来，许多学者对退化系统非

常关注，而且给出了很多重要结果[2,3,7~11]。 
我们还注意到许多系统同时有时滞和

退化现象，我们称这样的系统为退化微分时

滞系统。这些系统有很多特殊的性质。在参

考文献[2,3,7,10,11]，作者已经讨论了这样的

系统，得出了一些结论。 
本文将讨论退化微分系统 

.
( ) ( ) ( ),t t t τ= + −E x Ax Bx          (1) 

其中 ( ) nt ∈x R 是状态向量；
n n×∈E R 是

退化矩阵； , n n×∈A B R 是矩阵； 0τ ≥ 为时滞。 
我们要考虑的是时滞对退化微分系统

(1)的稳定性的强烈影响。首先，我们给出两

个例子来表明时滞对退化微分方程影响的

强烈。然后给出一些时滞对退化微分方程的

稳定性没有强烈的影响的条件。 

1. 时滞对退化系统稳定性的影

响    
在本节，我们讨论两个问题。一个问题

是如果当 0=τ 时系统 (1)稳定，那么当

0>τ 时系统(1)是否稳定？另一个问题是如

果当 0=τ 时系统(1)不稳定，那么当 0>τ 时

系统(1)是不是也不稳定? 
我们首先给出一些预备知识。 

定义 1：如果 det( ) 0λ − ≠E A ，则称矩

阵对 ( , )A E 正则。如果 ( , )A E 是正则的，则

称系统(1)正则。 

注：由文献[2]可知，如果 ( , )A E 正则，

那么系统(1)可解。 

本 文 令 { }/ Re 0λ λ+ = ∈ >C C
，

{ }/ Re 0λ λ− = ∈ <C C
。 

定义 2：设 
( ) ( e ),λτλ λ −= − −H E A B        (2) 

则称方程 
det( ( )) | e | 0,λτλ λ −= − − =H E A B    (3) 
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为系统(1)的特征方程。如果λ满足方程

(3)，则称其为系统(1)的特征根。 

易见，如果λ是(3)的解，那么存在一个

非零向量 (0)x ，使得 ( ) e (0)tt λ=x x 是(1)的
解。 

例 1 考虑下面的退化微分系统 
0 1 1 0 0 0

( ) ( ) ( ).
0 0 0 1 1 0

t t t τ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x x&

   (4) 

当 0=τ 时，系统(4)为 
0 1 1 0

( ) ( ).
0 0 1 1

t t⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x x&

 

则有 1 2 2 2( ) e (0), ( ) e (0)t tt t−= − =x x x x 。

系统(4)稳定。 

当 0>τ 时， 
det( ( )) | e | e 1λτ λτλ λ λ− −= − − = +H E A B 。下面

我们将证明对任意 0>τ ， e 1λτλ − + 在
+C 中

有许多零点。也就是说无论τ 多么小，只要

0≠τ ，系统(4)就有不稳定解。 

设
1 2

3(2 )π(2 1)π 2, ,n n
nn n Nβ β

τ τ

++
= = ∈

。

对任 意 ],( 21
nn βββ ∈ ，令

cos
sin( ) ef

τββ
τββ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= ，

.sin
)(

τβ
ββ

−
=g

。 

因为 ,)(,1)( 222
nnn gf βββ ==  存在 ∈N N，

使得对任意 n N≥ ， 
).()( 22

nn fg ββ >               (5) 

令 k
nk

n
1

1

~

+= ββ
，我们有对充分大的 k 使

),( 21

~
nnk

n βββ ∈ ，且 

).()(
~~

k
n

k
n fg ββ <                (6) 

由式(5)、式(6)以及 f 和 g 的连续性知，

存在 ),( 21
nn

n βββ ∈ 使得 )()( nn gf ββ = 。 

令 n

n
nn τβ

τβ
βα

sin
cos

=
，则

)( nfe n βλα =
。由

)()( nn gf ββ = 我 们 知 道

,0cos =+ nn
ne τβα τα

  
0sin =+ nn

ne τββ τα

。 

设 nnn iβαλ +=
，则

0=+ nen
τλλ

。即

01 =+− ne τλ
。 

因为
0

sin
cos

>=
n

n
nn τβ

τβ
βα

，可以看到对任

意 0>τ ， 1+−λτλe 在
+C 中有许多零点。换

句说就是系统(4)有不稳定解。 
例 2  考虑退化微分系统 

1 0 0 0 0 1
( ) ( ) ( )

0 0 1 1 0 0
t t t τ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x x&

。 (7) 

当 0=τ 时，系统(7)为 
0 1 0 1

( ) ( )
0 0 1 1

t t
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x x&

 。  

解 之 得 ， 1 1( ) e (0)tt =x x ，

2 1( ) e (0)tt = −x x 。系统(7)不稳定。 

当 0>τ 时 ，

det( ( )) | e | eλτ λτλ λ λ− −= − − = −H E A B 。 

如果 nλ 是 e 1 0λτλ − + = 的解，那么 nλ−

是 e 0λτλ −− = 的解。 

由上面的讨论可得， nnn iβαλ +=
是

01 =+−λτλe 的解，而且
0

sin
cos

>=
n

n
nn τβ

τβ
βα

，

所 以 e 0λτλ −− = 有 负 实 部 的 解

nnn iβαλ −−=−
。 

我们已经证得，对任意 0>τ ， e λτλ −−

在
−C 中有许多零点。也就是说尽管 0=τ 时

系统(7)不稳定，当 0≠τ 时，无论τ 有多小，

系统(7)都有稳定解。 
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2. 时滞无强烈影响的条件 
在这一节中，我们给出一些条件，在这

些条件下时滞对退化微分方程的稳定性没

有强烈的影响。 

设 { }/ Re ( )α λ λ α α= ∈ > ∈C C R其中
，

{ }/ | | ( 0)l l lλ λ= ∈ < >S C 其中
，令

clH 为集

合 ⊂H C 的闭包。 
定义 3：对于系统（1），如果其所有的

特征根都具有负实部，则称其为在所有模式

稳定的意义下稳定的。 

定理 1：假设矩阵对 ( , )A E 正则，当

0=τ 时系统(1)稳定，如果存在 0l > 使得对

一切 0 \ , 0cl cl
lλ τ∈ >C S

，都有 

( ) 1det e 0,τλ λ −⎡ ⎤+ − ≠⎣ ⎦I E A B
 

则存在 0* >τ 使得对一切 ( )*,0 ττ ∈ ，系

统(1)是在所有模式稳定的意义下稳定的。 
证明：由式(2)，系统(1)的特征多项式

可写为 

( ) ( )
( ) ( ) 1

det det e

e det det e .

λτ

λτ τλ

λ λ

λ λ

−

−−

= − −

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦

H E A B

E A I E A B

 

对于多项式 ( )det λ −E A
，存在 01 >l 使

得 对 一 切 ( )1, det 0lλ λ> − ≠E A
。 令

( )1,maxˆ lll = ， 我 们 有 ， 对 一 切

ˆ0 ˆ
\ , 0,cl cl

l
λ τ∈ >C S

 
( ) ( )

( ) ( ) 1

det det e

e det det e

0.

λτ

λτ τλ

λ λ

λ λ

−

−−

= − −

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦
≠

H E A B

E A I E A B

 

因为当 0=τ 系统(1)稳定，我们知道存

在 0* >τ 使 得 对 一 切 ( )*,0 ττ ∈ 和

ˆ0
cl cl

l
λ∈ ∩C S

，  

( ) ( )det det e 0λτλ λ −= − − ≠H E A B
。 

由上面的讨论，存在 0* >τ 和 0
clλ∈C ，

使得对一切 ( ) ( )*0, ,det 0τ τ λ∈ ≠H
。那么系统

(1)稳定。 定理得证。 
我们给出另外一个定理。 

定理 2：设矩阵对 ( ),A E
正则，且下面

条件满足： 

01  极限
( ) 1lim

λ
λ Γ−

→∞
− =E A B

存在； 
02  Γ 的谱半径小于 1，即 ( ) 1r Γ <

； 
03  当 0=τ 时，系统（1）稳定； 

则存在 0* >τ 使得对一切 ( )*,0 ττ ∈ ，系

统（1）在所有模式稳定的意义下稳定的。 

证明：由
01 和

02 知，存在 0l > 使得一

切 

0 \ , 0,cl cl
lλ τ∈ >C S  

( ) 1det(e ) 0.τλ λ −+ − ≠I E A B  
满足了定理的 1 的条件。由定理 1 可知

定理 2 成立。 
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Abstract 
This paper considers delay drastic effects on stability of singular differential systems. Firstly, two 
examples are given to show that the time delay affects the stability of singular systems in a drastic way. 
Then some conditions are given, under which delay have no drastic effect on stability of singular 
differential systems. 
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