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非线性破坏准则下法向受力条形浅锚抗拔力上限计算方法 
 

赵炼恒，李  亮，杨小礼，但汉成，邹金锋 
 

(中南大学 土木建筑学院，湖南 长沙，410075) 
 

摘  要：在上限定理、相关联流动法则基础上，根据非线性破坏准则对法向受力条形浅锚极限抗拔力上限进行计

算，其方法是：通过“切线法”引进变量，把锚板上填土的非线性抗剪强度指标 ct和 φt作为变量参数，对锚板上

部填土建立含有变量的速度场，根据外力功率与内部耗能相等原理获得极限抗拔力的目标函数与约束条件；基于

MATLAB软件平台，利用“序列二次规划算法”对该问题进行优化求解。计算结果表明：当非线性破坏准则变为

线性破坏准则时，计算结果与实际结果相符；非线性参数对锚板的极限抗拔力有重要影响，对非线性岩土体进行

线性简化不利于正确评价抗拔基础的承载性能，恰当引入岩土体破坏准则的非线性更加符合工程实际；提高岩土

抗剪强度，加大锚板埋深，提高锚板板面粗糙度和锚板倾斜埋置均有利于提高法向受力浅埋条锚基础抗拔承载力。 
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Abstract: Based on the upper bound limit analysis theorem, the associated flow rule and the nonlinear M-C failure 

criterion, the ultimate pull-out capacity (UPC) of vertically loaded strip plate anchors were studied by means of the 

kinematical approach of limit analysis theory. The procedures were as follows: the nonlinear shear strength parameters, 

i.e., internal friction angle φt and cohesive force ct, were treated as variable parameters for the calculation schemes. The 

objective function of UPC was obtained by equating the work rate of external force to internal dissipation along the 

velocity discontinuities, and the upper bound solutions were presented by applying a nonlinear sequential quadratic 

programming (SQP) algorithm. The results show that the nonlinear failure parameter exerts a significant effect on UPC, 

and if the nonlinear M-C yield criterion turns into a linear M-C yield criterion, the results presented here agree well with 

the real ones. The density of soil mass, the embedment ratio, the interface properties, the inclined angle and the geometric 

properties have significant effects on UPC and the region of failure modes. 

Key words: vertically loaded strip plate anchors; ultimate pull-out capacity; upper bound theorem; nonlinear M-C failure 
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作为一种提供抗拔力的基础形式，锚板在实际工

程中被广泛应用[1−14]，如输电线路杆塔基础、电视通

讯塔基础、高耸构筑物基础、桩板码头和桩板墙的锚

定板等承受抗拔荷载的土工结构均使用锚板。按锚板

在土中埋设及受力方向来分，有水平埋设垂直受力的

水平锚板，垂直埋设水平受力的竖向锚板和倾斜埋设

倾斜受力的锚板(一般上拔力垂直于锚板平面)[12, 14]。

按锚板的几何特征，一般可将长宽比 L/B≥5 的锚板
视作条形锚板[10, 14]。多数设计理论均从条形锚板入

手，再引进形状系数推广到其他锚板。按锚板在极限

上拔荷载的作用下土体的破坏形态分类，可以分为浅

埋锚板、深埋锚板[3, 7−8, 12, 14]。以临界深度为界，松散

岩土体中临界埋深率 H/B≤5时的锚板为浅埋锚板(其
中，H为埋置深度，B为锚板宽度)。而在密实岩土体
中，当 H/B≤8 时的锚板为浅埋锚板，锚板上部岩土
体出现整体剪切破坏，浅锚的极限抗拔力一般根据破

坏形态得出。锚板的承载力特性尤其是极限抗拔力

(Ultimate pull-out capacity, UPC)一直是抗拔基础的研
究重点。从理论研究到实验测试，国内外许多研究者采

用不同的方法如现场实测和模型试验法[3, 7−9, 12]、极限

平衡法[3]、极限分析法[1−2, 10, 14]、数值分析方法[4−8, 13−14]

以及经验公式法[12]等对此进行研究。既有研究多数针

对水平[1−8]或竖直[9]埋设锚板的抗拔力计算，在很多情

况下往往需要根据工程实际把锚板倾斜[10−14]埋置。目

前，人们对法向受力斜置浅埋锚板的承载性能研究较

少，对其极限抗拔力及破坏机理也有待深入[10−13]。同

时，在以上众多研究中[1−14]，其研究手段和方法大多

建立在岩土体的线性Mohr-Coulomb破坏准则(即M-C
准则)基础上。但研究结果表明，岩土体破坏准则具有
非线性，且线性M-C破坏准则是其中的特例[15−16]，目

前，人们对基于这一强度准则下的法向受力浅埋锚板

极限抗拔力的探讨较少。因此，有必要在上限定理的

基础上，寻求合适的方法求解非线性破坏准则下法向

受力倾斜条形锚板的极限抗拔力。为此，本文作者在

前人的研究成果的基础上，根据关联流动法则和非线

性破坏准则[15−16]，运用上限法[17]求解浅埋倾斜条形锚

板极限抗拔力的上限解。基本方法是：首先通过“切

线法”引进变量，把锚板上填土的非线性抗剪强度指

标 ct和 φt作为变量参数，对锚板上部填土建立含有变

量的机动容许速度场，然后，根据外力功率与内部耗

能相等原理求出极限抗拔力的目标函数与约束条  
件，再应用“序列二次规划算法”(SQP)对该问题进行
优化[15−16, 18]。最后，对影响参数进行分析，并给出相

应的工程建议。 

 

1  基本原理和假设 
 

1.1  极限上限法及非线性破坏准则 

在虚功率原理的基础上可推导出上限定理，即：

在所有与运动许可的位移速度场和应变率场相对应的

荷载中，极限荷载最小，或者说，按运动许可的速度

场与应变率场求得的极限荷载都大于真正的极限荷  

载[17]。对结构物承载上限进行分析时，提高材料的屈

服强度不会降低结构的极限载荷，因而，采用上限分

析时，对非线性破坏准则下的上限分析可采用“切线

法”，以提高岩土材料强度为手段来分析结构物的上

限解。外切线直线破坏准则下的上限解为真实极限载

荷(非线性破坏准则对应的极限载荷)的上限[15−16]。 

设非线性破坏准则[15−16]为： 

( )1/
0 n t1 / mcτ σ σ= ⋅ + 。            (1) 

将式(1)绘制成如图 1 所示的曲线。式(1)中，c0, σt和 m

均为岩土材料参数；c0 为曲线与纵轴的截距；σt 为曲

线与横轴的截距，曲线恒定通过(0, c0)和(−σt, 0) 2个

点，m决定了曲线的弯曲程度。当 m=1时，式(1)变为

线性Mohr-Coulomb 强度准则。 
 

 

图 1  非线性破坏准则的切线 

Fig.1  Tangential line for a nonlinear failure criterion 

 
式(1)的切线方程为： 

t t ntancτ ϕ σ= + ⋅ 。             (2) 

式中：ct和 tan φt分别为切线的斜率和截距，如图 1所
示。ct和 tan φt的表达式为： 

1
1t t

t 0 t t
0

tan1 tan
mmmc c

m c
σ ϕ

σ ϕ
−⎛ ⎞⋅ ⋅−
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1.2  基本假设 

对于法向受力的倾斜浅埋条形锚板，在构建平动

破坏机构时，应用如下假设： 

a. 锚板上填土为理想刚塑性体，破坏时服从非线

性 M-C 破坏准则，破坏面上某一点对应的抗剪强度

指标为 ct和 φt (ct和 φt 的具体含义如图 1所示)； 

b. 锚板上填土服从相关联流动法则； 

c. 倾斜浅埋条形锚板为刚性结构，锚板与板上填

土出现相对滑动且滑动摩擦角 δ为常数，锚板与土体

之间的粘附力为 u tanP δ⋅ (其中，Pu为锚板极限抗拔荷

载，δ为板摩擦角)； 

d. 以临界深度为界，临界埋深率 H/B≤8 的锚板

假设为浅埋锚板，锚板上部岩土体出现整体破坏。 
 

2  刚性块平动破坏机制 
 

Murray等[10]针对浅埋法向受力倾斜锚板，结合模

型试验结果建立了 2种上限计算模式。包含对数螺旋

线受剪区 bcf 的破坏模式对倾斜浅埋锚板极限抗拔

力计算具有更好的适用性，所构建的破坏机构和速度

场如图 2和图 3所示。 
 

 

图 2  法向受力倾斜条锚平动破坏机制 

Fig.2  Failure mechanism of inclined strip anchor 

 

 

图 3  速度相容三角形 

Fig.3  Hodograph for velocity displacement 

需要指出的是：尽管 Murray 等[10]构建了合适的

机动破坏模式，但在极限抗拔力计算时仅仅考虑了砂

性土的单一抗剪强度指标 φ(砂土内摩擦角)，因而，其

抗拔力计算式相对简单，且只适用于砂土。现有研究

也表明[1−14]，岩土体密实度、岩土体抗剪强度、锚板

表面粗糙、锚板埋深率和锚板几何形状均对锚板承载

能力和锚板抗拔破坏区域有较大影响。因而，本文考

虑以上几个影响因素(其中，岩土体抗剪强度指标采用

“切线法”引进的非线性变量 ct和 φt)，对非线性破坏

准则条件下倾斜锚板极限抗拔力计算式进行重新   

推导。 

2.1  破坏机制 

根据图 2以及简单的几何关系，可分别求得各刚

性块边长 lab，lbc，lcd，lde，lef，lbf和 lcf以及面积 Sabf，

Sbcf和 Scdef。 

令 v0=1，由图 2 和图 3，根据速度三角形关系和

对数螺旋线受剪区速度场性质[17]，可求得各速度间断

线上的间断速度 v01，v1和 v2。 
 

αδα sin)]2/πsin(/[ 001 ⋅−−= vv ；     (5) 
 

)2/π(sin)]2/πsin(/[ 01 δαδα +⋅−−= vv ；   (6) 
 

]tanexp[ t12 ϕ⋅⋅= Θvv 。           (7) 
 
式中：α 和Θ为图 2中所示的几何角度。 

当锚板倾角 ξ= 0˚即锚板水平埋设时，该破坏机制

可退化为如图 4所示的对称破坏形式，此时，锚板上

填土不与锚板出现相对滑动[10]。 
 

 
图 4  水平浅埋条形锚板平动破坏机制 

Fig.4  Failure mechanism of horizontal strip anchors 

 

图 4中的破坏模式由Murray等[1]提出，极限抗拔

力计算过程与图 2所示的破坏模式的极限抗拔力计算
过程类似。 
2.2  能耗计算 
能耗计算包括外力做功计算和内部耗能计算 2个

方面。 
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2.2.1  外力做功 
由图 2可知，在假定的破坏模式中，外力的功率

包括：极限抗拔荷载 Pu的功率 WPu，地基表面超载 q
的功率Wq，破坏区域 abcdef 土重力做功 Wsoil。 
 

u u 0PW B P v= ⋅ ⋅ ；             (8) 
 

q 2 cos(π )deW q v l ξ α Θ= ⋅ ⋅ ⋅ − + + 。     (9) 
 
重力做功 Wsoil包括 3个部分：楔形体 abf 土重力

做功 Wabf ，多边形 cdef土重力做功 Wcdef ，对数螺旋

线受剪区 bcf 处土重力做功 Wbcf 。 
 

)πcos(1 αξγ +−⋅⋅⋅= vSW abfabf ；     (10) 
 

)πcos(2 ΘvSW cdefcdef ++−⋅⋅⋅= αξγ 。  (11) 
 
式中：γ 为土体容重；(π−ξ+α) 和(π−ξ+α+Θ)分别表
示 abf和 cdef 刚性块重力方向与其运动方向的夹角。 
对数螺旋线受剪区 Wbcf计算如下。 
该区土重作的外功率为沿整个区域Θ不同微元

的垂直速度分量与其重力的乘积之和。 
由图 5 所示的辐射受剪区 fbc 的功率计算示意 

图，作用在不同微元上的重力是 dF，因而微元的外功
率为： 

 

 
 

图 5  辐射受剪区 fbc的功率计算示意图 

Fig.5  Energy dissipation calculation of shear area fbc 

 
=⋅++−⋅ Fv d)]πcos([ αθξ  

 
]d2/1[)]πcos([ 2 θγαθξ ⋅⋅⋅⋅++−⋅ rv 。  (12) 

 
又由于 
 

)tanexp( t1 ϕθ⋅= vv ；           (13) 
 

)tanexp( tϕθ⋅= bflr 。          (14) 
 
则 bcf 区域土重作的外功率为： 
 

bcfW =  
 

2
1

t0
exp[(3 ) tan ] cos(π ) d

2
bfl v Θγ

θ ϕ ξ θ α θ
⋅ ⋅

⋅ ⋅ − + + ⋅ =∫  

2
1

t2
t

( , , , )
2 (1 9 tan )

bfl v
h

γ
α Θ ξ ϕ

ϕ

⋅ ⋅
⋅

⋅ + ⋅
。      (15) 

 
其中： 
 

[ ]t( , , , ) 3 cos( ) tan sin( )h α Θ ξ ϕ ξ α ϕ ξ α= ⋅ − ⋅ − − +  
 
{ } tsin( ) 3tan cos( ) exp(3 tan )ξ α Θ ϕ ξ α Θ ϕ− − − − −Θ ⋅ ⋅ ⋅ 。 

 (16)  
累加上述重力做功，得 abcdef重力功率Wsoil： 

soil abf bcf cdefW W W W= + +           (17) 

2.2.2  内部耗能 

根据假设，条形锚板为刚性基础，锚板上滑动土

体为理想刚体，无塑性变形，内部耗能仅发生在破坏

区域的速度间断线 ab，bc，cd 和 ef，板土接触面 fa

上以及对数螺旋线受剪区域 bcf 中，各部分耗能计算

式为： 
 

1 t( cos )ab abG c v lϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ；          (18) 
 

2 t( cos )cd cdG c v lϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ；         (19) 
 

2 t( cos )ef efG c v lϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ；          (20) 
 

afuaf lvPG ⋅⋅⋅⋅= )cos(tan 01 δδ 。      (21) 
 
根据文献[17]，对数螺旋线受剪区 bcf 中的能量

耗散计算式为： 
 

0
dbcfG c r v

Θ
ω= ⋅ ⋅ ⋅ =∫  

 

t 1 t0
( ) exp[( ) tan ] exp[( ) tan ] dbfc l v

Θ
ω ϕ ω ϕ ω⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∫  

 

[ ]1 t t
1 ( ) (exp(2 tan ) 1) / tan
2 bfc v l Θ ϕ ϕ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − 。 (22) 

 
同时，根据文献[17]，速度间断线 bc 上消耗的

能量与受剪区 bcf 消耗的能量相同，见式(22)。则除

锚板表面(fa)能量耗散外的内部耗能为： 

efcdbcbcfab GGGGGG ++++= 。    (23) 

2.3  极限抗拔荷载计算 

根据破坏模式中外力做功与内部耗能的能量相等

原理，将以上相关各式代入并整理，得浅埋法向承力

倾斜条形锚板极限抗拔荷载 Pu表达式： 
 

u 0 soil q u 01tan ( cos ) afP v W W G P v lδ δ⋅ + + = + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⇒  

soil q
u

0 01tan ( cos )af

G W W
P

v l vδ δ
− −

=
− ⋅ ⋅ ⋅

。     (24) 
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3  SQP优化方法与实现 

 

式(24)中，除 B，H，γ，q，δ 和 ξ 为已知量外，

ct 是非线性破坏准则上某一点切线对应的抗剪强度指

标，极限抗拔荷载 Pu 还与参数变量 φt ，α和Θ有关。

显然，这些变量应满足平动机制刚体运动协调速度场

约束条件和物理意义要求的几何约束条件。当其他条

件一定时，破坏范围和形状可由参数 φt ，α和Θ完全

确定，对应该破坏模式即可得到 1个上限解 Pu的目标

函数，即 Pu= t( , , )f α Θ ϕ 。按照上限定理，满足运动许

可条件的最小 Pu才是对应于此破坏模式的最优解。于

是，问题转化为：在满足物理意义的约束条件下，寻

求目标函数 Pu= t( , , )f α Θ ϕ 的最小值 Pu_min。 

序列二次规划算法(简称 SQP法)适用于非线性较

严重的问题，特别是对于大多数中小规模问题，采用

SQP 法效率较高。近年来, SQP 法已成为国际上过程

系统优化商品化软件中的标准算法[19]。已有研究表 

明[15−16, 18]，对这类极限承载力目标函数 Pu 和约束条

件包含自变量 ct，φt，α和Θ的非线性函数，采用序列

二次规划法(SQP)最优化理论能够获得较好的效果。本

文利用数学计算软件MATLAB编写相应的计算程序，

并调用MATLAB优化工具箱中的序列二次规划(SQP)

优化方法，对该问题进行优化求解，该算法具体内容

见文献[19]。 
 

4  参数敏感性分析 
 

已有研究大多针对性质单一的砂土[1, 5, 7−8, 9−12]或

纯黏土[2, 4, 6, 13−14]进行研究，发现岩土体密实度 γ、岩

土体的非线性抗剪强度指标 ct和 φt、埋设方式、锚板

表面粗糙程度、埋深率 H/B和锚板几何形状对锚板承

载能力和锚板抗拔破坏区域均有较大的影响[1−14]。因

此，本文基于上述非线性M-C破坏准则[15−16]，主要分

析 ct，φt(以非线性参数 m表征)，δ，H/B和 ξ等不同

参数的组合对倾斜浅埋条锚极限抗拔力(Pu/B)的影响。

其他参数固定，即：锚板宽 B=1.0 m，填土容重 γ=18.0 

kN/m3，c0=20 kPa，σt=32 kPa。 

当锚板倾斜角 ξ=45˚，板土摩擦角 δ=15˚，相对埋

深率 H/B=1~8时非线性参数 m对极限抗拔力 Pu/B的

影响如图 6所示。由图 6可看出，在其他条件一定的

情况下，锚板埋深率(H/B) 和非线性强度参数 m均对

极限抗拔力 Pu/B 有较大影响，随着 m 的增加，岩土

体抗剪强度指标 ct和 φt降低，极限抗拔力迅速减小；

而埋深率增加，Pu/B呈非线性增加，加大埋深，可提

高基础承载性能。 

当相对埋深率 H/B=4，板土摩擦角 δ=15˚，锚板

倾斜角 ξ=0˚~90˚时，非线性参数 m对极限抗拔力 Pu/B

的影响如图 7所示。由图 7可看出，当其他条件一定

时，锚板倾斜角 ξ和非线性强度参数 m 均对极限抗拔

力 Pu有较大影响，随着 m增加，岩土体抗剪强度指 
 

 
H/B: 1—1; 2—2; 3—3; 4—4; 5—5; 6—6; 7—7; 8—8 

图 6  极限抗拔力 Pu/B与非线性参数 m的关系 

Fig.6  Relationships between ultimate pull-outcapacity Pu/B 

and nonlinear parameter m 

 

 
ξ/(˚): 1—0; 2—10; 3—20; 4—30; 5—30; 5—40; 6—50;  

7—60; 8—70; 9—80; 10—90 

图 7  极限抗拔力 Pu/B与非线性参数 m的关系 

Fig.7  Relationships between ultimate pull-out capacity Pu/B 

and nonlinear parameter m 
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标 ct和 φt降低，极限抗拔力迅速减小；而倾斜角增加

对 Pu的影响与之相反，说明锚板倾斜放置有利于锚板

的抗拔稳定。 

当相对埋深率 H/B=4，锚板倾斜角 ξ=45˚，板土摩

擦角 δ=0˚~20˚时，非线性参数 m 对极限抗拔力 Pu/B

的影响如图 8所示。 
 

 

δ/(˚): 1—0; 2—5; 3—10; 4—15; 5—20 

图 8  极限抗拔力 Pu/B与非线性参数 m的关系 

Fig.8  Relationships between ultimate pull-out capacity Pu/B 

and nonlinear parameter m 

 

从图 8可看出，当其他条件一定时，锚板板土摩

擦角 δ 和非线性强度参数m 均对极限抗拔力Pu/B有

较大影响，随着 m的增加，Pu/B迅速减小，而板土摩

擦角增加将引起 Pu/B增加，但其增加幅度逐渐减小。

因而，在实际工程中，采用粗糙的锚板板面将有利于

锚板的稳定。 

对比图 6~8均可看出：在一定条件下，非线性参

数 m 对极限抗拔力 Pu/B 有较大影响；随着 m 的增

加，Pu/B均呈非线性减小，因而，非线性岩土体的线

性简化对正确评价抗拔基础的承载性能不利，恰当引

入岩土体的非线性将更加符合工程实际；当非线性参

数 m=1，非线性破坏准则变为线性破坏准则时，在

相同计算参数下，本文所得结果与文献结果一致，可

以认为，Murray等[1, 10]的研究成果是本文的简化特例。 

由图 6~8还可看出，在一定岩土体密实度和锚板

几何特性条件下，岩土体抗剪强度指标 ct和 φt提高，

埋深率 H/B 加大，板土摩擦角 δ 提高，锚板倾斜角 ξ

增加，均对提高法向受力浅埋倾斜条锚基础抗拔承载

力有利。因而，在实际工程应用中，可通过改良地基

土物理力学特性，加大基础埋深率，采用粗糙锚板板

面，增加锚板倾斜角来提高抗拔基础的稳定性。 
 

5  结  论 
 

a. 当非线性参数 m=1 时，非线性破坏准则变为

线性破坏准则，此时，采用本文法向受力条形浅锚抗

拔力上限计算方法所得结果与文献结果一致。 

b. 岩土体破坏准则的非线性对锚板基础的承载

能力和稳定性有较大影响。在其他参数不变时，随着

岩土体非线性参数 m的增加，极限抗拔力 Pu/B减小。

因而，非线性岩土体的线性简化对正确评价抗拔基础

的承载性能不利，恰当引入岩土体的非线性将更加符

合工程实际。 

c. 在一定工程条件下，提高岩土抗剪强度指标，

加大锚板埋深率，提高锚板板面粗糙度和锚板倾斜埋

置，均有利于提高法向受力浅埋倾斜条锚基础抗拔承

载力。因而，在实际工程应用中，可通过改良地基土

物理力学特性，加大基础埋深，采用粗糙锚板，增加

锚板倾斜角来提高抗拔基础的稳定性。 
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