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活性污泥污水处理系统的最优鲁棒 H∞保成本控制 
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摘  要：针对具有凸多面体参数不确定性的污水处理控制系统，研究其鲁棒 H∞保成本控制器的设计问题。首先，

给出变参数活性污泥系统的状态空间模型；然后，结合二次型性能指标和 H∞性能指标，导出系统鲁棒 H∞保成本

控制器存在的充分条件以及相应的控制器设计方法，并通过线性矩阵不等式，给出该控制器增益的可行解。以某

污水厂污水性质和处理能力为例，应用所设计的鲁棒 H∞保成本控制器进行仿真研究。仿真结果表明：采用该方

法使系统最终的稳态误差较小，证明该方法是可行和有效的。 
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Abstract: The problem of robust H∞ guaranteed cost controller design was studied for wastewater treatment control 

systems with polytopic uncertainties. Firstly, the state space model of activated sludge system with uncertain parameters 

was established. Then, combined with the quadratic performance index and H∞ performance index, a sufficient condition 

for the existence of robust H∞ guaranteed cost controller was derived and its design procedures were also given. 

Meanwhile, the controller gain was obtained by applying linear matrix inequality technique. Finally, take a wastewater 

treatment plant sewage treatment capacity of nature for example, and applying the design of robust H∞ guaranteed cost 

controller to simulate. The results show that the steady-state system has smaller error using the method, which proves the 

method is feasible and effective. 
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目前，对工业废水和城市污水处理时大多采用活

性污泥法。该方法通过利用自然界中微生物的生命活

动来清除污水中有机污染物，其基本流程见文献[1]。
其中，溶解氧浓度是决定污水处理进程中水质的关键

因素。溶解氧不足或过量都会导致污泥生存环境恶化：

若溶解氧浓度不足，则会引起好氧菌的生长速率降低，

从而使出水水质下降；反之，若溶解氧浓度过高，则

会因为絮凝剂遭到破坏，导致悬浮固体沉降性变差， 
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同时，造成能源浪费[2]。因此，在整个反应过程中，需

保持溶解氧浓度为适宜值。不确定系统的保成本控制

问题最早是由 Chang 等[3]提出的，它在满足系统稳定

的同时还能使系统具有良好的性能要求。鲁棒控制是

20 世纪 90 年代初被提出来的一种设计方法。鲁棒性
是指系统对参数在设定范围内变化的不敏感性，即系

统在不确定参数变化扰动下具有某种性能指标不变的

能力。H∞鲁棒控制是新发展的频域内最优控制理   
论[4−7]，Yi等[8−9]应用 H∞控制和 µ综合控制都取得了很
好的效果。近年来，随着不确定系统鲁棒控制研究的

发展，不确定系统的保成本控制问题引起了人们的广

泛关注[10−16]。凸多面体不确定系统是鲁棒控制理论研

究的一类重要的不确定系统。然而，这些结果大多集

中在对范数有界不确定性的研究，而对凸多面体不确

定系统的研究较少；此外，一般的活性污泥系统都具

有变量多、精度不高、随机影响因素多、过程不稳定，

实时性不好等不足，所以，难以获得满意的控制效果。

传统控制策略如比例控制、PID 控制[17]等，需要根据

水质的变化情况对不同的参数进行调整，比较繁琐。

为此，本文作者采用 H∞保成本的控制方法实现对污水

处理过程中溶解氧浓度的控制。该活性污泥系统可抽

象为一类具有凸多面体参数不确定性的线性系统，所

设计的控制器在保证系统具有保成本性能的同时还能

具有一定的 H∞干扰抑制水平。控制器增益最终可归结

为一组线性矩阵不等式(LMI)的可行性问题[18]，求解

十分方便，且无需参数调整。 
 

1  系统模型描述 
 

根据物料平衡原理，对活性污泥法污水处理系统

进行如下假设[19−21]： 
(1) 微生物为非自养微生物，其生长率大于死亡

率并满足Monod方程； 
(2) 二沉池无生化反应发生； 
(3) 回流污泥影响泥龄和产率系数； 
(4) 只研究系统的硝化反应。 
由以上假设，可得活性污泥污水处理系统的状态

方程： 
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x(t)为系统输入量；x1(t)为微生物的质量浓度；x2(t)为
底物的质量浓度；x3(t)为溶解氧的质量浓度；z(t)为系
统输出量，u(t)为打氧量；w(t)为外部扰动输入；kd为

内生的迟滞系数；Si为流入污水中有机物浓度；C 为
二沉池浓度因子；Qw为污质的流量；Q 为流入量；V
为反应器体积；f 为联系有机物与需氧量的因子；fx

为水泵因子；YNH为观察到的生长系数；δ为对溶解氧
设置的冲量系数。方程中其余各符号的物理意义见文

献[19]。 
在上述状态方程中，各参数的取值与污水处理厂

的实际情况有关，因此，具有很大的不确定性。为了

不失一般性，这里假设参数变化范围如下： 
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miniβ 和 maxiβ (i=1, 2, ⋯, 6)分别表示对应参数的下界
和上界。 
状态方程(1)描述了一类具有不确定参数的线性

系统，本文针对此类系统，设计具有 H∞性能指标的保

成本控制器，使得系统鲁棒渐近稳定，同时获得满意

的控制效果。 
 

2  H∞保成本控制器设计 
 
考虑一类形如式(1)的不确定线性系统，不失一般

性，令 
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式中： Τ= ],,,[ 21 mθθθ Λθ ，为不确定参数向量，且满 

足 ∑
=

=
m

i
i

1
1θ ， iθ∀ ≥ 0，即系统 (1)可表示成矩阵

]         [ wu iiii CBBA 的凸多面体形式；Ai，Bui，Bwi，

Ci (i=1, 2, ⋯, m)为具有适当维数的已知常数矩阵。 
对不确定系统(1)，定义如下形式二次型性能指

标： 

∫
∞ ΤΤ +=
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式中：W和 R为给定的对称正定加权矩阵。 
关于系统的保成本控制，引入以下定义[3]。 

定义 1  对不确定系统(1)和性能指标(4)，如果存
在 1个控制律 )(t∗u 和 1个正数 ∗J ，使得对所有允许
的不确定性，闭环系统是鲁棒渐近稳定的，且闭环性

能指标值满足 J≤J*，则 J*称为不确定系统(1)的 1 个
性能上界， )(t∗u 称为不确定系统(1)的 1 个鲁棒保成
本控制律。 
关于系统的 H∞控制则定义如下。 

定义 2  对不确定系统(1)，给定干扰抑制水平   
γ ＞0，若存在 1 个控制律 )(t∗u ，使得对所有的干扰

w(t)，闭环系统是鲁棒渐近稳定的，且在零初始条件
下，系统输出满足： 

2
2)(tz ＜

2
2
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则 )(t∗u 称为不确定系统(1)的一个 H∞控制律。其中：

2  ⋅ 表示向量的 Euclidean范数。 
将定义 1和定义 2相结合，可得到以下定义。 
定义 3  对不确定系统(1)，给定性能指标(4)和干

扰抑制水平 γ ＞0，如果存在控制律 )(t∗u ，使得对所

有允许的不确定性和干扰 w(t)，闭环系统满足定义 1
和定义 2，则此时控制律 )(t∗u 就称为不确定系统(1)
的 1个鲁棒 H∞保成本控制律。 
现对不确定系统 (1)，设计状态反馈控制律

)()( tKt xu = ，则闭环系统为：  
)()()()()( wc ttt wBxAx θθ +=&  

)()()( tt xCz θ=               (5) 

式中： 

∑
=

+=
m

i
iii

1
uc )()( KBAθA θ  

定理 1  对不确定系统(1)，给定性能指标(4)和干

扰抑制水平 γ ＞0，若存在对称正定矩阵 P和矩阵 K，

使得对所有允许的不确定性和干扰 w(t)，下列不等式
成立： 
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               (6) 

则 )()( tt Kxu = ，是不确定系统(1)的 1个鲁棒 H∞保成

本控制律。相应地，1个系统性能上界是 00 PxJ Τ∗ = x 。

其中： 0x 为系统的初始状态。 
证明  假定存在对称正定矩阵 P和矩阵 K，使得

不等式(6)成立。选取 Lyapunov函数： 

)()())(( ttt PxxxV Τ=  

由矩阵 P的正定性可知： ))(( txV ＞0。沿闭环系统(5)
的任意轨线， ))(( txV 关于时间的导数为： 
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根据条件(6)，上式变为： 
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当 0)( =tw 时，由式(7)得到： 
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根据 Lyapunov 稳定性理论，闭环系统(5)是鲁棒
渐近稳定的。 
对式(8)两边从 t=0到 ∞=t 积分，并利用系统的渐

近稳定性，得： 
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根据定义 1， )()( tt Kxu = 是不确定系统(1)的 1个
鲁棒保成本控制律，且 00 PxxΤ∗ =J ，是相应闭环性能

指标的 1个上界。 
当 0)( ≠tw 时，引入如下指标： 

∫
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则在零初始条件下，由式(7)可得对所有非零干扰 w(t)，
下式成立： 
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即满足定义 2中的条件。因此， )()( tt Kxu = 又是不确

定系统(1)的 1个 H∞控制律。 
综上所述， )()( tt Kxu = 是不确定系统(1)的 1个鲁

棒 H∞保成本控制律。[证毕] 

注：定理 1中得到的性能上界依赖于系统的初始
状态 x0。而在实际系统中，系统的初始状态有时很难

精确确定。为此，可以假定初始状态 x0 是 1 个满足
Ixx =Τ}{ 00E 的零均值随机变量。通过考虑性能指标

的期望值，得到以下结果： 

}{JEJ = ≤ )(Trace}{ 00 PPxx =ΤE        (9) 

为了得到控制器的构造方法，对于以下基于线性

矩阵不等式处理[7]方法，本文给出系统 H∞保成本控制

律的设计步骤。 
定理 2  对不确定系统(1)，给定性能指标(4)和干

扰抑制水平 γ ＞0，存在对称正定矩阵 P和矩阵 K，使

得对所有允许的不确定性和干扰 w(t)，不等式(6)成立
当且仅当存在对称正定矩阵 X和矩阵 Y，使得 
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其中：i=1, 2, ⋯, m； )()( 1 tt xYXu −= 是不确定系统(1)
的 1个鲁棒 H∞保成本控制律，相应地，系统性能上界

是 )(Trace 1−∗ = XJ 。 
证明  由式(6)得： 
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将系统参数(3)代入上式，得： 
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对上式两边左乘和右乘对角矩阵 },{diag 1 IP − ，并

令 1−= PX ， KXY = ，则上式变为： 
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应用矩阵的 Schur 补性质[22]，即可由上式得到线

性矩阵不等式(10)。[证毕] 

在定理 2的基础上，还可进一步给出最优保成本
控制律及最小扰动抑制度 γ的求解方法。 
定理 3  对不确定系统(1)，给定性能指标(4)和干

扰抑制水平 γ ＞0，若以下优化问题： 
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有解( MYX ,~,~ )，则 )(~~)( 1 tt xXYu −= 是系统的最优保成

本控制律。 
证明  由矩阵的 Schur补性质及定理 3 中的条件

(2)可知： 1＞ −XM ，即 Trace(M)的最小化保证了
Trace(X−1)的最小化。 

定理 4  对不确定系统(1)，给定性能指标(4)，若
令 2γρ = ，则最优 H∞控制律可以通过建立和求解以

下优化问题得到： 

ρ
ρ
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s.t.                 (10) LMI  

相应的最小扰动抑制度 ργ =min 。 

证明  以上 2 个优化问题均可通过 Matlab 中的
mincx( )函数求解得到。 
 

3  数字仿真研究 
 
根据某污水厂污水性质和处理能力，给定该污水

厂各参数的上下界值分别如下[20]： 
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冲量系数取值恒为 1，则 
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=

0
0 000.1

0

2wB ； [ ]0 000.1002 =C 。 

 
给定 }1.0 , 1.0{diag=W ， 1.0=R ， 1=γ ，求解线

性矩阵不等式(10)，得到状态反馈控制器增益为： 
 

]7 370.51 027.02 415.57[ −−−=K       (13) 
 
相应的系统性能指标上界为 6 24.768=∗J 。进一

步求解优化问题(11)，得到系统性能指标的最优上界

8 17.031=∗J 。另外，由优化问题(12)还可得到系统具

有的最小 H∞扰动抑制水平为 7 0.051min =γ 。 

假定外界干扰 w(t)为在[−1, 1]内变化的随机数，

并且在1.5 s后干扰消失。将设计的状态反馈控制器(13)

应用于系统(1)进行仿真试验，使得系统溶解氧的质量

浓度 x3(t)保持在 1 mg/L，仿真结果如图 1和图 2所示。

其中：图 1所示为控制器作用于下界模型时的控制输

出效果，图 2所示为控制器作用于上界模型时的控制

输出效果。 
 

  
1—微生物；2—底物；3—溶解氧 

图 1  控制器作用于下界模型时的状态响应 

Fig.1  State responses of controller role model in lower bound 

of state response 

 

  
1—微生物；2—底物；3—溶解氧 

图 2  控制器作用于上界模型时的状态响应 

Fig.2  State responses of controller role model in sector on 

state response 

 
由图 1和图 2可知：所设计的控制器能够很好地

控制系统溶解氧的质量浓度，使其维持在期望的给定

值；同时，所设计的控制器对干扰还具有很强的鲁棒

性。通过与文献[23]和[24]中 PID方法进行对比，可知
本文的仿真结果不仅调节时间短，响应速度快，而且

具有较好的稳定控制效果。 
 

4  结论 
 
针对目前污水处理过程控制中存在的缺点，归纳

出变参数活性污泥系统状态空间模型，并对系统稳定

性进行分析。利用状态反馈方法改善系统的动态性能，

提出了一种鲁棒 H∞保成本控制器的方法。仿真研究表

明，实验结果与现有的定性分析结论相符，且具有以

下优点： 
(1) 应用该方法可以获得满意的控制效果； 
(2) 可使系统具有很好的鲁棒性； 
(3) 保证系统快速响应，且超调较小； 
(4) 具有很好的实用价值。 
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