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一种基于代数图论的有限元模型节点排序方法

荆国强，陈德伟
（同济大学 桥梁工程系，上海２０００９２）

摘要：提出了一种基于有限元模型中节点自由度构造赋权单

元团图的方法，根据代数图论的理论，应用赋权单元团图的

拉普拉斯矩阵的犉犻犲犱犾犲狉向量，对有限元模型的节点进行排

序，以达到减少结构刚度矩阵的半带宽和外形的目的．该方

法不但能适用于一般有限元模型，而且适用于包含不同类型

单元、具有不同自由度节点的混合节点模型．对于混合节点

模型，该方法比基于单元团图的拉普拉斯矩阵的代数图论方

法能够取得更加满意的结果．据此编制的前处理程序，可以

对任意编号的模型进行优化处理．数值算例结果表明本方法

是有效的．
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　　采用有限元法进行结构的精细化分析时，因结

构网格的划分有一定的精度要求，往往会导致单元

和节点数量非常庞大，从而使得结构精细化分析变

得非常困难，失去实用意义．众所周知，结构的刚度

矩阵是大型的稀疏矩阵，为节省存储空间，一般采用

１维变带宽数组存储结构刚度矩阵，刚度矩阵的半带

宽和外形决定着计算时间和１维数组的存储空间．

尤其在非线性问题和施工仿真等问题的结构分析

中，需要多次迭代计算，刚度矩阵的半带宽对结构分

析的整体计算时间的影响更为明显．单元网格中节

点编号的顺序决定着刚度矩阵的半带宽，在运算分

析之前对节点编号进行优化排序，能显著减少刚度

矩阵的存储空间和结构分析的计算时间．

节点编号排序的大部分方法是将问题转化为有

限元网格所生成的各种图的顶点排序问题，文献［１］

中分析了反映有限元网格关系的９种图．节点编号

排序算法大致可以分为３类：①基于图论的方法；②

基于代数图论的方法；③以上２种的混合方法．

第一类方法是直接利用图的相关参数或者这些

参数的函数，作为图的顶点排序优先级的依据，在排

序的不同阶段加以比较而确定各顶点的顺序．文献

［２－５］提出的算法都属于这一类．此类方法的优点

是速度快，计算简单．

第二类方法是利用图的相关矩阵的特征向量的

特性，对图的顶点进行排序．文献［６－７］分别采用邻

接矩阵的第一特征向量和犉犻犲犱犾犲狉向量的特性对图

的顶点排序．犉犻犲犱犾犲狉向量是图的拉普拉斯矩阵的第
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二特征值对应的向量，在代数图论中有着重要的应

用．这类方法获得的结果要优于第一类方法，由于要

求解特征值问题，故其计算时间要比第一类方法长．

混合方法就是结合２种方法的主要特征，改善

顶点排序的结果和计算效率．犓犪狏犲犺等
［８］使用图的

相关参数来提高基于代数图论方法的效率．

本文在犓犪狏犲犺等
［９］的基于代数图论的多层次排

序方法的基础上，提出了混合节点有限元模型节点

编号排序的方法．所谓混合节点是指在有限元模型

中节点具有不同的自由度数，例如在结构３维分析

模型中，可能会同时采用３自由度的实体单元和６

自由度的板壳单元，或者同时采用３自由度的空间

桁架和６自由度的空间梁单元．现有的方法将图的

所有顶点和边的性质视作相同，这样做简化了问题，

对于有限元模型中节点自由度数相同的情况，能够

取得很好的结果．虽然对混合节点有限元模型，也能

取得较好的效果，但是并不是最好的．

本文提出的方法是形成赋权单元团图，即单元

团图中顶点和边的权是基于有限元网格中相应节点

的自由度，也就是说图中顶点和边的权反映了有限

元模型中节点和单元的性质．根据赋权单元团图对

顶点进行排序，进而得到有限元模型节点编号的排

序．依据本方法编制的前处理程序对任意编号的有

限元模型（结点编号可以随意取用，甚至不连续）进

行节点编号的优化，提高了有限元结构分析的效率，

程序还可以很方便地为其他有限元通用软件生成高

效和实用的分析模型．

１　基本定义

１．１　图论基本概念

图犌（犞，犈）包含顶点集合犞和边集合犈．每条

边连接２个不同的顶点，这２个顶点称为这条边的

端点，这条边的端点称为与这条边关联，与同一条边

关联的２个端点称为邻接．与顶点关联的边的数量

称为顶点的度数．对图犌（犞，犈）的边（狏犻，狏犼）相应

地有数犾犻犼称为边（狏犻，狏犼）的权，犌 连同在它边上的

权称为赋权图．每对顶点均有１条边相连的简单图

称为完全图．

设图犌（犞，犈）中顶点集合犞包含狀个顶点，则

其邻接矩阵犃是一个狀阶矩阵，各元素为

犪犻犼＝
＋１，顶点犻与犼邻接

０，｛ 其他

　　度数矩阵犇是一个对角阵，对角元素犱犻犻为第犻

个顶点的度数．

拉普拉斯矩阵犔定义为：犔＝犇－犃．因此，犔的

元素为

犾犻犼＝

－１，顶点犻与犼邻接

犱犻犻，犻＝犼

０，

烅

烄

烆 其他

１．２　有限元及单元团图

设有限元的结构刚度矩阵为狀×狀的方阵犓，

则其第犻行的半带宽为

犫犻＝犻－犼犿犻狀（犻）＋１

式中，犼犿犻狀（犻）是第犻行中犽犻犼≠０的最小下标犼．

则矩阵犓的半带宽和外形分别定义为

犅＝犿犪狓
犻
｛犫犻｝

犘＝
狀

犻＝１

犫犻

　　在结构分析中，一般采用１维变带宽矩阵存储

结构的刚度矩阵，计算时间和结构刚度矩阵的存储

的复杂性分别是犗（狀犅２）和犗（犘），因此优化半带宽

和外形能显著减少计算时间和存储量．

在文献［１］中分析了反映有限元网格关系的９

种图，利用这些图可以很容易地将有限元节点排序

问题转化为图的顶点排序问题．在本文有限元网格

的图采用单元团图，即图的顶点采用有限元网格中

的节点，如果图中的２个顶点狏犻 和狏犼 在有限元网

格中属于同一单元的节点，则这２个顶点就形成一

条边（狏犻，狏犼）．图１所示的是一个包含３节点三角形

单元和４节点矩形单元的有限元网格图及其单元

团图．

图１　有限元网格及其单元团图

犉犻犵．１　犉犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿犲狊犺犪狀犱犲犾犲犿犲狀狋犮犾犻狇狌犲犵狉犪狆犺

１．３　多层次方法

基于代数图论的方法是以图的有关矩阵的特征

向量的特性为基础的，需要求解特征值和特征向量，

通常求解特征值和特征向量会用到矩阵的分解．

犓犪狏犲犺
［９］提出了多层次方法，有效地应用于有限元网

格的节点和单元排序．这种方法将求解拉普拉斯矩

阵的第二特征值问题转化为计算补足拉普拉斯矩阵

０３９
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的最大特征值问题，而计算补足拉普拉斯矩阵的最

大特征值可以通过简单的迭代方法实现，避免了特

征方程系数矩阵的分解过程．为了提高代数图论方

法的效率，采用多层次方法将有限元网格的图粗化

为不同层次，以减小图的规模，对粗化了的图进行求

解，然后在反粗化的过程中得到图的顶点优化排序，

进而也得到有限元网格节点编号的优化排序．

考虑拉普拉斯矩阵犔的特征值问题：犔狏＝λ狏．其

中，λ和狏分别是特征值和特征向量．由于犔是对称

矩阵，其所有的特征值为实数．犔是半正定矩阵，

且有

０＝λ１＜λ２≤…≤λ犖

狏犜１ ＝｛１，１，…，１｝

　　第二特征值λ２和相应的特征向量狏２在代数图

论中具有很好的性质．犉犻犲犱犾犲狉
［１０］全面研究了λ２，此

特征值称为图的代数联通度，相应的特征向量称为

犉犻犲犱犾犲狉向量．

图的顶点的排序可以利用拉普拉斯矩阵的

犉犻犲犱犾犲狉向量狏２来实现，将狏２的元素按照升序排列，

然后根据顶点在向量狏２中出现的位置给以编号．

在粗化的过程中，一系列更小规模的图犌犻（犞犻，

犈犻）由初始图犌０（犞０，犈０）构造而来，犞犻＋１包含的顶

点数小于犞犻．由犌犻 构造犌犻＋１是通过寻找犌犻 的１

个极大匹配犕犻犈犻，在匹配中每条边的２个端点标

记为犌犻＋１中的１个顶点，由于匹配中的任何２条边

均不与同一个点关联，故不会同时标记多于２个顶

点，不与匹配中任何边关联的顶点可以直接标记为

犌犻＋１的顶点．当边（狌，狏）的２个顶点狌，狏∈犞犻形成

顶点狑∈犞犻＋１，则顶点狑的权为顶点狌和狏的权之

和，与顶点狑关联的边的权为与狌和狏关联的边的

权除去边（狌，狏）的权．如果某条边与狌和狏均关联，

则这条边的权就是这些边的权之和，见图２．在犌犻

中的顶点如果包含多个犌０的顶点，则称这些点为复

点，犌０中顶点和边的权均取单位值，则包含犿 个顶

点的复点的权为犿．

２　本文方法

根据犓犪狏犲犺的多层次方法，可以将有限元网格

的单元团图视为粗化了的图．其原始图的顶点可以

看作是所有节点自由度，有限元模型中１个节点中

的自由度两两形成１条边，同一个单元中２个不同

节点间，此单元所具有的自由度之间两两形成１条

边．由此形成的单元团图是１个赋权图，在此称作赋

权单元团图，根据犓犪狏犲犺的粗化方法以及有限元刚

度矩阵的形成原理，可以得到各顶点和边的权的计

算方法．顶点的权是对应有限元网格中节点的自由

度数，如果与节点关联的单元具有不同的自由度，取

最大值．边的权是边的端点对应有限元网格中相应２

个节点所具有自由度的乘积．

图２　图的粗化过程

犉犻犵．２　犆狅犪狉狊犲狀犻狀犵狅犳犪犵狉犪狆犺

为了说明赋权单元团图的形成方法，取图３犪所

示简单的有限元模型，单元①和③为杆单元，节点具

有２个自由度，单元②和④为梁单元，节点具有３个

自由度．以自由度为顶点的单元团图的原始图如图

３犫所示，与节点２关联的单元节点的自由度均为２，

所以在图３犮中顶点２的权为２，同理顶点３的权为

３．与节点１关联的单元分别有２个和３个自由度，

顶点１的权取其大值，为３，同理顶点４的权为３．边

（１，２）对应的节点１和２具有的自由度分别为３和

２，故其权为６．同理，边（２，４）的权为６，边（１，３）和边

（３，４）的权均为９．按照结构力学的基本概念来理解，

虽然节点１的转角自由度与节点２的２个位移自由

度没有联系，但是在有限元方法中，总体刚度矩阵一

般是使用１维变带宽矩阵存储，为保证刚度矩阵各

自由度刚度有效而统一地存储，节点１的转角自由

度和节点２的位移自由度之间的刚度０仍然存储，

所以边（１，２）的权取６而不是４．

在形成赋权单元团图后，如果图的规模非常大，

不便于求解，仍然可以用犓犪狏犲犺的多层次法对图进

行求解．但是在反粗化的过程中，最终目标仍然是前

述所形成的赋权单元团图，而不是其原始图．

１３９
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如果运用上述算法，将各节点的自由度设为１，

即可得到未赋权的单元团图，在程序算法上可以很

方便地实现．

形成赋权单元团图后，其特征值问题就转化为：

犔狑狏狑＝λ狑犕狑狏狑．其中，犔狑为赋权单元团图的拉普拉

斯矩阵，并且有

犾狑犻犼 ＝

－狑犻犼，顶点犻与犼邻接


犵

狑犻犵，犻＝犼

０，

烅

烄

烆 其他

狑犻犼是边（犻，犼）的权；犕狑 是一个对角矩阵，其对角元

素为赋权单元团图的顶点的权．由前面所述的顶点

和边的权的计算方法可知，知道了节点的自由度就

能很容易地求得犔狑和犕狑矩阵，剩下的就是求解特

征值的问题了．

图３　有限元网格及赋权单元团图

犉犻犵．３　犉犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿犲狊犺犪狀犱犠犈犆犌

在文献［９］中提出将求解犉犻犲犱犾犲狉向量的问题转

化为求解补足拉普拉斯矩阵的最大特征对问题，补

足拉普拉斯矩阵定义如下：

犔犮＝犔－犔

式中：犔犮为补足拉普拉斯矩阵；犔是以图犌的顶点

为顶点的完全图的拉普拉斯矩阵，根据完全图和拉

普拉斯矩阵的定义可知，犔是一个完全矩阵，即其

元素均为非零；犔是一个和结构刚度矩阵具有相同

外形的稀疏矩阵．由此可以看出，犔的存储量相当

大，而且在犓犪狏犲犺提出的迭代过程中，每一个迭代步

骤都有４次计算犔和向量的相乘计算，这个计算量

也是相当可观的．所以建议用子空间迭代法计算

犉犻犲犱犾犲狉向量，此方法已为大家所熟悉，在工程计算中

的应用非常有效而且普遍．虽然迭代过程中需要对

拉普拉斯矩阵进行三角分解，但是只需分解１次即

可，而且单元团图的拉普拉斯矩阵相对于结构的刚

度矩阵来说，其规模已经非常小了，因为结构刚度矩

阵是以节点自由度为对象，而拉普拉斯矩阵是以节

点为对象，这样２个矩阵的阶数相差２～６倍．另外，

在迭代过程中，计算拉普拉斯矩阵和向量的乘积时，

利用矩阵的稀疏性质，计算量会明显减少．而且

犉犻犲犱犾犲狉向量是低阶特征值问题，非常适合采用子空

间迭代法进行求解．

而采用子空间迭代法的问题是，在求解广义特

征值问题犃狏＝λ犅狏时，要求矩阵犃为正定
［１１］，即要

求其特征值收敛于非零，而拉普拉斯矩阵犔恰为半

正定矩阵，其第一特征值即为零．为解决此问题，需

要采用移频子空间迭代法［１２－１３］，即将广义特征值问

题犃狏＝λ犅狏转化为（犃－μ犅）狏＝λ^犅狏，求解出λ^即可

得λ＝λ^＋μ，而特征向量即为所求．

将此方法应用于有限元分析程序作为前处理模

块时，不用额外准备数据，所需基本信息为：节点数、

节点类型（即自由度数）、单元数、单元类型及单元所

含节点．这些数据是有限元模型的基本数据，可直接

从输入数据中获取．

节点优化的程序如下：

（１）对有限元模型中所有单元循环，寻找每个

节点所关联的单元，形成节点———单元列表；

（２）对所有节点循环，根据步骤（１）的节点———

单元列表以及单元所含节点信息寻找与每个节点邻

接的节点，有限元模型的节点作为单元团图的顶点，

相邻接的顶点形成边；

（３）根据节点自由度数信息对步骤（２）形成的

单元团图顶点和边赋权，形成赋权单元团图；

（４）建立犔狑和犕狑矩阵；

（５）利用移频子空间迭代法求解广义特征值问

题（犔狑－μ犕狑）狏＝λ^犕狑狏，在此μ取－１即可保证

犔狑－μ犕狑 为正定矩阵．解得向量狏２，即为犉犻犲犱犾犲狉

向量；

（６）对向量狏２的元素按其值升序排列，对应于

各元素的节点在排序后的向量中的位置即为优化后

的节点编号．

３　算例

根据前文所述算法，编制了集成节点排序算法

的有限元程序，并给出３个算例用以说明本文方法

的有效性．对于仅拥有相同自由度节点的有限元模

型，经过计算分析，本文的方法与文献［９］的方法可

以取得相同的结果，限于篇幅这里仅取文献［９］中的

１个算例进行分析，结果见算例一．算例二和算例三
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分别取实际工程中结构局部３维空间分析的有限元

模型进行结点优化，２个模型中均包含不同自由度的

节点，这２个算例用以比较２种节点排序方法的不

同．除算例一外，每个算例首先计算节点排序前结构

刚度矩阵半带宽犅和外形犘，排序处理前节点编号

是在建模时根据节点和单元建立前后顺序随意取

的；再分别用未赋权的单元团图和赋权单元团图进

行节点排序，并计算结构刚度矩阵的半带宽犅和外

形犘，对比节点排序前后的结果．

算例一：如图４所示的有限元模型，圆柱形网格

由梁单元组成，共计２４０个节点和４６５个单元．由于

不考虑节点自由度的差别，可以将所有节点自由度

视为１，这样按本文方法形成的赋权单元团图就和一

般的单元团图一致．而且，计算所得犅和犘并不是

实际结构刚度矩阵的半带宽和外形，但是这并不影

响节点优化的效果．计算结果见表１．结果表明，对于

仅拥有单一自由度节点的有限元模型，本文方法和

一般代数图论法结果一致．需要指出的是，文献［９］

中的初始半带宽和外形与本文不同，这是由于节点

的初始编号不同造成的，并不影响最终的优化结果．

图４　有限元模型一

犉犻犵．４　犉犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿狅犱犲犾犖狅．１

表１　算例一结果

犜犪犫．１　犚犲狊狌犾狋狊狅犳犲狓犪犿狆犾犲１

结果 初始 文献［９］ 本文

犅 ３３ １６ １６

犘 ７１６７ ３６４２ ３６４２

算例二：图５为边主梁式斜拉桥的主梁的局部３

维分析有限元模型，利用对称性取结构的１／４分析．

由于边主梁和桥面板以及横隔梁的尺寸相差较大，

仅采用实体单元或者壳单元，会存在网格划分困难

或者单元不能真实反映结构受力的问题，故采用８

节点实体单元和４节点壳单元的组合单元模型，包

括３６７２个实体单元和１３２４个壳单元，实体单元自

由度为３，壳单元自由度为６；一共５９０１个节点，６

自由度的有１４４０个，３自由度的有４４６１个．计算结

果见表２．本算例和算例三计算所得犅和犘是实际

结构刚度矩阵的半带宽和外形

图５　有限元模型二

犉犻犵．５　犉犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿狅犱犲犾犖狅．２

表２　算例二结果

犜犪犫．２　犚犲狊狌犾狋狊狅犳犲狓犪犿狆犾犲２

结果 初始 未赋权 赋权

犅 ２１９３３ ２１０３ １８５７

犘 ８０５１５７６１ １６６６８１６８ １６４５８３８７

算例三：图６为钢管混凝土柱的３维分析有限

元模型，内部混凝土采用８节点实体单元，外部钢管

采用４节点壳单元，包括４００个实体单元和１６０个

壳单元；一共５２５个节点，６自由度的有１６８个，３自

由度的有３５７个．计算结果见表３．

图６　有限元模型三

犉犻犵．６　犉犻狀犻狋犲犲犾犲犿犲狀狋犿狅犱犲犾犖狅．３

表３　算例三结果

犜犪犫．３　犚犲狊狌犾狋狊狅犳犲狓犪犿狆犾犲３

结果 初始 未赋权 赋权

犅 １０５３ １９８ １９２

犘 ９１１６３７ ２５７６３４ ２５６５６３

从算例的结果可以直观地看到，节点重新排序

后，结构刚度矩阵的半带宽和外形大幅减少，但是优

化的效果跟模型初始节点编号有一定的联系．算例

中结构节点的初始编号是随意取的，在某些情况下

初始节点编号可能已经比较合理，节点优化的效果

就不会非常明显．尽管如此，节点编号的优化还是具

３３９
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有很强的应用价值．算例二和三的结果体现了本文

方法的优越性．经过分析，对于不同的模型，尽管本

文的方法并不占有绝对优势，但和利用一般的代数

图论方法优化的结果至少是接近的，所以通常能取

得令人满意的结果．

４　结论

本文以代数图论为工具，在前人工作的基础上，

提出考虑节点自由度的赋权单元团图的构造方法，

对具有多种自由度节点的有限元模型的节点编号进

行优化，以减少结构刚度矩阵的半带宽和外形，达到

提高有限元计算的效率和减少存储量的目的．除此

之外，使用本文的方法建立前处理程序应用于有限

元结构分析程序中，还能减少建模时要考虑节点编

号顺序带来的麻烦．虽然节点编号排序方法的优劣

跟结构形式有一定关系，但是经过大量的数值试验

表明，本方法是行之有效的，对于包含不同类型单

元，具有不同自由度节点的混合节点模型，通常比基

于单元团图的一般代数图论方法能取得更好的

效果．
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