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摘　要：针对带有初偏间隙型非线性刚度的二元翼带外挂系统的极限环颤振，应用当量线化方法得出了颤振

边界曲线，并根据颤振边界曲线用４阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法得到极限环相图，可明显看出极限环振动与普通周期

振动的区别。然后引入了几个不确定量，通过区间分析方法给出了这些不确定量对机翼带外挂系统颤振边界

曲线的影响，并用随机有限元法（ＦＥＭ）验证区间分析方法的可靠性。进而可以得到一定来流速度下，具有不

确定机翼外挂系统幅值的上下界，以及不确定参数对极限环相图的影响。知道机翼外挂幅值的上下界后，可

以对外挂幅值进行适当控制。
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　　军机中，一般都会在机身或机翼上外挂导弹

和油箱等物体。机翼外挂物与挂架之间一般由非

线性弹性元件连接，恢复力与广义位移之间的关

系不再是线性的，非线性使得机翼外挂气动弹性

系统可能产生极为复杂的动力学行为，影响飞机

的飞行安全。Ｙ．Ｒ．Ｙａｎｇ应用 ＫＢＭ 方法的一

次、二次近似理论研究了机翼外挂系统以及三角

机翼两种模型的极限环颤振［１］；Ｚ．Ｃ．Ｙａｎｇ等研

究了具有结构非线性二元机翼在定常流作用下的

极限环颤振和混沌等较为复杂的运动现象［２］；

Ｌ．Ｎ．Ｖｉｒｇｉｎ等研究了具有操纵面间隙非线性二

元机翼的极限环振动（ＬＣＯ）和混沌响应问题
［３］；

Ｓ．Ａ．Ｍｏｒｔｏｎ等基于分叉理论研究了具有间隙非

线性二元机翼的颤振问题［４］；杨翊仁等按照工程

处理的思路细想，先用一阶谐波平衡当量线化方

法估计系统极限环颤振频率，然后引用孤立外挂

单自由度系统在简谐迫振情况下的次谐分叉频率

条件来预计机翼带外挂系统极限环颤振的次谐响

应存在区域［５］。

但是这些都是建立在确定性结构参数下的极

限环颤振分析。事实上，由于选用材料机械性能

的偏差、零部件加工的公差和装配工艺差异等因

素，使机翼和外挂的结构刚度和惯量分布具有一

定的不确定性。不确定量在非线性气弹问题和气

弹稳定性中的研究很重要。正确估计不确定参数

对气弹响应的影响，对于工程设计实践具有十分

重要的指导意义。

处理不确定性的方法有很多，可以分为概率

方法与非概率方法。Ｃ．Ｌ．Ｐｅｔｔｉｔ对不确定性气动

弹性分析工作进行了总结和展望［６］并用蒙特卡罗

方法对非线性机翼极限环颤振问题进行了分
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析［７］。非概率方法中运用比较广泛的是区间分析

方法。Ｘ．Ｊ．Ｗａｎｇ等用区间有限元方法（ＦＥＭ）

进行了不确定性机翼颤振分析［８］。但是究竟对不

确定问题采用什么理论进行处理往往取决于占有

不确定量统计资料的多少和性质。

本文应用当量线化方法得出了颤振边界曲

线，并根据颤振边界曲线用４阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法

得到极限环相图，可明显看出极限环振动与普通

周期振动的区别［９］。然后引入了几个不确定量，

通过区间分析方法［１０］给出了这些不确定量对机

翼带外挂系统颤振边界曲线的影响，并用随机有

限元法验证区间分析方法的可靠性。

１　系统颤振方程

本文研究对象为二元翼带外挂系统，其力学

模型如图１所示。翼段分别由一个线性弹簧和一

个旋转弹簧支持在弹性轴犈点，弹簧常数分别为

犽犺 和犽α。假定作用在机翼上的气动力为准定常

气动力，并忽略作用在外挂上的气动力，建立具

有３个自由度、弦长为２犫、宽度为一个单位长度

的二元机翼带外挂系统的运动方程。３个自由度

分别是：由于机翼上下运动引起的弯曲犺（在弹性

轴上测量，向下为正）、机翼绕弹性轴的转动α（前

缘向上为正）和外挂绕外挂点犅 的转动β。图１

中：狓α犫和狓β犫分别为机翼质量中心到弹性轴以及

外挂到外挂点的距离；犔为外挂点到弹性轴的距

离；犪犫为机翼弦长中心到弹性轴的距离；狏为来流

速度。

图１　带外挂二元机翼力学模型

Ｆｉｇ．１　 Ｍｅｃｈａｎｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌａｉｒｆｏｉｌ

ｗｉｔｈａｎｅｘｔｅｒｎａｌｓｔｏｒｅ

为便于分析，假设外挂物仅有俯仰方向位移，

且在此方向上带有初偏间隙型非线性刚度。该外

挂系统中的恢复力犉与广义位移β之间的关系如

图２所示（图中：犘和犛分别为预应力范围和间隙

量）。

图２　外挂力位移关系

Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｆｒｅｅｐｌａｙｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｕｒｖｅ

引用拉格朗日方程建立带外挂二元机翼的运

动方程为

（犿＋犿β）̈犺＋（犛α＋犛β－犿β犔）̈α＋

　　犛β
¨
β＋犮１

犺＋犓犺犺＝犙犺

（犛α＋犛β－犿β犔）̈犺＋（犐α＋犐β＋犿β犔
２
－２犛β犔）̈α＋

　　（犐β－犛β犔）̈β＋犮１α＋犓αα＝犙α

犛β犺̈＋（犐β－犛β犔）̈α＋犐β¨β＋犉（β）＝

烍

烌

烎０

（１）

式中：犿为单位展长的机翼质量；犿β为外挂质量；犮１

为机翼上下运动方向的阻尼大小；犉（β）为β位移上

的广义力；犛α 为单位展长机翼对弹性轴的质量静

矩，犛α＝∫机翼
狉犈ｄ犿＝犿狓α犫，狉犈 为机翼对称轴上任

意点到弹性中心的距离；犛β 为外挂对外挂点的质

量静矩，犛β＝∫外挂
狉犅ｄ犿＝犿β狓β犫，狉犅 为外挂上任意

一点到外挂点的距离；犐α为单位展长机翼对弹性轴

的惯性矩，犐α＝∫机翼
狉２犈ｄ犿＝犿α狉

２
α犫
２ ，狉α为单位展长

机翼对弹性轴的回转半径，量纲为１；犐β 为外挂对

外挂点的惯性矩，犐β ＝∫外挂
狉２犅ｄ犿＝犿β狉

２

β犫
２，狉β 为

外挂对外挂点的回转半径，量纲为１；犙犺 为翼段

上的气动力；犙α 为翼段上的气动力矩。

由准定常气动理论，得

犙犺 ＝－２πρ狏
２犫α＋

犺
狏
＋
１

２
－（ ）犪犫α［ ］狏 （２）

犙α ＝４πρ狏
２犫２
１＋犪
２
－（ ）１４ ·

α＋
犺
狏
＋
１

２
－（ ）犪犫α［ ］狏 －

１

２
πρ狏犫

３α （３）

５１５
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　　把式（２）和式（３）代入式（１）并无量纲化，可得

（μ＋μβ）
珔犺
¨
＋（μ狓α＋μβ狓β－μβ珚犔）α̈１＋

μβ狓β
¨
β１＋（珋犮＋２珔狏）珔犺

·

＋（１－２犪）珔狏α１＋

珡犓犺珔犺＋２狏
２
α＝０

（μ狓α＋μβ狓β－μβ珚犔）珔犺
¨
＋（μ狉

２
α＋μβ狉

２

β＋

μβ
珚犔２－２μβ狓β

珚犔）α̈１＋（μβ狉
２

β－μβ狓β
珚犔）̈β１－

（１＋２犪）珔狏珔犺
·

＋（珋犮＋２犪
２
珔狏）α１＋珡犓αα－

（１＋２犪）珔狏
２
α＝０

μβ狓β
珔犺
¨
＋（μβ狉

２

β－μβ狓β
珚犔）α̈１＋μβ狉

２

β
¨
β１＋

μβ狉
２

β

ω
２
ｅｑ

ω
２
α
β＝

烍

烌

烎
０

（４）

式中：μ＝
犿

πρ犫
２
，μβ＝

犿β

πρ犫
２
，珔犺＝

犺
犫
，珚犔＝

犔
犫
，珡犓犺＝

犓犺

πρ犫
２
ω
２
α

，珡犓α＝
犓α

πρ犫
４
ω
２
α

，珔狏＝
狏
犫ωα
，珋犮＝

犮１

πρ犫
２
ωα
，珔犺
·

＝
ｄ珔犺
ｄτ
，

珔犺
¨
＝
ｄ２珔犺

ｄτ
２
，α１＝

ｄα
ｄτ
，̈α１＝

ｄ２α
ｄτ
２
，̈β１＝

ｄ２β
ｄτ
２
，τ＝ωα狋都是无

量纲量，其中：ρ为空气密度，ωα 为机翼俯仰方向

的固有频率，狋为时间；ωｅｑ为外挂等效线化频率。

把ωｅｑ无量纲化得ω１＝
ωｅｑ

ωα
。

２　区间分析方法

给定等效线化频率，由颤振方程式就可以求

出颤振临界速度，它的表达式中包含有质量、阻尼

和刚度等结构参数，可表示为

犅＝ ［犅１　犅２　…　犅犿］
Ｔ （５）

　　结构参数的概率特性难以掌握，但不确定参

数的界限相对容易确定，用区间符号可以表示为

犅∈犅
Ｉ
＝ ［犅，犅］＝ ［犅０－Δ犅，犅０＋Δ犅］＝ （犅

Ｉ
犻）

（犻＝１，２，…，犿） （６）

而

犅犻∈犅
Ｉ
犻 ＝ ［犅犻，犅犻］＝ ［犅０犻－Δ犅犻，犅０犻＋Δ犅犻］

（７）

式中：犅＝（犅犻）和犅＝（犅犻）分别为结构参数犅＝

（犅犻）的上界和下界。

所以在知道不确定参数犅的区间［犅，犅］后，

由区间数学可知，犅０ 和Δ犅满足

犅０ ＝ （犅＋犅）／２，　Δ犅＝ （犅－犅）／２ （８）

或分量形式

犅犻０ ＝ （犅犻＋犅犻）／２，　Δ犅犻＝ （犅犻－犅犻）／２　

（９）

与中心值犅０ 有微小变化的结构参数可以记做

犅＝犅０＋δ犅　 或 　犅犻＝犅犻０＋δ犅犻 （１０）

式中：结构参数犅＝（犅犻）的小偏差δ犅＝（δ犅犻）∈

犚犿 满足不等式：

狘δ犅狘≤Δ犅　 或 　狘δ犅犻狘≤Δ犅犻 （１１）

　　借助一阶Ｔａｙｌｏｒ级数展开，有界不确定参数

犅＝犅０＋ｄ犅的带外挂机翼极限环颤振速度珔狏 随

等效线化频率ω１ 的变化情况，可近似为

珔狏（犅，ω１）＝珔狏（犅０，ω１）＋∑
犿

犻＝１

珔狏（犅０，ω１）

犅犻
δ犅犻

（１２）

　　通过对式（１２）进行自然区间扩张，可以得到

珔狏区间的表达式为

珔狏
Ｉ（犅，ω１）＝珔狏（犅０，ω１）＋∑

犿

犻＝１

珔狏（犅０，ω１）

犅犻
Δ犅

Ｉ
犻

（１３）

式中：Δ犅
Ｉ
犻＝［－Δ犅犻，Δ犅犻］。

通过区间运算，并根据区间数相等的充分必

要条件，可以得到珔狏随等效线化频率ω１ 变化的下

界曲线和上界曲线分别为

珔狏（犅，ω１）＝珔狏（犅０，ω１）－∑
犿

犻＝１

珔狏（犅０，ω１）

犅犻
Δ犅犻

（１４）

珔狏（犅，ω１）＝珔狏（犅０，ω１）＋∑
犿

犻＝１

珔狏（犅０，ω１）

犅犻
Δ犅犻

（１５）

３　随机有限元法

为比较，考虑不确定性结构参数犅＝［犅１　

犅２　…　犅犿］
Ｔ 为随机变量，其均值为犅０＝［犅０１　

犅０２　…　犅０犿］
Ｔ，标准差为σ＝［σ１　σ２　…　

σ犿］
Ｔ。

对式（１２）两边取均值，可得到颤振速度珔狏的

均值为

犈（珔狏（犅，ω１））＝珔狏（犅０，ω１）＋

∑
犿

犻＝１

珔狏（犅０，ω１）

犅犻
犈（δ犅犻） （１６）

　　由于犈（δ犅犻）＝０，式（１６）可化简为

犈（珔狏（犅，ω１））＝珔狏（犅０，ω１） （１７）

　　假设结构参数之间相互独立，对式（１２）两边

取方差，可得到颤振速度珔狏的方差为

Ｖａｒ（珔狏（犅，ω１））＝∑
犿

犻＝１

珔狏（犅，ω１）

犅（ ）
犻

２

Ｖａｒ（犅犻）＝
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∑
犿

犻＝１

珔狏（犅，ω１）

犅犻
σ（ ）犻

２

（１８）

　　设犾为一正整数，则偏离犾倍标准差的颤振

速度珔狏的区间为

珔狏
Ｉ（犅，ω１）＝ ［珔狏（犅０，ω１）－犾ζ（珔狏（犅，ω１）），

珔狏（犅０，ω１）＋犾ζ（珔狏（犅，ω１））］ （１９）

式中：ζ（珔狏（犅，ω１））＝ Ｖａｒ（珔狏（犅，ω１槡 ））为珔狏的标

准差。

４　带外挂二元机翼极限环颤振分析算例

式（４）中各参数取值
［１］如下：μ＝１２．８，μβ＝

４．０，狓α＝０．１５，狓β＝０．２，狉
２
α＝０．３，狉

２

β＝０．８９，珚犔＝

０．１８，珋犮＝０．２，犪＝－０．４１，犫＝０．１１８，珡犓犺＝１．９７９，

珡犓α＝３．８４。

４１　确定的颤振极限环分析

颤振边界曲线是正确估算极限环幅值以及极

限环相图的基础。所以通过当量线化方法得到外

挂等效线化频率ω１ 与外挂幅值犃 的关系（如图

３）以及颤振边界曲线（如图４）。

根据图４颤振边界曲线，可以得到一定来流

速度下，两个不同的等效线化频率。所以可以得

到如图５（ａ）和图５（ｂ）所示的两个不同幅值的极

限环。从图５中可以看出极限环振动与普通周期

振动的不同。极限环运动情况下，对于只存在一

个极限环的情况，振动一开始受初始条件影响，但

经过一定的时间，它们最终会到达极限环状态，并

且这种极限环状态与初始条件无关，是一种自激

振动。而对于普通的周期振动，其振动的相位以

及幅值都与初始条件有关。

图３　线化频率与外挂幅值的关系曲线（犘＝０．０２，犛＝

０．２，ω０＝４５ｓ
－１）

Ｆｉｇ．３　Ｃｕｒｖｅｏｆｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｖｓａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｅｘ

ｔｅｒｎａｌｓｔｏｒｅ（犘＝０．０２，犛＝０．２，ω０＝４５ｓ
－１）

图４　颤振边界曲线

Ｆｉｇ．４　Ｆｌｕｔｔｅｒｂｏｕｎｄａｒｙｃｕｒｖｅ

图５　外挂β的极限环相图

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｆｏｒｅｘｔｅｒｎａｌｓｔｏｒｅβ

４２　不确定的颤振极限环分析

现在设机翼质量μ与其关于弹性轴的回转半

径狉２α 以及外挂质量μβ 与其对外挂点的回转半径

狉２α 为不确定性参数，它们的区间分别为：μ
Ｉ＝

［１０．８，１４．８］，（狉２α）
Ｉ＝［０．２５，０．３５］，μ

Ｉ

β＝［３．６，

４．４］，（狉２β）
Ｉ＝［０．７６，１．０２］。用随机有限元方法

与区间分析方法进行比较，设这４个不确定性参

数在所属区间内服从正态分布，按照“３σ”法则，它

们的均值和方差分别为：μｍ ＝１２．８，μβｍ ＝４．０，

狉２αｍ＝０．３０，狉
２

βｍ ＝０．８９，σμ＝０．６６７，σμβ ＝０．１３３
，

σ狉２
α
＝０．０１６７，σ狉２

β
＝０．０４３０。比较区间分析方法

和随机有限元法可以得到如图６所示的珔狏随线化
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频率ω１ 变化的上下界曲线。

图６　颤振边界曲线上下界

Ｆｉｇ．６　Ｕｐｐｅｒａｎｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓｏｆｆｌｕｔｔｅｒｂｏｕｎｄａｒｙｃｕｒｖｅ

通过图３、图５和图６可知，给定一个来流速

度，就可以得到外挂幅值的上下界值，以及不确定

参数对极限环相图的影响。从图６可以知道，通

过区间分析方法所得到的幅值均包含随机有限元

方法得到的幅值。即区间分析方法得到的幅值上

界大于随机有限元方法得到的幅值上界，区间分

析方法得到的幅值下界低于随机有限元方法得到

的幅值下界。在已知的不确定性信息不多时，用

区间分析方法可以较好地估计出具有不确定性的

二元机翼带外挂系统的外挂幅值。

５　结　论

（１）应用当量线化方法得出了颤振边界曲

线，并根据颤振边界曲线用４阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法

得到极限环相图，可明显看出极限环振动与普通

周期振动的区别，极限环振动是一种与初始条件

无关的自激振动。

（２）在已知不确定性因素的信息较少时，用

区间分析方法能可靠地估计出颤振边界曲线的上

下界。区间分析方法所得的结果均包含随机有限

元方法的结果，即区间分析方法解的上界大于随

机有限元方法解的上界，区间分析方法解的下界

低于随机有限元方法解的下界。这正与概率论和

区间数学的意义是相一致的。进而可以得到一定

来流速度下，具有不确定机翼外挂系统幅值的上

下界值，以及不确定参数对于极限环相图的影响，

这将为颤振控制奠定可靠的基础。
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