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复杂约束条件下的混合粒子群优化算法 倡
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摘　要： 针对具有复杂约束条件的优化问题，提出了一种混合粒子群算法。 该混合算法在将标准粒子群算法与
线性搜索法有机结合的基础上，依次对粒子的每一维变量进行适当变化并同时判断其变化的效果。 最后进行了
数值实验，其结果表明，所提出的混合粒子群算法对于具有复杂有约束条件的优化问题有较好的优化效果。
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0　引言
目前进化算法已经被广泛应用于求解复杂的有约束条件

的优化问题［１ ～３］ 。 惩罚函数法是进化算法处理约束问题的常
用方法，但其主要缺点是惩罚参数的选取比较困难，算法在很
大程度上依赖于参数的选取。 因此，为了避免因初始信息的设
置不当带来的影响，将约束优化问题转换为多目标优化问题得
到了极大的重视。

粒子群算法［４，５］是一种仿生算法和随机搜索算法，其根据
个体的适配信息进行搜索，因此不受函数约束条件的限制，具
有全局优化能力。 目前粒子群算法已经成为求解约束优化问
题的研究热点［６ ～８］ ，但粒子群算法最大的缺点是容易出现早熟
现象。 粒子群算法发生早熟时有两种情况出现，一种是收敛到
局部极值，另一种是过早熟，即收敛在某一位置（不是局部极
值）上。 对于单目标无约束条件的优化问题，其常见改善粒子
群算法优化效果的方法可以归结为：通过改变粒子的速度、位
置或惯性权重来刺激粒子的活性。 以上方法对于复杂有约束
条件的优化问题其效果并不明显，这是因为在进化过程中如果
不满足约束条件，其变异后所带来的信息就起不到应有的
作用。

文献［９］将线性搜索法与标准粒子群算法有机结合起来
进行复杂问题的优化取得了一定的成功。 但在对实际问题的
优化实验发现，由于标准粒子群算法对进化后粒子的优劣判断

是基于粒子所有变量来进行的综合判断［１０］ ，这种进化方式容
易出现一些好的变量信息被丢失，从而使得搜索效果受到一定
的影响。 因此，为进一步提高搜索效果，在搜索过程中有必要
对这种进化方式作适当的修正，以尽量避免一些优秀的变量被
丢失。

1　有约束条件的优化问题
为了避免因初始信息的设置不当带来的影响，将约束优化

问题转换为多目标优化问题，并给出了相应的并行优化方法。

1畅1　问题的定义
有约束条件的优化问题可以描述如下：

ｍｉｎ f（x）
ｓ．ｔ．　gi（x）≤０　　i ＝１，⋯，l

　　　　hi（x） ＝０　　i ＝l ＋１，⋯，m
　　x ＝（ x１ ，x２ ，⋯，xn）∈R n （１）

其中：x∈Ω彻S为决策向量；Ω为可行域；S为决策空间；f（x），
gi（x），hi（x）（i ＝１， ⋯， m）均为 R n上的 n元函数；f（x）为原目
标函数；gi（x）和 hi（x）为约束条件。 将式（１）变换为两个目标
函数，有

J ＝ｍｉｎ f（ f０ （x），f１ （x））
x ＝（x１ ，x２ ，⋯，xn）∈R n （２）

其中：f０ （x）为原目标函数， f１ （x）为约束违反程度函数。 f１（x）
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的形式如下：

f１ （x） ＝∑
l

i ＝１
ｍａｘ（０，gi（x）） ＋ ∑

m

i ＝l ＋１
ａｂｓ（hi（x）） （３）

1畅2　并行优化方法
Ｄｅｂ［１１］提出了基于锦标赛选择算子的并行优化方法。 为

了发挥不可行解的作用，Ｔａｋａｈａｍａ等人［１２］在 Ｄｅｂ 算法的基础
上提出了一种 a约束水平比较原则。 本文在以上研究的基础
上采用如下的比较原则，给定成对的个体 x１ 和 x２ ，令 u１ 和 u２

分别表示个体 x１ 和 x２ 的约束违反程度，则有：ａ）如果 u１ ＞u２

且 u１ ＞u０ ，则个体 x２ 优先；ｂ）如果 u１ ＝u２ ，则具有更小目标函
数的个体优先；ｃ）如果 u１≤u０ 且 u２≤u０ ，则具有更小目标函数
的个体优先。

为了方便以后的描述，给出如下几个定义：
定义 １　假设给定的目标函数为 fi（x），i ＝０，⋯，k，如果

橙i∈｛１，⋯，k｝满足 fi（x１ ）≤fi（x２ ），且至少存在一个 fj（x１ ） ＜
fj（x２ ），j∈｛１，⋯，k｝，则记为 x１吵x２ ，即 x１ Ｐａｒｅｔｏ优超 x２ 。

定义 ２　Ｐａｒｅｔｏ最优解。 对于可行解 x倡∈S，当且仅当不
存在另一个可行解 x∈S，使所有不等式 fj（x）≤fj （x倡）成立，
其中 j ＝１，⋯，q，且至少存在一个 j∈｛１，⋯，q｝，使严格不等式
成立 fj（x） ＜fj（x倡），则称 x倡为一个 Ｐａｒｅｔｏ最优解。

2　混合粒子群算法
当算法的收敛速度变慢或停滞时，根据两个不同的全局最

优解获得线性搜索的方向。 如果线性搜索不到一个最优的解，
则依次对粒子的每一维变量进行适当变化（此时其他变量保
持不变），并同时给出相应的搜索结果。

2畅1　标准粒子群算法
在标准粒子群算法中，ＰＳＯ算法在每一次的迭代中，粒子

的每一维变量如第 d维变量通过跟踪两个极值（pｂｅｓｔi，d ，gｂｅｓｔd ）来

更新自己，其中 pｂｅｓｔi，d 表示第 i个个体极值的第 d维变量，gｂｅｓｔd 表

示当代全局极值的第 d 维变量。 粒子变量的速度和位置的更
新方式为

v（k ＋１）i，d ＝w（k ＋１） ×v（k）i，d ＋c１ ×r１ ×（ pｂｅｓｔi，d －s（k）i，d ） ＋

c２ ×r２ ×（gｂｅｓｔd －s（k）i，d ）

s（ k ＋１）i，d ＝s（k）i，d ＋v（k ＋１）i，d

（４）

其中：v（k）i，d是第 i个粒子第 d维变量在第 k次迭代中的速度；r１ 、
r２ 是介于（０，１）的随机数；s（k）i，d 是第 i 个粒子第 d维变量在第 k
次迭代中的位置； c１ 和 c２ 是学习因子；w（k）是惯性权重，且

w（k ＋１） ＝w０ －w１ ×k／l（w０ 、w１ 为设定的初始权重值，l为设定的
总迭代次数，k为迭代次数）。

2畅2　混合粒子群算法的实现
文献［９］在文献［１３］研究的基础上，在粒子群搜索过程

中，将其经历过的全局最优解记录下来，如
gｂｅｓｔ ＝（gｂｅｓｔ１ ，gｂｅｓｔ２ ，⋯，gｂｅｓｔp ） （５）

其中：gｂｅｓｔi （ i ＝１，⋯，p）表示粒子群算法在其进化过程中所经历
过的全局最优解，p 表示总共获得了 p 个不同的全局最优解。
可从当前全局最优解和前一个全局最优解获得线性搜索的方

向为

d ＝（gｂｅｓｔp －gｂｅｓｔp －１） ／｜gｂｅｓｔp －gｂｅｓｔp －１ ｜ （６）

粒子根据式（７）寻找一个同时 Ｐａｒｅｔｏ优超 x１ 和 x２ 的个体

x３，其中 n表示搜索的次数，m表示搜索的步长，有
x３ ＝x１ ＋n ×m ×d （７）

从式（６）和（７）可以看出，线性搜索过程是将个体的每个
变量同时进行相应的变化。
考虑到标准粒子群算法是基于粒子所有变量的综合信息

来判断其优劣，因此依次对粒子的每一维变量单独进行适当的
变化（此时其他的变量保持不变）来搜索，有

x３，j ＝x１，j ＋n′×m′×d０ （８）

其中：x３，j表示个体 x３ 的第 j个变量；x１，j表示个体 x１ 的第 j个
变量；n′表示搜索的次数；m′表示搜索的步长；d０ 为给定的一

个初始值。 当搜索到 x３吵x１ 时，则停止下来。
整个混合粒子群多目标优化算法步骤如下：
ａ）首先将有约束条件的优化问题转换为有两个目标的优

化函数，并初始化学习因子、惯性权重、每个粒子的初始位置和
初始速度、最大迭代次数，以及 u０ 的初始值（在以后的迭代过
程中，每迭代到一定的次数，u０ 作相应的变换）。

ｂ）利用约束水平比较法来计算当代全局最优解、个体历
史最优解。 如果当代全局最优解和上次迭代过程中的全局最
优解不一样，则将上一个全局最优解记录下来。

ｃ）根据个体历史最优解和当代全局历史最优解调整粒子
速度和位置。 在规定的次数范围内判断粒子群算法是否停滞，
如果没有则转到 ｂ），否则转 ｄ）。

ｄ）根据当代全局最优解 gｂｅｓｔp 和所记录的前一个全局最优

解 gｂｅｓｔp －１获得线性搜索方向，按照式（７）进行线性搜索，如果搜
索到一个更优的解则将它作为粒子群算法的当代全局最优解，
并将 gｂｅｓｔp 记录下来。 为防止可能出现搜索不到可行解的情
况，设置一个最大的搜索次数。 如果找不到一个更优的解，则
按照式（８）依次分别对粒子的每个变量进行线性搜索， 同样为
防止可能出现搜索不到可行解的情况，设置一个最大的搜索
次数。

ｅ）判断迭代次数达到最大次数没有，如果达到则结束；否
则转 ｂ）。
3　数值实验

选取三个经典的最小化问题的测试函数来检验新算法，并
将获得的结果与目前已知的一些文献利用其分算法所获得的

最优结果进行对比。
选取的第一个函数如式（９）所示：

f１ （ x） ＝５．３５７８５４７x２３ ＋０．８３５６８９１x１ x５ ＋

３７．２９３２３９x１ －４０７９２．１４１

ｓ．ｔ．　g１ ＝－８５．３３４４０７ －０．００５６８５８x２ x５ －

０．０００６２６２x１ x４ ＋０．００２２０５３x３ x５≤０

g２ ＝８５．３３４４０７ ＋０．００５６８５８x２ x５ ＋

０．０００６２６２x１ x４ －０．００２２０５３x３ x５ －９２≤０

g３ ＝－８０．５１２４９ －０．００７１３１７x２ x５ －

０．００２９９５５x１ x２ －０．００２１８１３x２３ ＋９０≤０

g４ ＝８０．５１２４９ ＋０．００７１３１７x２ x５ ＋

０．００２９９５５x１ x５ ＋０．００２１８１３x２３ －１１０≤０

g５ ＝－９．３００９６１ －０．００４７０２６x３ x５ －

０．００１２５４７x１ x３ －０．００１９０８５x３ x４ ＋２０≤０

g６ ＝９．３００９６１ ＋０．００４７２０２６x３ x５ ＋

０．００１２５４７x１ x３ ＋０．００１９０８５x３ x４ －２５≤０

７８≤x１≤１０２，３３≤x２≤４５，２７≤xi≤４５（ i ＝３，４，５） （９）
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文献［１１， １４］中非线性规划方法获得的最优解为 （７８．０，
３３．０， ２９．９９５， ４５．０， ３６．７７６）。 文献［１１， １５］ 中遗传算法获得
的最优解为（８０．４９， ３５．０７， ３２．０５， ４０．３３， ３３．３４）。 混合粒子群算
法获得的最优解为 （７８．３６２４８６１６４２３７２３， ３３．２３２５０３０９８３３４３１，
３０．１４００９２９５６９０６５１， ４４．４８９９２４７２３５７５８３， ３６．５２２０５６２８６８９０１０）。
将以上优化结果的原目标函数值与约束违反程度进行对比，如
表 １所示。

表 １　函数 １ 的不同优化算法优化结果对比

优化算法 原目标函数值 约束违反程度

非线性规划法 －３０ ６６５ 览．５ ２  ．０５５ｅ唱００４
遗传算法 －３０ ００５ 览．７ ０ 煙

混合粒子群算法 －３０ ６１０ 览．８ ０ 煙
　　 从表 １可以看出，本文提出的混合粒子群算法在保证是
可行解的条件下，计算的原目标值比遗传算法计算的值有很大
程度上的改善，而且接近非线性规划得到的值。

选取的第二个函数如式（１０）所示：
f２ （x） ＝x１ ＋x２ ＋x３

ｓ．ｔ．g１ （x） ＝－１ ＋０．００２５（x４ ＋x６ ）≤０

g２ （x） ＝－１ ＋０．００２５（ x５ ＋x７ －x４ ）≤０

g３ （x） ＝－１ ＋０．０１（ x８ －x５ ）≤０

g４ （x） ＝－x１ x６ ＋８３３．３３２５２x４ ＋１００x１ －

８３３３３．３３３≤０

g５ （x） ＝－x２ x７ ＋１２５０x５ ＋x２ x４ －

１２５０x４≤０

g６ （x） ＝－x３ x８ ＋１２５００００ ＋x３ x５ －

２５００x５≤０

１００≤x１≤１００００

１０００≤xi≤１００００　（ i ＝２，３）
１０≤xi≤１０００　（ i ＝４，⋯，８） （１０）

文献［１１， １６ ～１８］ 中用遗传算法计算的最优解为
（５７９．３１６７， １３５９．９４３， ５１１０．０７１， １８２．０１７４， ２９５．５９８５， ２１７．９７９９，
２８６．４１６２， ３９５．５９７９）。 文献［１９］利用 Ｐａｒｅｔｏ强度方法获得的最
优解为 （５７９．３０６４３７２７６７７，１３５．９７０６１９５９５５２，５１０９．９７０９６３６５６８１，
１８２．０１７６７８９３９５０， ２９５． ６０１１６１４５３７４， ２１７． ９８２３２１０６０５０，
２８６．４１６５１７４８５７６，３９５．６０１ １６１４５３７４）。 利用混合粒子群算法得到的
最优解为（５７９．３１５８４７５２４８５，１３５９．９４５８７５１２６９７，５１１０．０６１４７１３８７８０，
１８２． ０１７４３１９４７６０， ２９５． ５９８７５９４９９９６， ２１７． ９８０１１３１５７０５，
２８６．４１６２１７５５２２７，３９５．５９８２１３９６７６６）。 将以上优化结果的原目标
函数值和约束违反程度进行对比，如表 ２所示。

表 ２　函数 ２ 的不同优化算法优化结果对比

优化算法 原目标函数值 约束违反程度

Ｐａｒｅｔｏ 强度算法 ７ ０４９ V．２４８０ ２  ．１８２８ｅ唱９
遗传算法 ７ ０４９ V．３３０７ ０ 煙

混合粒子群算法 ７ ０４９ V．３２３２ ０ 煙
　　 从表 ２可以看出，采用 Ｐａｒｅｔｏ强度演化计算的最优解，严
格说来为非可行解，而混合粒子群算法在保证可行解的基础上
比遗传算法所计算得到的原目标函数的值更小。

选取的第三个函数如式（１１）所示：
f３ （x） ＝x２１ ＋x２２ ＋x１ x２ －１４x１ －１６x２ ＋（ x３ －１０）２ ＋

４（x４ －５）２ ＋（ x５ －３） ２ ＋２（x６ －１）２ ＋５x２７ ＋

７（ x８ －１１）２ ＋２（x９ －１０） ２ ＋（ x１０ －７） ２ ＋４５

ｓ．ｔ．－１０５ ＋４x１ ＋５x２ －３x７ ＋９x８≤０

１０x１ －８x２ －１７x７ ＋２x８≤０

－８x１ ＋２x２ ＋５x９ －２x１０ －１２≤０

３（x１ －２）２ ＋４（ x２ －３）２ ＋２x２３ －７x４ －１２０≤０

５x２１ ＋８x２ ＋（ x３ －６） ２ －２x４ －４０≤０

x２１ ＋２（x２ －２）２ －２x１ x２ ＋１４x５ －６x６≤０

０．５（ x１ －８）２ ＋２（ x２ －４）２ ＋３x２５ －x６ －３０≤０

－３x１ ＋６x２ ＋１２（ x９ －８）２ －７x１０≤０

－１０≤xi≤１０（ i ＝１，⋯，１０） （１１）

文献［１１， １６ ～１８］ 中遗传算法的最优解为（２．１７１９９６，
２．３６３６８３，８．７７３９２６，５．０９５９８４，０．９９０６５４８，１．４３０５７４，１．３２１６４４，
９．８２８７２６，８．２８００９２，８．３７５９２７）。 文献［１９］采用 Ｐａｒｅｔｏ强度方
法来计算该优化方程，但没有提供具体的解。 利用混合粒子群
优 化 算 法 得 到 的 最 优 解 为 （ ２．１５９６５９１５２８１３９６，
２．３９５９６３６７１３８４５６， ８．７８０７８９１９８３０２１２， ５．１１０５６８１０９０８４５７，
０．９９４４３３３３７０６５９８， １．４２５１３９８４７９９０２６， １．２９６７５５３０２５６６２９，
９．８０７９７８９９３２８００２， ８．２５４９４１２４５１０１２８， ８．３９４６８０１７２８８２３１）。
将以上优化结果的原目标函数值与约束违反程度进行对比，如
表 ３所示。

表 ３　函数 ３ 的不同优化算法结果对比

优化算法 原目标函数值 约束违反程度

Ｐａｒｅｔｏ 强度算法 ２４ (．３０６２０９０６８ ／

遗传算法 ２４ K．３０６２０９１ １ r．７５０７ｅ唱５
混合粒子群算法 ２４ K．３１７６１２２ ０ �

　　从表 ３可以看出，混合粒子群算法得到的最优解在保证是
可行解的前提下，计算的原目标函数值与遗传算法计算的值非
常接近。

4　结束语
通过对以上三个经典有复杂约束条件优化问题所进行的

数值实验表明，提出的混合粒子群算法能在一定程度上克服粒
子群算法发生早熟时所带来的影响，获得较好的优化效果。 因
此，本文所提出的混合粒子群算法为今后有复杂条件问题的优
化提供了一种新的思路。
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与原始心电信号的相关系数（所有相关系数均已取模）。 从表
中可以看出，采用本文算法恢复出的心电信号与原始信号的相
关系数均达到 ０．９９９ ９以上。 可见，本文算法对心电信号也具
有很好的工频干扰消除效果，恢复精度较高。

表 ２　恢复信号与原始心电信号的相关系数

序号 相关系数 序号 相关系数

１ ~０ 靠．９９９９９８５９３２８８９０ １１  ０  ．９９９９９８５８４２２０１０

２ ~０ 靠．９９９９９８５８０１９０３４ １２  ０  ．９９９９９８５８７７４０６５

３ ~０ 靠．９９９９９８５７６７１４９１ １３  ０  ．９９９９９８５７０２１０４９

４ ~０ 靠．９９９９９８５９９８６１６９ １４  ０  ．９９９９９８５６９３９９７６

５ ０ 靠．９９９９９８５９７０５２９６ １５ ０  ．９９９９９８５８４５１００２

６ ~０ 靠．９９９９９８５７２４８７３２ １６  ０  ．９９９９９８５７０３０８０１

７ ~０ 靠．９９９９９８５６８６１４３５ １７ ０  ．９９９９９８５７２７３８４０

８ ~０ 靠．９９９９９８５８２９５９８６ １８  ０  ．９９９９９８５８７４９６９０

９ ０ 靠．９９９９９８５９９７０１３６ １９  ０  ．９９９９９８６００２５３７８

１０ ０ 靠．９９９９９８５８５９２７７９ ２０ ０  ．９９９９９８６００３４８３７

5　结束语
本文针对微弱信号采集过程中的工频干扰消除问题，利用

人工构造观测信号的方法，使系统模型符合盲源分离的数学模
型要求，将工频干扰消除问题转换为盲信号分离问题。 利用粒
子群优化算法寻找使盲分离问题判据最大化的分离矩阵，进而
实现了消除微弱信号中工频干扰的目的。 在粒子群优化算法
的求解过程中，利用对分离矩阵的直接辨识转换成对一系列
Ｇｉｖｅｎｓ旋转矩阵的辨识方法，减少了对未知元素辨识的数量，有
效降低了算法的计算量。 仿真结果验证了算法的有效性，说明
了本算法具有优秀的工频干扰消除性能以及良好的发展前景。
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