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摘　要： 图挖掘已成为数据挖掘领域研究的热点，然而挖掘全部频繁子图很困难且得到的频繁子图过多，影响
结果的理解和应用。 可通过挖掘最大频繁子图来解决挖掘结果数量巨大的问题，最大频繁子图挖掘得到的结果
数量很少且不丢失信息，节省了空间和以后的分析工作。 基于算法 ＦＳＧ 提出了最大频繁子图挖掘算法 ＦＳＧ唱
ＭａｘＧｒａｐｈ；结合节点的度、标记及邻接列表来计算规范编码，提出两个定理来减少子图同构判断的次数，并应用
改进后的决策树来计算支持度。 实验证明，新算法解决了挖掘结果太多理解困难的问题，且提高了挖掘效率。
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　　数据挖掘是从存放在数据库或其他信息库中的大量数据
中挖掘有趣知识的过程。 最初数据挖掘的研究对象是结构化
的数据，而如何从半结构化（ＸＭＬ文本、有序树等）和非结构化
（科学数据、空间数据等）数据中发现知识，是所面临的技术难
题。 图结构能够模拟几乎所有事物之间的联系，它能应用到半
结构化和非结构化的数据挖掘中。 但是图这种数据结构非常
复杂，增加了挖掘令人感兴趣的子图的难度。 其中子图同构及

图同构的判断起着至关重要的作用，这一过程往往是 ＮＰ完全
问题。

在大的图数据库中进行高效数据挖掘的关键问题是，如何

处理挖掘得到的数量巨大的频繁模式。 挖掘全部频繁子图的
代价高且得到的结果数量巨大，严重地影响结果的理解和应
用。 最大频繁子图隐含了所有频繁子图，即其所有的子图都是

频繁的，而且某些数据挖掘应用只需发现最大频繁子图。 最大
频繁子图的挖掘大大减少了挖掘得到的子图的数量，可大大节
省空间和以后的分析工作，且挖掘最大频繁子图并没有丢失
信息，所以可将频繁子图挖掘问题转换为挖掘最大频繁

子图。

1　图的数据挖掘原理
最大频繁子图挖掘必须解决子图同构问题，该问题已经被

证明是 ＮＰ完全问题，所以要尽可能地减少子图同构的判断，
降低算法的时间复杂度。

1畅1　关于图的一些概念
定义 １　标记图。 用一五元组 G ＝（V，E，ΣV，ΣE，l）表示。

其中：V是非空的节点集合；E是边的集合；ΣV、ΣE分别为节点
标记和边标记的集合；l定义为 V→ΣV，E→ΣE的映射。
定义 ２　子图。 给出一对标记图 G１ ＝（V１ ，E１ ，ΣV１ ，ΣE１ ，

l１ ）和 G２ ＝（V２ ，E２，ΣV２ ，ΣE２ ，l２ ），G１ 为 G２ 的子图当且仅当 V１ 、
E１ 分别包含于 V２ 、E２ ，且任取 u∈V１ ，l１ （u） ＝l２ （u），任取（u，
v）∈E１ ，l１（u，v） ＝l２ （u，v）。
定义 ３　同构。 一标记图 G１ ＝（V１ ，E１ ，ΣV１ ，ΣE１ ，l１ ）同构

于另一图 G２ ＝（V２，E２ ，ΣV２ ，ΣE２ ，l２ ）当且仅当存在一个映射 f：
V１→V２ 且任取 u∈V１ ，（ l１ （u） ＝l２ （ f（u））），任取 u，v∈V１ ，（（u，
v） ∈E１ 则（ f （ u）， f （ v）） ∈E２ ）且任取（ u， v） ∈E１ ， （ l１ （ u，
v） ＝l２ （ f（u），f（v）））。
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定义 ４　子图同构。 如果说图 G１ 子图同构于图 G２，当且
仅当在图 G２ 中存在子图 G２′，使得 G２′同构于 G１ 。

如图 １中（ｂ）是（ａ）的子图且子图同构于（ａ）。
定义 ５　支持度。 对一个图数据库 D ＝｛G１ ，G２ ，⋯，Gn｝及

用户给定的最小支持度 ｍｉｎｓｕｐ∈（０，１］，令

ζ（g，G） ＝
１ 如果 g与 G 子图同构
０ 如果 g与 G的任意子图不同构

设σ（g，D） ＝∑ζ（g，Gi），Gi∈D，则 σ（g，D）是图 g在 D中出
现的频率，则 g在 D中的支持度 ｓｕｐ（g，D） ＝σ（g，D）／n，n为
图数据库 D中图的数量。 频繁子图挖掘就是从 D中找出所有
满足如下条件的子图 g：ｓｕｐ（g，D）≥ｍｉｎｓｕｐ。

如果说图 g是最大频繁子图，则不能在图集 D 中找到一
个图 G使得 g子图同构于它，且 ｓｕｐ（G）≥ｍｉｎｓｕｐ。
1畅2　数据结构

本文对图的数据结构定义采用邻接矩阵表示法，只考虑无
向图，根据对称性，只保留邻接矩阵的下三角阵。 无向图 G的
邻接矩阵元素 Xij定义为

Xij ＝

０　　　　　　i ＜j
顶点标记 i ＝j
边标记或 ０ i ＞j

当 i ＞j时 Xij的值取决于顶点 Vi 与 Vj 之间是否有边，当有边时
Xij的值为边标记；否则为 ０。 这样图 １（ａ）的邻接矩阵表示如
图 ２（ａ）与（ｂ）所示。

因为节点可以按不同的顺序排列，所以一个图可以得到
多个不同的邻接矩阵。 为此本文引入了规范矩阵的概念，使得
图与矩阵形成一一对应的关系。 对符合以上定义的邻接矩阵
进行如下方式的编码：ｃｏｄｅ（X） ＝X１１ X２１ X２２ ⋯Xn１ Xn２ ⋯Xn，n －１

Xnn，即为将包含对角线元素的下三角矩阵元素按从第一行到
第 n行且每行按从左到右的顺序串联起来。

规范矩阵的定义为：当图 G只有一个邻接矩阵时，该邻接
矩阵就是图 G 的规范矩阵；当图 G 存在多个邻接矩阵时，取
ｃｏｄｅ值最大的邻接矩阵作为图 G的规范矩阵，记为 cl（G）。 图
２中两个邻接矩阵的编码分别为 ｃｏｄｅ（２ａ） ＝ａｘｂｘｙｂ０ｙｙｂ，ｃｏｄｅ
（２ｂ） ＝ｂｙｂｙｙｂ０ｘｘａ。 计算图的同构等价于计算图的规范编码，
因为若两图同构则它们的规范编码相同。 计算图的规范编码
的一般方法是列出图的所有邻接矩阵，计算每个邻接矩阵的编
码，然后进行一一比对从中找出最大的一个，复杂度为 m！ （m
为顶点数量）。

人们又提出了按照节点的度和标记对节点进行排序，可以
提高计算效率。 本文提出了一种新的节点排序策略，即按照节
点的度、标记和邻接列表对节点进行排序。

用元组（ l（e），d（ v），l（ v））来表示一个节点，其中：l（e）表
示的是与节点 v相关联边的标记；d（v）为节点的度即与节点相
关联的边数；l（v）为节点的标记。 节点 v的列表记为 nl（ v）其
中包括每个与 v邻接的节点的元组。 利用邻接列表将节点分
为不相交的集合，如果节点 u、v在同一个分区当且仅当 nl（u）

＝nl（v）。 下面用一个实例进行说明。 图 ３ 给出了一个含有七
条边的图，图 ４（ａ）为只结合节点的度和标记得到的分区，（ｂ）
为结合邻接列表后的分区。

如图 ４（ａ）因为节点 v１ 、v２、v３ 、v４ 的度均为 ３，所以分在同
一个分区内，节点 v０ 、v５ 的度为 １分在同一个分区内，且将度大
的节点排在前面。 因为节点的度体现了与该节点相连接的边
的情况，度越高相连接的边越多，使得非 ０ 元素尽可能地出现
在编码的前面。 在本例中结合节点的度进行排序后，要得到规
范编码需进行 ４！ ×２！ 次比较。
如图 ４（ｂ）因为在按节点的度和标记进行分区后，在同一

分区中的节点 v２ 与 v４ 的邻接列表仍相同均为（y，３，b），（y，３，
b），（y，３，b），其余的节点的邻接列表互不相同可对其进行更
细致的划分，得到规范编码要进行 ２！ 次比较。

2　算法的改进
算法 ＦＳＧ是基于 Ａｐｒｉｏｒｉ的，采用逐级扩展的策略来发现

图数据库中的频繁子图，ＦＳＧ的关键特性是：用稀疏图来表示
使得存储和计算都最小化；通过每次添加一条边的方法来扩展
图；用规范编码来惟一表示一个图；可以处理非常大的数据库，
并可以在有效的时间内发现所有的频繁子图。 本文对其进行
改进应用到挖掘最大频繁子图中，该算法与 ＦＳＧ 不同的是判
断是否拥有相同 k －１ 子图的方法，及产生候选子图后是否添
加到候选最大频繁子图的集合中的条件，以及本文得到的结果
集是最大频繁子图的集合。
2畅1　候选子图的产生

算法 ＦＳＧ在产生 k＋１候选子图时，通过连接两个拥有相
同 k －１子图的 k子图来实现。 在判断两个 k子图是否有相同
的 k －１ 子图时采用每次删除一条边的方法，然而子图同构判
断是一个 ＮＰ完全问题，先删除哪条边才会减少子图同构判断
的次数。 比如，两个 k子图 Gk

i 、Gk
j 不拥有相同的 k －１ 子图，需

要 k次子图同构判断才能得出结论，这是很耗时的。 本文针对
这个问题提出了两个定理，在删除边之前先进行判断，在一定
程度上减少了计算量。 在给出定理之前先作以下陈述：

ａ）对图按如下规则进行扫描，这并不增加时间复杂度，因
为在计算规范编码时同样要扫描图，在这里扫描图不仅得到节
点的度同时还得到边的相关信息。 （ａ）将每条与顶点相关联
的边都记录下来，边用四元组（ l（ vi），l（ vj），l（ vi，vj），a） 来表
示，l（vi）、l（vj）分别为连接边的两个顶点的标记，l（ vi，vj）为边
标记，a是边（ l（vi），l（vj），l（ vi，vj））在图中出现的次数。 （ｂ）
表示边的四元组中第一个数相同的边组成一个集合 Ei。 （ｃ）
当边在图 Gk

i 中第一次出现时计数为 １，如再次出现计数值加 １
而不必对相同的边重复存储。 （ｄ）最后得到一个集合 E， E以
每个小的集合 Ei 为元素。 提出这些规则是为下一步的判断提
供方便节省时间。 扫描两个图Gk

i 和Gk
j 得到两个集合E１ 和E２。

ｂ）判断图 Gk
i 中某边是否在图 Gk

j 中不存在相同边，这样边
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的数量。 依次取图 Gk
i 中的边与图 Gk

j 中的边进行比较，可通过
比较 E１ 和 E２ 的元素来实现。 依次取 E１ 中的元素表示的边 e，
将其与 E２ 中的元素比较，若 e与 E２ 某一表示边的四元组的第

一个数不同则小集合中的其他四元组不用进行比较，因为同一
个小集合中的所有四元组的第一个数相同。 然后与下一小集
合中元素进行比较，其他小集合同理，如出现相同的边则停止
比较；对 E２ 中四元组第一个数和表示边 e的四元组中第一个
数相同的元素都比较完后，如无相同的边，则其他的小集合不
用再判断。 标记将 e的两个顶点标记交换顺序且其他均相同
的边，因为 e与其实际上表示的为同一条边，只是访问顶点的
顺序不同。

给出一个计数值 n初始为 ０，用 n 来表示图 Gk
i 中的不能

在 Gk
j 中找到相同边的边数量。 如果在 E２ 中发现某边与边 e

相同只是边的计数不同，且在 E２ 中边的计数小于在 E１ 中该边

的计数，或 e与 E２ 中所有元素比较完后没有发现相同的边则

增加 n值，将引起 n值增加的边存储起来。
设边（ l（vi），l（vj），l（vi，vj））在图 Gk

i 与 Gk
j 中的计数（若图

Gk
j 中不存在该边则计数为 ０）差值为 c，c 大于 ０ 则增加 n值：

（ａ）l（vi） ＝l（vj）则 n增加 c／２。 （ｂ）若 l（vi）≠l（vj）则增加 c。
定理 １　如果 n≥２图 Gk

i 与 Gk
j 无相同的 k －１ 子图，不用

进行子图同构判断。
证明　n≥２说明图 Gk

i 与 Gk
j 至少存在两条不相同的边。

子图的定义中有一个条件是：若图 G１ 为图 G２ 的子图，则图 G１

的边集是图 G２ 边集的子集。 无论删除图 Gk
i 中哪一条边，得到

的 k －１子图的边的集合都会至少包含一条 Gk
j 中不存在的边，

则 k－１子图边的集合不是图 Gk
j 边集合的子集，不能满足子图

定义的条件，所以 n≥２时图 Gk
i 与图 Gk

j 无相同的 k －１子图。
定理 ２　如果对 E１ 中的所有边进行判断后 n ＝１，此时图

Gk
i 与 Gk

j 可能拥有相同的 k －１ 子图，在删除边进行判断时可
只删除引起 n值增加的边。

证明　 n＝１说明图 Gk
i 至少存在一条边（设边为 f）不能

在 Gk
j 中找到相同的边。 在判断 Gk

i 与 Gk
j 是否拥有相同的 k －１

子图时删除 Gk
i 中任意一条不为 f的边得到 k－１子图，该 k －１

子图的边的集合均会包含这条边 f，所以不能满足子图定义中
k －１子图的边集应为 Gk

j 边集子集的条件，得到的 k －１子图不
是图 Gk

j 的子图，只需删除引起 n值增加的边 f，就可判断两图
是否有相同的 k －１子图。

这两个定理在以下情况下能很好地减少子图同构判断的

次数：当图中无重复节点标记或重复节点标记很少时；节点的
度和数量很大边数较少；没有相同的 k －１ 子图时。 因为当图
中无重复节点标记时，一个边的三元组（ l（vi），l（vj），l（ vi，vj））
体现了该边在图中的位置及边的标记等各种信息，判断出 n值
后可根据 n值直接判断有无相同的 k －１子图。 如果节点的度
很大，根据扫描图的几个原则，可以减少扫描完图后的判断环
节的复杂度，因为如果 E中的某条边 e 与 E２ 中某小集合的第

一个四元组的第一个数不同则该小集合的其他元素不用进行

比较，可节省时间。 判断环节的复杂度为 O（k２ ），当节点数很
多时即使根据定理不能判断出是否拥有相同的 k －１ 子图，其
复杂度与计算子图同构的相比可以忽略，尤其是两图无相同的
k－１子图时（因为此时需要进行 k次子图同构判断）。 提出了
两个定理之后虽然不能避免子图同构的判断，但是可减少了子

图同构判断的次数，因为子图同构判断是一个 ＮＰ 完全问题，
虽然在本文中提出了好的计算规范编码的方法，但是计算规范
编码同样很复杂，减少子图同构判断的次数可减少了计算量。
所以提出这两个定理是有必要的。
当对 E中的所有边进行判断后 n ＝０，不能通过定理来判

断，则按 ＦＳＧ中提到的方法来确定两个图是否拥有相同的 k －
１子图。 如拥有相同的 k－１子图则可进行连接，通过连接得到
k ＋１子图后，只有当这个 k ＋１ 子图满足两个条件时才作为候
选最大频繁子图加入到候选集中，即在候选最大频繁子图集合
中不存在它的超集，且它的所有 k子图均是频繁的（这是根据
Ａｐｒｉｏｒｉ算法的性质提出来的）。 ＭＦＧ为最大频繁子图集合，初
始为图集中的最大频繁事务（即不存在其他的事务为它的频
繁超集）。 算法 １给出了候选最大频繁子图产生的伪代码。
算法 １　 ｆｓｇｍｇ唱ｇｅｎ（ＦＧｋ） （Ｃａｎｄｉａｔｅ Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ）
１Ｃｋ＋１←Φ
２ｆｏｒ 从 ＦＧｋ 中任取 Ｇｋｉ ，Ｇｋｊ ，ｉ ＜＝ｊ
３　 ｉｆ ｃｌ（Ｇｋｉ ） ＜＝ｃｌ（Ｇｋｊ ）
４　　 ｆｏｒ ｅａｃｈ ｅｄｇｅ ｅ∈Ｇｋｉ
５　　　 Ｇｋ唱１

ｉ ←Ｇｋ －ｅｉ
／／通过删除一条边来创建 Ｇｋｉ 的一个（ｋ －１）子图

６　　　 ｉｆ Ｇｋ－１ｉ 包含于 Ｇｋｊ 中
ｔｈｅｎ｛Ｇｋｉ 与 Ｇｋｊ 拥有相同的 ｋ －１ 子图｝

７　　　 Ｔｋ＋１ ＝ｆｓｇ唱ｊｏｉｎ（Ｇｋｉ ，Ｇｋｊ ）
８　　　 ｆｏｒ ｅａｃｈ Ｇｋ＋１ｊ 属于 Ｔｋ＋１ ｄｏ
９　　　 ｉｆ 最大频繁子图集合 ＭＦＧ 及

Ｃｋ＋１中不存在 Ｇｋ＋１ｊ 的超集 ｔｈｅｎ
１０　　　　 任取一条边 ｅｌ∈Ｇｋ＋１ｊ ｄｏ
１１　　　　　 Ｈｋｌ ＝Ｇｋ＋１ｊ 唱ｅｌ
１２　　　　　 ｉｆ Ｈｋｌ 不是频繁的 ｔｈｅｎ
１３　　　　　　 ｆｌａｇ ＝ｆａｌｓｅ
１４　　　　　　 ｂｒｅａｋ
１５　　　　 ｉｆ Ｇｋ＋１ｊ 满足向下封闭的性质

／／即它的所有 ｋ 子图均是频繁的
１６　　　　 ｆｌａｇ ＝ｔｒｕｅ ｔｈｅｎ
１７　　　 Ｃｋ＋１ ＝Ｃｋ＋１∪｛Ｇｋ＋１ｊ ｝
１８ｒｅｔｕｒｎ Ｃｋ＋１
在 Ａｐｒｉｏｒｉ唱ＭａｘＧｒａｐｈ算法中还提到，会利用性质剪掉候选

子图集合中当前最大频繁子图的子集，这会造成本应产生的候
选子图，因为不满足连接条件，而无法产生，从而提出了恢复策
略，但需要进行多次的子图同构判断，这是很耗时的。 本文在
下节提出了决策树，所有的频繁子图在树中对应一个节点，可
以避免上述情况的出现，同时可以利用决策树来判断 Hk

l 是否

是频繁的。

2畅2　支持度的计算
本文中利用决策树来计算支持度，在算法 ＦＳＭ 中采用每

次增加一个顶点的方法来构造决策树，而算法 ＦＳＧ 通过每次
增加一条边的方式来扩展图，所以要对 ＦＳＭ 中的决策树的构
造方法进行改进，不是每次增加一个顶点而是每次增加一条
边，每一个频繁子图对应着树中的一个节点。 如果表示该图的
节点为 ｌｅａｆ ｎｏｄｅ则该图的支持度为１，如果为非 ｌｅａｆ ｎｏｄｅ，则它
的支持度为以该节点为 ｒｏｏｔ ｎｏｄｅ的决策树中 ｌｅａｆ ｎｏｄｅ所表示
的不重复的图数量。
决策树示例如图 ５所示。 假设图集含有两个图即图 G１ 和

G２ ，则图集的决策树如图 ６（ａ）和（ｂ）所示。 由于空间原因只
给出由顶点 Ａ扩展而得到的子图的决策树，（ｂ）中第一层的节
点与（ａ）中的（Ａ）为同一节点（子图用边集来表示）。
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决策树是基于机器学习的数据挖掘技术，它形式简单，分
类速度快，无须先验知识，对样本分布无要求。 而且由决策树
表达的规则直观清晰，生成决策树的时间复杂度为Ο（NMi）。
其中：N为图集中边数最多的图的边数，i是图集中图的数量，
M为决策树中每层子图的置换矩阵的平均数量。 如使用原始
的方法来计算每个生成的子图的支持度都要进行 i 次子图同
构判断，计算量是巨大的。 本文引入决策树后很好地减少了计
算支持度时进行子图同构判断的次数，使时间复杂度降低。

2畅3　最大频繁子图的产生
算法 ２给出了最大频繁子图产生的伪代码。
算法 ２　ＭＦＧ唱ｇｅｎ （ Ｃｋ＋１ ） （Ｍａｘｉｍａｌ Ｆｒｅｑｕｅｎｔ Ｓｕｂｇｒａｐｈ Ｇｅｎｅｒａ唱

ｔｉｏｎ）
１ ＭＦＧ←图集中的最大频繁事务／／当前发现的最大频繁子图的

集合

２ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｃａｎｄｉｄａｔｅ Ｇｋ＋１ｊ ∈Ｃｋ＋１ ｄｏ
３ ｆｏｕｎｄ Ｇｋ＋１ｊ 在决策树 Ｔ 中
４　 ｉｆ Ｇｋ＋１ｊ 是决策树的 ｌｅａｆ ｎｏｄｅ
５　　 ｓｕｐ（Ｇｋ＋１ｊ ）←１

６　 ｅｌｓｅ ｓｕｐ（Ｇｋ＋１ｊ ）←以该图所对应的节点为根节点的决策树中

不重复的 ｌｅａｆ ｎｏｄｅ的数量
７　 ｉｆ ｓｕｐ（Ｇｋ＋１ｊ ） ＞＝ｍｉｎｓｕｐ
８　　 ｉｆ 在 ＭＦＧ 中不存在 Ｇｋ＋１ｊ 的超集

９　　 ＭＦＧ←ＭＦＧ∪Ｇｋ＋１ｊ
１０　　 ｅｌｓｅ 如果 Ｇｋ＋１ｊ 减去某条边 ｅ 得到的子图 Ｈｋｌ 是频繁的／／

可以利用决策树来计算它的支持度

１１　　　 且 Ｈｋｌ 不属于 ＭＦＧ
１２　　　 ＭＦＧ←ＭＦＧ∪（Ｈｋｌ ）
１３ｒｅｔｕｒｎ ＭＦＧ

3　实验结果
通过 ＦＳＧ唱ＭａｘＧｒａｐｈ算法，采用的数据集总共包含 ２３３ ６４４

个化合物，它是从 ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔａｌ ｔｈｅｒａｐｅｕｔｉｃｓ ｐｒｏｇｒａｍ（ＤＴＰ）获
得的，从数据集的 ２２３ ６４４个化合物中随机选取 １０ ０００个组成
一个图集 D。 实验结果如表 １ 所示。 支持度由 １０％变化到
２％，ǚ F ǜ 为发现的所有频繁子图的数量，ǚ M ǜ 为发现的最
大频繁子图的数量，最后一列为运行时间单位为 ｓ。

表 １　算法 ＦＳＧ唱ＭａｘＧｒａｐｈ 运行结果
σ ǚ F ǜ ǜ M ǜ t／ｓ

１０  ．０ ２６７ 抖９ �６６ o
８  ．０ ４０５ 抖１０  ８０ o
７  ．０ ６０６ 抖１１  ９１ o
６  ．０ ７１３ 抖１２  １０７ 亖
５  ．０ ９３９ 抖１２  １１８ 亖
４  ．０ １ ４３１ 佑１２  ２２０ 亖
３  ．０ ２ ４８９ 佑１４  １ ３００ 灋
２  ．０ ３ ８０７ 佑１６  １ ５００ 灋

　　本实验的主要目的是评价各种优化对候选产生的影响，来
说明 ＦＳＧ唱ＭａｘＧｒａｐｈ发现最大频繁子图的效力。

4　结束语
本文提出了一种挖掘最大频繁子图的新算法 ＦＳＧ唱Ｍａｘ唱

Ｇｒａｐｈ。 首先给出了一种根据节点的度，标记及邻接列表计算
邻接矩阵的规范编码的方法，大大降低了求规范编码的复杂
度；其次提出两个定理，可以减少判断两图是否拥有相同的
k －１子图时子图同构判断的次数；最后将决策树应用到算法中
提高计算支持度的效率。 实验结果表明算法 ＦＳＧ唱ＭａｘＧｒａｐｈ有
很高的挖掘效率。
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