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摘要#根据模态综合法中连接子结构的定义%认为连接子结

构实际上是一种将全部界面坐标作为主自由度的超单元
8

在

此基础上%分别利用静力变换和动力变换将连接子结构变换

成超单元%推导了界面位移和界面力双协调条件下的自由界

面模态综合法!超单元间接法"

8

该法保留了自由界面法的可

大大缩减系统自由度*精度高的优点%并且由于引入了超单

元连接子结构%可合理近似集中阻尼%在局部非线性结构动

力分析问题中亦具有广泛应用前景
8

最后%将超单元间接法

应用于自动化码头桁架桥结构的固有频率和地震反应计算%

将铅芯橡胶支座视为超单元连接子结构%分析了静力变换和

动力变换超单元间接法的计算精度和效率%并得到了在铅芯

橡胶支座不同配置形式下桁架桥的固有特性
8
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在有限元法和计算机广泛应用的基础上%逐步

发展形成了对复杂结构振动分析的模态综合法
8

其

中%自由界面模态综合法由于综合方程中不含界面

节点位移坐标%综合效率高及便于和实验模态技术

结合和相互验证等优点%得到了最广泛的应用并在

方法上获得不断修正
8

各种模态综合法%相邻子结构之间均为直接对

接的共同界面
8

针对相邻子结构之间非直接对接的

情形%许多研究者展开了相关研究%并提出了连接子

结构的概念
8

文献,

%H#

-率先研究了采用
a69

法的

自由界面子结构间的非直接对接问题%通过子结构

间耦合弹簧力和阻尼力来集结总体运动方程%并将

这一方法应用于子结构间弱耦合非线性连接的动力

问题
8

文献,

!

-提出把弹性连接件%如船舶组合轴系%

装有减隔振装置的结构等%作为'软子结构(单独处

理%使子结构界面间不协调的界面转化为'软子结

构(的内部变形而子结构与'软子结构(连接处满足

协调条件%采用双协调自由界面模态综合法综合运
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动方程&文献,

>

-进一步引入了连接子结构的概念%

连接子结构的讨论仍仅限于弹性或刚性连接件
8

文

献,

;HB

-给出了模态综合法中连接子结构的特征定

义%即仅存在界面自由度而无内部自由度%所有界面

自由度又同时与非连接子结构所共有
8

描述了弹性*

刚性和混合型三种类型的连接子结构%提出了具有

连接子结构的间接对接混合界面模态综合法%讨论

了位移协调和位移与力双协调两种对接方式
8

另外%

其他一些研究者也在间接对接模态综合法上进行了

相近研究,

=H"

-

8

根据文献,

;HB

-给出的模态综合法中连接子结

构的特征定义%连接子结构的实质是一种已经静力

变换或动力变换过的超单元
8

基于这一特点%本文推

导了含超单元连接子结构的双协调!位移协调和力

协调"自由界面模态综合法!简称超单元间接法"%并

将该方法应用于含铅芯橡胶支座的自动化码头低架

桥桁架结构的固有特性和动力响应分析
8

!

!

静力变换超单元间接法
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子结构的划分

不失一般性%讨论两个自由界面子结构间含有

一个连接子结构的情形%如图
%

所示%自由界面子结

构
+

%

I

之间不直接对接%而是存在一个连接子结构

28

子结构
2

的所有界面自由度与相邻子结构
+

%

I

共有%但与某一相邻子结构所共有的自由度不再与

其他相邻子结构所共有
8
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分别为子结构
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的界面自由度&
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分别为子结构
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自由度上的界面力向量&
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分别为子结构
2

作用在界面自由度上的界面力向量
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图
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子结构界面对接模型示意图
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各子结构的第一次坐标变换
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自由界面子结构

设物理坐标下子结构
+

的刚度矩阵和质量矩

阵为
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式中#下标
&

表示子结构的非界面自由度%

0

表示子

结构的界面自由度
8

!子结构
I

亦自由界面子结构%

将左上标
+

改为
I

即得子结构
I

的相应矩阵%故以

下推导中略去左上标
8

"

采用前
K

阶主模态
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K

和剩余附着模态
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组

成的假设分支模态集
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作为变换矩阵%则物理坐标
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式中#
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0

为子结构作用在界面自由度
0

上的界面力

向量
8

子结构有*无刚体模态情况下剩余附着模态

&

:

的计算可参考文献,

A

-

8

模态对质量矩阵正则化%则模态坐标下%自由界

面子结构的质量矩阵和刚度矩阵为

2

)

5

3

KK

&

.

:

2

&

, -

:

!

!L

"

1

)

5

'

KK

&

.

:

1

&

, -

:

!

!X

"
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超单元连接子结构

超单元的特点是可将子结构的全部自由度缩聚

到界面自由度!即主自由度"
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上
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设主坐标2

,
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下连接子结构的质量矩阵和刚度矩阵为
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静凝聚变换%仅在界面自由度下的质

量矩阵和刚度矩阵为
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为静力变换矩阵
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第二次坐标变换
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界面位移协调

当各子结构完成第一次模态坐标变换后%在广

义坐标
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式中%未列出的非对角元素均为
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超单元连接子结构
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已无非界面自由度%且其

界面自由度与相邻的自由界面子结构
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界面位移协调条件
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界面力协调

连接子结构
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!
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/
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!

0

R
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I
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=
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+
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!

I
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!
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/
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!

I

/
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.

5

!
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)
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!

-
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/
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5

L

!
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"
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,

+
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I
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+

/

0

I

/

0

-

.

5
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+
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!

+
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*

K

!
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从而可得第二次坐标变换关系式
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*
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%
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:
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:
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=
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+
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+
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'
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!!

将第二次坐标变换式!

%"

"代入式!

"

"%可得到广

义坐标
4

_

,

+

-K

!

I

-K

-

.张成的近似空间下%系统的

=%#%
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自由振动方程

*

4

..

6

5

4

5

$

!

%A

"

式中#

*

5

#

.

2#

!

#$L

"

5

5

#

.

1#

!

#$X

"

!!$

!

返回物理坐标#再现子结构

对于自由界面子结构

,

5

,

+

,

!

I

,

-

.

5

#

>

#

!4

!

#%

"

式中#

#

>

5

+

%

&K

I

%

&K

+

%

0

K

I

%

0

K

+

&

&:

I

&

&:

+

&

0

:

I

&

0

, -

:

.

!

##

"

!!

对于超单元连接子结构

#

,

5

2

&

N

#

%

#

!4

!

#!

"

"

!

变频动力变换超单元间接法

"!!

!

变频动力变换超单元连接子结构

设主*副坐标下连接子结构的刚度矩阵*阻尼矩

阵和质量矩阵为

2

0

5

2

0

??

2

0

?A

2

0

A?

2

0

, -

AA

%

!

0

5

1

%

6

%

2

!

#>

"

经变频动力变换后的刚度*阻尼和质量矩阵为

2

0

(

5

2

&

:

!

&

"

.2

0

2

&

:

!

&

"%

!

0

5

1

%

6

%

2

!

#;

"

式中#

2

&

:

!

&

"为变频动力变换矩阵&

&

为系统固有

频率%仍为未知
8

2

&

:

!

&

"

5

,

9

2

.

!

&

"

9

%

??

2

.

!

&

"

?A

!

3

-

.

!

#B

"

2

.

!

&

"

??

5

2

1

??

6

0

&

2

6

??

9&

#2

2

??

!

#=

"

2

.

!

&

"

?A

5

2

1

?A

6

0

&

2

6

?A

9&

#2

2

?A

!

#"

"

将式!

#;

"写成分块形式

2

0

5

5

2

0

5

!

0

,

"!

0

,

"

2

0

5

!

0

,

"!

0

R

"

2

0

5

!

0

R

"!

0

,

"

2

0

5

!

0

R

"!

0

R

, -

"

%

!

0

5

1

%

6

%

2

!

#A

"

!!

至此完成连接子结构的第一次坐标变换
8

自由

界面子结构的第一次坐标变换同
%8#8%8

"!"

!

界面力协调

连接子结构
2

的动力平衡方程为

2

/

0

,

2

/

0

-

'

(

.

)

*

R

5

2

.

5

!

&

"

!
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"

!
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"
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"

2
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0

-

'

(
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*

R

!
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"

式中#

2

.

5

!

&

"

5

2

1

5

6

0

&

2

6

5

9&

#2

2

5

!

!%

"

!!

界面位移协调关系与静力变换情况下相同%注

意到式!

!$

"与式!

%!

"的形式相同%将式!

%!

"中的
1

$

替换为
.

$

!

&

"即得式!

!$

"

8

因此%将式!

%>

"%!

%B

"中

的
1

$也替换为
.

$

!

&

"就可得到变频动力变换下的第

二次坐标变换&返回物理坐标%再现子结构的过程也

一样
8

由于变频动力变换下%坐标变换矩阵是关于待

求的系统固有频率的函数%这将导致非线性特征值

问题%需要进行迭代计算%从而降低了计算效率
8

"!#

!

小结

观察式!

#=

"%!

#"

"%!

!%

"可知%忽略阻尼和惯性

项%即假定
&

_$

%变频动力变换即变为静力变换%故

静力变换是变频动力变换的零阶近似&如果令
&

_

&

T

!

&

T

为常数"%则变频动力变换转化为定频动力变

换
8

静力变换和定频动力变换都是避免非线性特征

值问题的有效途径
8

无论是静力变换还是动力变换%本文所推导的

超单元间接法最后都将只在各个自由子结构的主

模态坐标张成的近似空间下求解系统的动力分析

问题%大大缩减了系统自由度
8

因连接子结构的广

义坐标不参与构建近似求解空间%所以当连接子结

构中含有非线性单元时%并不改变近似求解空间%

只需要通过修改坐标变换矩阵对系统的广义
1

%

6

%

2

矩阵进行局部修改%从而提高了计算效率
8

另一

方面%超单元连接子结构的引入%可将部件的结构

阻尼和连接件的集中阻尼分开处理再耦合到整体

系统中%适用于橡胶支座*各种阻尼器这类集中阻

尼装置的近似
8

通过构建波尔矩阵的方式,

A

-借助于直接刚度法

的思想不难将此方法推广到多个子结构的情况
8

#

!

应用实例

#!!

!

自动化码头低架桥结构简介

集装箱自动化码头港口前沿装卸机械与后方堆

场之间的集装箱运输通常采用自动导航小车系统

!

+/1

"或集装箱卡车%但两者却存在同样的问题#成

本太高并且装卸效率低
8

上海振华港机的自动化码

头试验线!见图
#

"中创新地提出了在码头前沿与后

方堆场之间构筑专用的低架桥%通过在低架桥上高

速运行的电动平板小车和起重小车来转送集

装箱,

%$

-

8

低架桥桁架结构!见图
!

"主要由桁架梁*支柱和

支柱联杆等构件组成
8

其中%支柱和桁架梁之间或直

接刚性连接或采用铅芯橡胶支座间接连接
8

"%#%
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期 卢凯良%等#含超单元连接子结构的自由界面模态综合法
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图
A

!

自动化码头试验线仿真图

>,

(

?A

!

6,071"5,*'-*#"75*0"5.+3*'5",'.#

5.#0,'"1.C

@

.#,0.'5"5,*'

图
B

!

低架桥结构示意图

>,

(

?B

!

I#7889#,+

(

.85#7357#.

#!"

!

铅芯橡胶支座力学特性参数

铅芯橡胶支座是一种隔震耗能常用装置%具有

构造简单*加工制造容易*安装方便等优点
8

由于复

杂的非线性特性%目前分析和设计中主要采用等效

线性化模型和双线性模型,

%%

-

8

按等效线性化模型%

列出三种铅芯橡胶支座的力学特性参数见表
%8

表
=

!

铅芯橡胶支座的力学特性参数

I"9?=

!

4H"#"35.#,85,3

@

"#"0.5.#8*-1."+

#799.#9."#,'

(

8

$

\2V

%

型号
质量

A

$

U

:

竖向刚度
G

Z

$

!

%$

B

U*

.

K

H%

"

等效刚度
K

I

$

!

%$

!

U*

.

K

H%

"

等效阻尼
>

I

$

!

U*

.

E

.

K

H%

"

/J4!$$ ;B %8%"" %8%! !8>">

/J4>$$ %#B %8";$ %8BA B8=%!

/J4;$$ ##" %8A=# %8A% A8!>A

#!#

!

静力变换*动力变换固有频率结果对比

应用静力变换和变频动力变换超单元间接法%将

铅芯橡胶支座视为连接子结构%桁架梁*支柱*支柱联

杆作为自由界面子结构%子结构主模态取前
!$

阶%对

支柱与桁架梁间全部使用铅芯橡胶支座连接!简称全

柔性连接"的低架桥的固有频率求解%并以有限元法

解为精确解作误差分析%前
#$

阶部分计算结果见表
#

!表中括号内数值为与有限元法解相比的误差%

!

"

8

表
A

!

全柔性连接时低架桥固有频率结果对比

I"9?A

!

W"57#"1-#.

J

7.'3

;

#.871583*0

@

"#,8*'*-5#7889#,+

(

.<,5H

(

,#+.#"'+9#"3.\2V1,'$.+ â

阶数

/J4!$$

有限元
解

7

静力变换

7

!

S

"

动力变换

7

!

S

"

/J4>$$

有限元
解

7

静力变换

7

!

S

"

动力变换

7

!

S

"

/J4;$$

有限元
解

7

静力变换

7

!

S

"

动力变换

7

!

S

"

% %8%%A= %8%#%!

!

$8%>

"

%8%#$!

!

$8$;

"

%8#A=! %8!$#>

!

$8!A

"

%8#AA$

!

$8%!

"

%8!>A= %8!;AB

!

$8=!

"

%8!;!;

!

$8#"

"

; %8B%B> %8B###

!

$8!B

"

%8B%A#

!

$8%=

"

%8";>" %8"=!"

!

%8$#

"

%8"B$#

!

$8#A

"

%8A#$% %8A>"$

!

%8>;

"

%8A!%%

!

$8;=

"

%$ >8!A!! >8>>!"

!

%8%;

"

>8>%A>

!

$8;A

"

>8=!A% >8"!>"

!

#8$#

"

>8=";;

!

$8A"

"

>8"!=# >8AB$;

!

#8;;

"

>8"A;;

!

%8#%

"

%; B8A$BA =8$%=!

!

%8;A

"

B8ABB"

!

$8"B

"

=8$!!A =8%A#=

!

#8#B

"

=8%%$=

!

%8$A

"

=8$>$= =8#;#>

!

!8$%

"

=8%!="

!

%8!"

"

#$ %$8#B%$ %$8>>;$

!

%8=A

"

%$8!;=$

!

$8A>

"

%$8#BA$ %$8;%B$

!

#8>%

"

%$8!"=$

!

%8%;

"

%$8#$>$ %$8;!A$

!

!8>!

"

%$8!;=$

!

%8;$

"

!!

由表
#

可知#!

%

"显然%随着铅芯橡胶支座型号

的增大%竖向和水平向刚度增大%整体结构的固有频

率也增大&!

#

"静力变换和动力变换超单元法均具

有较高精度%与有限元法相比%固有频率的最大误差

分别为
!8>!!

和
%8;$!

&!

!

"动力变换比静力变换

精度高%但二者误差也较小
8

这主要是因为铅芯橡胶

支座的阻尼相对整体结构而言很小%换算为整体结

构阻尼比分别约为
$8=$!

%

%8%;!

和
%8;>!

%橡胶

支座的质量相对于整体结构的
#%!Q

更小%可知连接

子结构对整体结构的固有特性的贡献率接近静态

量
8

再者%动力变换由于涉及迭代计算%耗时比直接

有限元法和静力变换明显增长
8

因此%当整体结构为

弱阻尼系统时%可用静力变换超单元间接法代替动

力变换超单元间接法对结构固有频率进行求解
8

#!$

!

不同支撑形式下的固有特性

为比较在支柱与桁架梁间全刚性连接*全柔性

连接*两端橡胶支座中间刚性连接!简称端柔中刚连

接"*中间橡胶支座两端刚性连接!简称中柔端刚连

接"四种不同支撑形式下的低架桥固有特性%将选用

型号
/J4>$$

铅芯橡胶支座的整体结构前
#$

阶固有

频率部分计算结果!静力变换法"列于表
!8

观察表
!

发现如下规律#铅芯橡胶支座布置得

越多%则低架桥的固有频率值越小
8

其中%全刚性连

接的第五阶固有频率是全柔性连接的约
#8B

倍%使

用铅芯橡胶支座对整体结构低频调频效果明显%同

时也可改变结构振型顺序
8

A%#%
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表
B

!

不同支撑形式下低架桥固有频率结果对比

I"9?B

!

W"57#"1-#.

J

7.'3

;

#.871583*0

@

"#,8*'*-5#788

9#,+

(

.,'+,--.#.'587

@@

*#53*'+,5,*'8 â

阶数 全刚性 全柔性 端柔中刚 中柔端刚

% #8!B!> %8!$#> %8"=AB %8>A!A

; >8"$>! %8"=!" !8#=$" !8=!;%

%$ =8>>!# >8"!>" ;8;"!" B8"%B%

%; "8=!B! =8%A#= =8%AB! "8;A$!

#$ %%8!A;$ %$8;%B$ %$8B%$$ %%8%%=$

#!%

!

地震反应分析比较

沿图
!

中
(

向水平输入
275PFQT6

波!最大加速

度
$8!>

:

%持时
;>E

%每
$8#E

一个数据点"%在基本

配置为
0FQP7SPFQD9K@9L75S(%8B$/â

%

%/I

内

存的
@P77S5

机上%基于
+*343%$8$

和
]LQ7LXB8;

平台分别利用直接积分法!

*PMKLTUH

"

法"*静力

变换超单元间接法和动力变换超单元间接法求解所

得
/J4>$$

全柔性连接时低架桥跨中任意一节点的

(

向位移响应
1

(

时程曲线如图
>

所示
8

图
N

!

不同求解方法下跨中某节点的位移响应时程曲线

>,

(

?N

!

/,8

@

1"3.0.'5#.8

@

*'8.5,0.H,85*#

;

37#D.8*-

"'*+.,'5H.0,++1.*-5H.8

@

"'<,5H+,--.#%

.'58*175,*'0.5H*+8

!!

由图
>

可见%超单元间接法的位移响应曲线在

峰值和波形上均与直接积分法所得的结果较吻合%

静力变换法和动力变换法的计算结果在波形上则基

本一致&静力变换法和动力变换法响应结果的最大

峰值分别为
$8$=;K

和
$8$==K

%与直接积分法

!

$8$=#K

"相比%误差为
>8#!

和
B8A!

%说明超单元

间接法在动力响应计算中亦具有较高精度
8

在计算

时间上%直接积分法*静力变换法和动力变换法分别

耗时
;O>"KDF

%

#O;KDF

%

=O%#KDF

%三种方法中静

力变换法效率最高
8

$

!

结束语

基于连接子结构可看成是一种将全部界面坐标

作为主自由度的超单元这一实质%本文在对连接子

结构静力变换和动力变换下推导了含超单元连接子

结构的双协调!位移协调和力协调"自由界面模态综

合法!简称超单元间接法"

8

该法最后只在各个自由

子结构的主模态坐标张成的近似空间下求解系统的

动力分析问题%保留了自由界面法的可大大缩减系

统自由度的优点&并且由于引入了超单元连接子结

构%可将部件的结构阻尼和连接件的集中阻尼分开

处理再耦合到整体系统中%对集中阻尼的近似处理

更合理%适用于结构中含有非线性弹簧连接*橡胶支

座减隔振装置*土壤等软弱层面等的动力分析问题
8

将超单元间接法应用于含铅芯橡胶支座的自动

化码头桁架桥的固有频率和地震反应计算%并分别

与有限元法和直接积分法对比%得出以下结论#!

%

"

超单元间接法!包括静力变换和动力变换法"在固有

频率和动力响应计算中均具有较高精度%动力变换

法精度稍高%但在计算效率上欠佳&静力变换法在动

力响应计算上比直接积分法效率高&!

#

"铅芯橡胶

支座对桁架桥整体结构的固有频率影响明显&改变

橡胶支座的型号!即刚度*质量*阻尼"*配置形式!即

数量"均能有效调节桁架桥的固有频率%而质量*阻

尼的调频效果不如刚度和配置形式
8
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