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混凝土单轴受压本构关系的概率密度描述
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摘要：利用混凝土材料的细观随机损伤物理模型获取混凝土

应力—应变关系的概率密度描述．以细观物理模型为基础，

利用犓－犔（犓犪狉犺狌狀犲狀犔狅犲狏犲）正交分解和密度演化方法得到

了单轴受力状态任意应变处应力的概率密度函数估计．将数

值计算结果与试验结果进行概率密度层次的对比．研究证

实：可以采用这一方法描述混凝土受力本构关系的概率密度

演化过程．

关键词：混凝土；随机损伤演化；犓－犔（犓犪狉犺狌狀犲狀犔狅犲狏犲）分

解；密度演化方法
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　　众所周知，混凝土是由水泥、粗骨料、细骨料、各

种掺和料组成的多相复合材料．在其形成之初，混凝

土内部就具有微孔洞、微裂缝等初始缺陷．在外部作

用下，这些初始损伤因应力集中而进一步发展，导致

材料的应力—应变关系逐渐偏离线性，呈现出非线

性的基本特性．同时，混凝土材料的各组分又具有随

机分布的特征，这必然导致初始的损伤分布与后续

的损伤演化都具有随机性的特征．非线性与随机性

是混凝土本构关系的２个基本特征
［１］．

直至２０世纪９０年代初，混凝土力学特性的随

机性才开始得到了一些学者的注意和认真的研

究［２－５］．１９９０年，在 犓狉犪犼犮犻狀狅狏犻犮模型
［６］的基础上，

犅狉犲狔狊狊犲结合连续介质损伤力学，导出了一类损伤力

学本构模型［３］．由于采用了细观单元断裂概率定义

损伤变量，犅狉犲狔狊狊犲模型与犓狉犪犼犮犻狀狅狏犻犮模型一样，在

本质上属于确定性本构关系模型．１９９４ 年，

犆犪狉犿犲犾犻犲狋和犎犲狀狊采用２维犖犪狋犪犳随机场表示材料

参数，首次引入了真正意义上的随机损伤本构关系．

１９９６年，犓犪狀犱犪狉狆犪等对犓狉犪犼犮犻狀狅狏犻犮模型作出进一步

扩展，将弹簧的破坏强度用连续随机变量表示，并且

通过随机场的相关结构考虑相邻缺陷之间的相互影

响，建立了基于弹簧模型的混凝土单轴受压随机损

伤本构模型．１９９８年，犉狉犪狀狋狕犻狊犽狅狀犻狊对非均质材料随

机模型进行了研究，其研究思路与犆犪狉犿犲犾犻犲狋和

犎犲狀狊的思路相类似
［７］．１９９９年，犃狌犵狌狊狋犻等研究了连

续体内微裂缝的随机演化问题，将微裂缝的密度变

化视为随机过程，通过损伤熵流动的引入和位形熵

的定义，将损伤准则引入到不等式中，描述了能量的
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耗散过程［８］．１９９９年以来，李杰等对经典弹簧模型作

出实质性改进，明确引入细观断裂应变作为基本的

随机变量，提出了细观随机断裂模型，分别建立了混

凝土单轴受拉和单轴受压随机损伤本构关系［９－１１］，

科学解释了细观损伤随机性导致损伤过程非线性的

本质原因［１２］．与此同时，李杰等将双标量弹塑性损

伤模型与单轴受力随机损伤本构模型相结合，通过

引入等效能量应变的概念，在细观随机断裂模型的

基础上建立了混凝土多轴随机损伤本构模型［１，１１，１３］，

并进行了系列的试验研究以对理论模型加以

验证［１４］．

在这一背景下，本文试图利用概率密度演化方

法，对混凝土随机损伤本构关系作出概率密度演化

的描述，进行这一工作的目的意在说明随机损伤本

构关系具有物理实证性．

１　随机损伤模型

经过近１０年的探索，本研究梯队对李杰等提出

的随机损伤本构模型进行了不断的改进，发展了一

类用于描述混凝土材料单轴受力条件下的细观随机

损伤模型．这里，以单轴受压模型（图１，图中σ为应

力，ε为应变，Δ犻为断裂应变．）为例展开研究．在以

压应力为主的受剪破坏机制中，小柱体破坏起源于

骨料和水泥砂浆之间界面或初始微缺陷因剪应力作

用导致的界面拉开，在模型中表现为受剪弹簧的随

机断裂［１２］．

图１　细观物理模型

犉犻犵．１　犕犲狊狅狆犺狔狊犻犮犪犾犿狅犱犲犾

　　根据犚狅犫狅狋狀狅狏的损伤定义
［１５］，混凝土材料的损

伤描述可以采用如下公式：

犇＝
犃犱

犃
（１）

式中：犃犱表示因细观剪切单元破坏而导致材料退出

工作的面积；犃为受压试件的横截面面积．

假定材料离散后模型中的细观单元截面积均相

等，受剪损伤变量则可以定义为

犇狊＝
１

犃
犖

犻＝１

犎（ε－Δ犻）犃犻 （２）

式中：犃犻为第犻个细观单元截面积；犖 为细观单元

的总数量；Δ犻为第犻个细观单元发生剪切破坏时的

断裂应变，是服从一定概率分布的随机变量；犎（·）

为犎犲犪狏犻狊犻犱犲函数，即

犎（ε－Δ犻）＝
０，ε－Δ犻≤０

１，ε－Δ犻＞
烅
烄

烆 ０
（３）

　　当模型中细观单元总数犖趋于无穷大时，上述

细观模型可以看作是１维连续体，则受剪损伤变量

可以改写为

犇狊（ε）＝∫
１

０
犎［ε－Δ（狓）］犱狓 （４）

其中，１维随机场Δ（狓）反映了细观单元的断裂应变

沿狓方向的随机分布性质．

同时，定义随机场的１维、２维分布函数分别为

犉（ε）和犉（ε，ε；η），其中η＝ 狓１－狓２ ．利用期望

算子与积分算子的可交换性，可得损伤变量犇的均

值函数和方差函数分别为

μ犇狊（ε）＝犈∫
１

０
犎［ε－Δ（狓）］犱［ ］狓 ＝

∫
１

０
犈［犎［ε－Δ（狓）］］犱狓＝

∫
１

０
犉（ε）犱狓＝犉（ε） （５）

犞２犇狊＝２∫
１

０

（１－η）犉（ε，ε；η）犱η－［μ犇狊（ε）］
２

（６）

　　根据受力平衡原理，得到混凝土在单轴受力情

况下的随机损伤本构关系为

σ＝（１－犇狊）犈（ε－ε狆） （７）

式中：塑性应变ε狆采用表达式δ／（１－犇狊＋δ）计算，

用δ反映微裂缝面张开或滑移变形的程度
［１１］．

假定随机场Δ（狓）是满足对数正态分布的１维

随机场，具有２阶平稳性，且其数学期望和标准差

分别为μΔ 和σΔ，则犣（狓）＝犾狀Δ（狓）服从正态分

布．假定犣（狓）的数学期望和标准差分别为λ和ζ，

可得

λ＝犈［犾狀Δ（狓）］＝ （犾狀 μΔ

１＋σ
２
Δ／μ

２槡
）

Δ

（８）

ζ
２
＝犞犪狉［犾狀Δ（狓）］＝犾狀（１＋σ２Δ／μ

２
Δ） （９）

　　显然，随机场Δ（狓）的１维、２维分布函数可以

表示为

９９７
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犉Δ（ε）＝Φ
犾狀ε－λ［ ］
ζ

＝Φ（α） （１０）

犉（ε，ε；η）＝Φ
犾狀ε－λ

ζ
，犾狀ε－λ

ζ
ρ（ ）狕 ＝Φ（α，αρ狕）

（１１）

式中：Φ（α）为１维标准正态分布函数；Φ（α，αρ狕）

为２维标准正态分布函数．

设犣（狓）的自相关系数为

ρ犣（η）＝犲狓狆（－犮η） （１２）

则其自相关函数和自协方差函数分别为

犚犣 ＝ζ
２犲狓狆（－犮η）＋λ２ （１３）

Γ犣（η）＝ζ２犲狓狆（－犮η） （１４）

　　综上可见，利用上述细观模型，只需引入λ，ζ，犮

参数，即可完整描述损伤变量的分布特性．在这一模

型中，定义了单轴损伤演化方式，实现了损伤演化规

律的细观物理解释．

２　细观断裂应变随机场的犓 犔正交

分解

犓犪狉犺狌狀犲狀犔狅犲狏犲分解可以将随机场描述为由

互不相关的随机系数所调制的确定性函数的线性组

合，从而提供了从随机变量集合的角度研究随机场

主要概率特征的可能性［１６］．

引入犓犔分解，随机场Δ（狓，θ）可以展开为
［１７］

Δ（狓，θ）＝Δ
—（狓）＋

∞

狀＝１

λ槡 狀ξ狀（θ）犳狀（狓）（１５）

式中：Δ
—（狓）为随机场Δ（狓，θ）的均值函数，不失一

般性，可假定其值为０；ξ狀 是一组互不相关的标准随

机变量，且满足

犈［ξ狀（θ）］＝０ （１６）

犈［ξ犿（θ）ξ狀（θ）］＝δ犿狀 （１７）

λ狀 和犳狀（狓）分别是自相关函数的特征值和特征函

数，一般可以通过求解下述犉狉犲犱犺狅犾犿积分方程获

得，即

∫犇ρ（狓１，狓２）犳狀（狓１）犱狓１＝λ狀犳狀（狓２） （１８）

式中，ρ（狓１，狓２）即为随机场的自相关函数，本文中

采用式（１２）．

对于１维随机场，若其定义域为［－犪，犪］，则

犉狉犲犱犺狅犾犿积分方程可以写为

∫
犪

－犪
犲狓狆（－犮狓１－狓２ ）犳狀（狓２）犱狓２＝λ狀犳狀（狓１）

（１９）

　　通过求解上述方程，可得特征值和特征函数的

解分别为

λ狀 ＝２犮／（犮２＋犫２狀）

λ狀 ＝２犮／（犮２＋犫２狀
烅
烄

烆 ）
（２０）

犳狀（狓）＝
犮狅狊（犫狀狓）

犪＋
狊犻狀（２犪犫狀）

２犫槡 狀

犳

狀（狓）＝

狊犻狀（犫狀狓）

犪＋
狊犻狀（２犪犫狀）

２犫槡

烅

烄

烆 狀

（２１）

其中，犫狀 和犫狀 是通过求解下面的方程获得的：

犫－犮狋犪狀（犪犫）＝０

犮＋犫狋犪狀（犪犫）＝｛ ０
（２２）

　　因此，针对前述随机损伤模型，其细观断裂应变

随机场可以分解为

Δ（狓，θ）＝
∞

犻＝１

λ槡 犻ξ犻（θ）犳犻（狓）＋


∞

犼＝１

λ槡犼ξ

犼（θ）犳


犼（狓） （２３）

　　以单轴受压为例，取式（１２）中的相关参数犮＝

１／８０，随机场的定义域为［－０．５，０．５］，可给出细观

断裂应变随机场的犓 犔分解数值结果如图２—４

所示．

图２　特征值分布图

犉犻犵．２　犇犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳犲犻犵犲狀狏犪犾狌犲

００８
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图３　特征向量曲线

犉犻犵．３　犆狌狉狏犲狅犳犲犻犵犲狀狏犲犮狋狅狉

图４　随机场犓 犔正交分解样本

犉犻犵．４　犇犲犮狅犿狆狅狊犻狋犻狅狀犮狌狉狏犲狅犳狋犺犲狉犪狀犱狅犿犳犻犲犾犱

３　混凝土单轴应力—应变关系的概率

密度演化

３．１　广义密度演化方程

不失一般性，取应变ε为广义时间参数，设随机系

统为

σ＝犳（Θ，ε），σ（ε０）＝σ０ （２４）

式中：应力σ为状态变量；Θ为随机参数，其概率密

度函数为狆Θ（θ）；ε为广义时间参数．

则σ关于ε的导数记为

σ
·
＝
犳（Θ，ε）

ε
＝犺（Θ，ε） （２５）

　　记｛Θ＝θ｝的条件下，σ（ε）的条件概率密度函

数为狆σ｜Θ（σ，εθ），根据概率相容原理，有

∫
∞

－∞
狆σ Θ（σ，εθ）犱σ＝１ （２６）

同时，｛Θ＝θ｝条件下必有σ（ε）＝犳（θ，ε），则有

狆σ Θ（σ，εθ）＝０，σ≠犳（θ，ε） （２７）

狆σ Θ（σ，εθ）→∞，σ＝犳（θ，ε） （２８）

　　综合式（２５）—（２８），可得该条件概率密度函数为

狆σ Θ（σ，εθ）＝δ（σ－犳（θ，ε）） （２９）

其中，δ（·）为犇犻狉犪犮函数．

对式（２９）两边求导，有

狆σ Θ（σ，εθ）

ε
＝
δ（σ－犳（θ，ε））

ε
＝

　　　
δ（狔）


［ ］
狔 狔＝σ－犳（θ，ε）

·
（σ－犳（θ，ε））

ε
＝

　　　－
犳（θ，ε）

ε

δ（σ－犳（θ，ε））

σ
＝

　　　－犺（θ，ε）
狆σ Θ（σ，εθ）

σ
（３０）

式中，犺（θ，ε）＝
犳（θ，ε）

ε
．

根据条件概率公式，（σ，θ）的联合概率密度函数

狆σΘ（σ，θ，ε）为

狆σΘ（σ，θ，ε）＝狆σ Θ（σ，εθ）狆Θ（θ） （３１）

　　将式（３０）两边同时乘以狆Θ（θ），并结合式（２５），

可得

狆σΘ（σ，θ，ε）

ε
＋σ

·（θ，ε）
狆σΘ（σ，θ，ε）

σ
＝０

（３２）

称式（３２）为广义概率密度演化方程
［１８－１９］．

３．２　混凝土应力—应变概率密度演化过程的计算

从上述推导过程可以看出，状态方程和概率密

度演化方程构成了概率密度演化分析理论的基本框

架．分析过程的核心则是解答概率密度演化方程式

（３２）．根据密度演化分析各控制方程中信息传递的

顺序，可给出概率密度演化方程的数值求解的基本

步骤：

（１）离散选点．利用犓 犔分解将随机场Δ（狓，

１０８
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θ）在其分布区域ΩΘ 离散为一系列的独立随机变

量，即方程（１５），再利用均匀选点策略选出代表点

θ狇（狇＝１，２，…，犖狊犲犾）．其中犖狊犲犾为选点总数．

（２）计算目标量．对于每一组代表点θ狇，利用物

理方程计算其相应的目标物理量．在本文中，目标量

分别为损伤量犇狊和应力σ，它们是通过随机损伤模

型的物理方程（４）和（７）确定的．

（３）求解概率密度．根据概率密度演化方程

（３２）的数值解法，计算出相应的概率密度数值解．本

文中，需要计算的是混凝土应力—应变关系中给定

应变处所对应应力的概率密度演化和损伤的概率密

度演化．

４　实例分析

采用本研究小组对混凝土本构关系的系统试验

研究结果进行实例分析．为简单计，本文仅采用单轴

受压条件下的试验结果进行对比．典型试验情况和

相关曲线见图５和图６（图６中２犃犆２至２犃犆１２均

为板式试件编号）．

图５　板式试件

犉犻犵．５　犘犾犪狋犲狊狆犲犮犻犿犲狀

图６　单轴受压试验曲线

犉犻犵．６　犈狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾犮狌狉狏犲狊狌狀犱犲狉狌狀犻犪狓犻犪犾

犮狅犿狆狉犲狊狊犻狅狀犾狅犪犱犻狀犵

　　依据上述方法对单轴受压条件下的混凝土随机

损伤本构模型进行数值计算，其中参数的选择如下：

分布参数λ＝７．９５，ζ＝０．４７；相关参数犮＝１／８０；弹

性模量犈 服从正态分布，其均值和标准差分别为

３７１０１犕犘犪，４１８１犕犘犪．基于上述参数的计算结果

如图７和图８所示．

为了印证试验结果与数值计算结果之间的一致

性，本文对图６所示试验数据进行进一步统计分析，

给出了典型应变时的统计直方图分布，见图９．图中，

曲线表示基于随机损伤模型和密度演化算法计算得

到的给定应变处应力的概率密度曲线．可以清晰地

看到：理论结果与试验结果吻合良好，充分体现了随

机损伤本构模型的物理实证性．

图７　应力—应变关系

犉犻犵．７　犛狋狅犮犺犪狊狋犻犮犳犾狌犮狋狌犪狋犻狅狀狅犳狊狋狉犲狊狊狊狋狉犪犻狀犮狌狉狏犲

２０８
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图８　损伤演化过程

犉犻犵．８　犛狋狅犮犺犪狊狋犻犮犳犾狌犮狋狌犪狋犻狅狀狅犳犱犪犿犪犵犲犲狏狅犾狌狋犻狅狀

图９　试验与理论对比

犉犻犵．９　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀犫犲狋狑犲犲狀犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋犪犾犪狀犱狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾狉犲狊狌犾狋狊

５　结论

在混凝土本构关系的研究中，非线性、随机性及

其耦合作用一直都是一个较难解决的问题．随机损

伤本构模型从细观破坏机制入手，可以实现对混凝

土材料随机损伤及其演化规律的物理解释．本文借

助犓犔分解，将细观断裂应变随机场分解为由互不

相关的随机系数所调制的确定性函数的线性组合，

利用概率密度演化方法，得到了单轴受力状态任意

应变处应力的概率密度函数估计．将数值计算结果

与试验结果进行了统计层次的对比，证实了随机损

伤本构模型的物理实证性．同时，这一研究进展表

明：可以采用概率密度演化方法描述混凝土受力本

构行为的概率密度演化过程，从而为在结构层次上

进行精细的结构非线性随机反应分析提供了基础．
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