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四边简支压电层合板灵敏度分析的精确解

张宏伟，武锋锋，卿光辉
（中国民航大学 航空工程学院，天津 ３００３００）

摘　要：　为了应用弹性力学中的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程研究压电材料的灵敏度系数问题，基于压电材料的 Ｈ Ｒ

（Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ Ｒｅｉｓｓｎｅｒ）变分原理，简要地导出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程算子表达式，建立了四边简支板静力学控制方

程。根据灵敏度定义，在静力学控制方程的基础上联立灵敏度控制方程，得到了增维的齐次压电材料静力响应和

灵敏度系数混合控制方程。应用该方程可以同时求得压电层合板的力学、电学参量及其灵敏度。该算法过程简

单、运算效率和稳定性好。数值算例结果与有限差分法的结果比较表明本文方法切实有效。
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　　压电材料是一类智能结构系统中的主导材料。

它具有类生物的功能，通过自身的感知响应内外环

境的变化，达到自检测、自诊断、自适应的目的，

实现动态、在线、实时、主动监测与控制。因此，

在航空航天、国防军事、民用建筑、水利、医学、汽

车等领域都有着广阔的发展前景［１］。为了提高传感

器的响应速度和可靠性，对材料进一步进行优化设

计是十分必要的。

选择适当的组分材料、空间结构及夹杂形状是

设计压电材料的第一步［２］。其中，应力和位移对材

料参数灵敏度的研究可为选择组分材料、空间结构

及夹杂形状提供重要的参考。另外，应力和位移对

几何参数灵敏度的研究可用于结构形状的优化。灵

敏度即求导信息，灵敏度分析（ＳＡ）是一种度量、评

价因设计变量或参数的改变而引起结构响应特性变

化率的方法［３］。

ＳＡ的研究方法经过几十年的发展已经相当丰

富，主要有解析法［４］、有限差分法、半解析法［５］和

随机有限元法［６］等。伴随着２０世纪９０年代初弹性

力学辛理论［７９］的建立，将弹性力学辛理论下的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程引入ＳＡ的研究可能成为层合

结构ＳＡ研究的一个新方向。文献［１０］首次应用状



态空间方法即 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程方法研究了热电

弹性层合板多个物理量的灵敏度问题，这是灵敏度

分析研究中首次引入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程。

本文中在压电材料 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程理论的

基础上，给出了一种求解压电层合板参数灵敏度的

增维齐次方程方法。

１　犎犪犿犻犾狋狅狀正则方程和级数解法

在直角坐标系下，压电弹性材料修正后的 Ｈ

Ｒ（Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ Ｒｅｉｓｓｎｅｒ）变分原理或类 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原

理可表示为［７，８，１１１５］

δΠ＝δ犞

（犘Ｔ犙，狕－犎）ｄ犞＋δ犛犃

（λ
Ｔ
１犅狆狇－ －λ

Ｔ
０犅狆－狇）ｄ犛

（１）

其中：犘＝［σ狓狕　σ狔狕　σ狕狕　犇狕狕］
Ｔ；犙＝［狌　狏　狑　φ］

Ｔ；

犎 是 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ 函 数；犛犃 为 混 合 边 界 条 件；

犅狆狇－＝［狆狓（狌－狌
－）　狆狔（狏－狏

－）　狆狕（狑－狑
－）　狆狇（φ－φ

－）］Ｔ，

狆犻（犻＝狓，狔，狕）是侧面边界表面３个坐标方向的应

力，狆狇 是边界表面上的电荷载荷，狌
－、狏

－ 和狑
－ 是边

界表面３个坐标方向的给定位移分量，φ
－ 是边界表

面上的给定电势；犅狆－狇＝［狆
－
狓狌　狆

－
狔狏　狆

－
狕狑　狆

－
狇φ］

Ｔ，

狆
－
犻（犻＝狓，狔，狕）是边界表面３个坐标方向的给定应力

分量，狆
－
狇 是边界表面给定的电荷载荷。

λ１＝［λ狓－１λ狔－１λ狕－１λ狇－１］
Ｔ 和λ０＝［λ狓λ狔λ狕λ狇］

Ｔ

是特意引入的特征系数，λ犻（犻＝狓，狔，狕，狇）的值可取

１和０。如果在狓方向为应力边界条件，则λ狓＝１；

若是位移边界条件，则λ狓＝０；λ狔、λ狕 的取值依次类

推。若边界上给定电位移，则λ狇＝１；若边界上给

定电势，则λ狇＝０。在弹性材料修正后的Ｈ Ｒ变分

原理中引入特征系数方法最早由陈浩然等提出，本

文中将其扩展到了压电弹性材料问题中，即用相同

的特征参数来标记边界处的电位移和电势２个变

量。引入特征系数后，式（１）既能表达单一边界条

件问题，又能表达混合边界条件问题。

对不考虑体积力的静力学问题，Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

函数犎 的表达式为

犎＝－犘
Ｔ（犌１犙）－犘

Ｔ
Φ
Ｔ
２１（犌２犙）－

１

２
（犌２犙）

Ｔ
Φ２２（犌２犙）

＋
１

２
犘ＴΦ１１犘 （２）

式中：犌１ ＝

０ ０ α ０

０ ０ β ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，犌２ ＝

α ０ ０ ０

０ β ０ ０

β α ０ ０

０ ０ ０ α

０ ０ ０

熿

燀

燄

燅β

，

α＝／狓，β＝／狔；对于正交各向异性压电材料有

Φ１１ ＝

犽１ ０ ０ ０

０ 犽２ ０ ０

０ ０ 犽３ 犽４

０ ０ 犽４ 犽

熿

燀

燄

燅５

，

Φ１２ ＝－Φ
Ｔ
２１ ＝

０ ０ ０ 犽６ ０

０ ０ ０ ０ 犽７

犽８ 犽９ ０ ０ ０

犽１０ 犽１１

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，

Φ２２ ＝

犽１２ 犽１３ ０ ０ ０

犽１３ 犽１４ ０ ０ ０

０ ０ 犽１５ ０ ０

０ ０ ０ 犽１６ ０

０ ０ ０ ０ 犽

熿

燀

燄

燅１７

． （３）

式中，犽犻（犻＝１，２，…，１７）是与材料刚度矩阵系数相

关的常量，具体表达式见文献［１５］。

式（１）中并不包括平面内应力和电位移分量。

这正是式（１）被称为修正后的变分原理的原因之一。

３个平面内应力和２个平面内电位移分量的表达

式为

σ狓狓

σ狔狔

σ狓狔

犇狓狓

犇

烅

烄

烆

烍

烌

烎狔狔

＝

犽１２α 犽１３β ０ ０ ０ －犽８ －犽１０

犽１３α 犽１４β ０ ０ ０ －犽９ －犽１１

犽１５β 犽１５α ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ 犽１６α －犽６ ０ ０ ０

０ ０ 犽１７β ０ －犽７

熿

燀

燄

燅０ ０

狌

狏

φ

σ狓狕

σ狔狕

σ狕狕

犇

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕狕

（４）

式（４）表明平面内应力和电位移分量是关于位移狌、

狏、电势φ、平面外应力和平面外电位移的表达式。

就板类问题而言，板侧面边界上位移和电势的

边界条件可表示为

狌＝狌
－，狏＝狏

－，狑＝狑
－，φ＝φ

－ （５）

式（１）中的狆犻（犻＝狓，狔，狕，狇）可用板的侧面边界应力

和电位移分别表示为

狆狓

狆狔

狆

烅

烄

烆

烍

烌

烎狇

＝

狀狓 ０ 狀狔 ０ ０

０ 狀狔 狀狓 ０ ０

０ ０ ０ 狀狇狓 狀

熿

燀

燄

燅狇狔

σ狓狓

σ狔狔

σ狓狔

犇狓狓

犇

烅

烄

烆

烍

烌

烎狔狔

（６ａ）

狆狕 ＝狀狓σ狓狕＋狀狔σ狔狕 （６ｂ）

　　以犘和犙 为相互独立的变量，对式（１）进行变

分并分部积分可得Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程

ｄ

ｄ狕

犘｛ ｝犙 ＝
犌Ｔ１＋犌

Ｔ
２Φ２１ 犌Ｔ２Φ２２犌２

Φ１１ －（犌１＋Φ
Ｔ
２１犌２

［ ］）
犘｛ ｝犙 （７）

·７９１·张宏伟，等：四边简支压电层合板灵敏度分析的精确解



　　文献［１０］从热弹性材料的本构关系和相应的平

衡方程出发也导出了与方程（７）类似的表达式。很

显然方程（７）并没有包括边界项，主要是因为下面

仅考虑四边简支的矩形板问题。

根据文献［９ １０］，对于四边简支的矩形板问

题，可用三角级数对平面外应力（包括电位移）和位

移（包括电势）变量分离

［狌，σ狓狕］＝∑
犿
∑
狀

［狌犿狀（狕），σ
犿狀
狓狕（狕）］ｃｏｓ（犿π狓／犪）ｓｉｎ（狀π狔／犫）

［狏，σ狔狕］＝∑
犿
∑
狀

［狏犿狀（狕），σ
犿狀
狔狕（狕）］ｓｉｎ（犿π狓／犪）ｃｏｓ（狀π狔／犫）

［狑，σ狕狕］＝∑
犿
∑
狀

［狑犿狀（狕），σ
犿狀
狕狕（狕）］ｓｉｎ（犿π狓／犪）ｓｉｎ（狀π狔／犫）

［犇狕，φ］＝∑
犿
∑
狀

［犇犿狀狕 （狕），φ
犿狀（狕）］ｓｉｎ（犿π狓／犪）ｓｉｎ（狀π狔／犫

烍

烌

烎）

（８）

式中：犪、犫分别表示矩形板的长和宽；犿、狀代表

波数。

将式（８）代入方程（７），对于任意一对犿 狀

都有

（ｄ／ｄ狕）犚（狕）＝犓犚（狕） （９）

方程（９）是齐次微分方程，标准解为

犚（狕）＝犜（狕）犚（０） （１０）

式中，犜（狕）＝ｅｘｐ（犓狕）。

为了叙述方便，将应力和电位移简称为应力或

广义应力，位移和电势简称为位移或广义位移。

对于一狀层板，每一层都有相应的方程（９）。

由层间位移和应力的连续关系可得

犚（狕狀）＝ （∏
狀

犼＝１
犜犼（狕犼））犚（０） （１１）

式中：狕犼（犼＝１，２，３，…，狀）表示每一层的厚度；

犓犼（犼＝１，２，３，…，狀）表示每一层的系数矩阵。

按照位移和应力分类，方程（１１）可写成矩阵形

式的方程组

犘犿狀（狕狀）

犙
犿狀（狕狀

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝
犜１１ 犜１２

犜２１ 犜
［ ］

２２

犘犿狀（０）

犙
犿狀（０｛ ｝） （１２）

２　灵敏度公式和求解方法

首先，将材料参数如犈狓、μ狓狔、犲３１等以及几何参

数犪和犫看作平面外应力函数和位移函数的自变量。

根据灵敏度的定义，对方程（９）其中任意参数求导

ｄ犡（狕）／ｄ狕＝犓·犡（狕）＋犓，λ犚（狕） （１３）

式中：犡（狕）＝犚，λ（狕）＝ｄ犚（狕）／ｄλ；犓，λ＝ｄ犓／ｄλ；λ

代表材料参数或几何参数。

同理，对于一狀层板，每一层都有相应的方程

（１３）。层合板中第犼层的解为

犡（狕犼）＝犜λ犼（狕犼）犡（狕犼－１）＋犚λ犼（狕犼） （１４）

式中：

犡（狕犼）＝ ［犘
犿狀
，λ（狕犼）　犙

犿狀
，λ（狕犼）］

Ｔ，

犡（狕犼－１）＝［犘
犿狀
，λ（狕犼－１）　犙

犿狀
，λ（狕犼－１）］

Ｔ，

犜λ犼（狕犼）＝ｅｘｐ（犓犼·狕犼），

犚λ犼（狕犼）＝∫
狕
犼

０
ｅｘｐ（犓犼·（狕犼－τ）犓，λ犼犚（τ）ｄτ．

由层间位移和应力的连续关系，有

式（９）中：

犚（狕）＝［犘犿狀　犙
犿狀］Ｔ＝［σ

犿狀
狓狕（狕）　σ

犿狀
狔狕（狕）　σ

犿狀
狕狕（狕）　犇

犿狀
狕 （狕）　狌

犿狀（狕）　狏
犿狀（狕）　狑

犿狀（狕）　φ
犿狀（狕）］Ｔ，

犓＝

０ ０ 犽８η 犽１０η 犽１２η
２＋犽１５ζ

２ 犽１３ηζ＋犽１５ηζ ０ ０

０ ０ 犽９ζ 犽１１ζ 犽１３ηζ＋犽１５ηζ 犽１４ζ
２＋犽１５η

２ ０ ０

η ζ ０ ０ ０ ０ ０ ０

－犽６η －犽７ζ ０ ０ ０ ０ ０ 犽１６η
２＋犽１７ζ

２

－犽１ ０ ０ ０ ０ ０ －η 犽６η

０ 犽２ ０ ０ ０ ０ －ζ 犽７ζ

０ ０ 犽３ 犽４ －犽８η －犽９ζ ０ ０

０ ０ 犽４ 犽５ －犽１０η －犽１１ζ

熿

燀

燄

燅０ ０

，

ζ＝犿π／犫，η＝狀π／犫．
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犡（狕狀）＝ （∏
狀

犼＝１
犜λ犼（狕犼））犡（０）＋

（∏
狀

犼＝２
犜λ犼（狕犼））犚λ１（狕１）＋

（∏
狀

犼＝３
犜λ犼（狕犼））犚λ２（狕２）＋…＋犚λ狀（狕狀）

（１５）

将上式写成矩阵形式

犘犿狀，λ（犺狀）

犙
犿狀
，λ（犺狀

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝
犜λ１１ 犜λ１２

犜λ２１ 犜λ
［ ］

２２

犘犿狀，λ（０）

犙
犿狀
，λ（０

烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＋
Γ
犿狀
，λ１

Γ
犿狀
，λ

烅
烄

烆
烍
烌

烎２
（１６）

式中

［Γ
犿狀
，λ１　Γ

犿狀
，λ２］＝ （∏

狀

犼＝２
犜λ犼（狕犼））犚λ１（狕１）＋

（∏
狀

犼＝３
犜λ犼（狕犼））犚λ２（狕２）＋…＋

犚λ狀（狕狀）

从方程（１３）到方程（１６），本文的推导方法与文

献［１０］完全相同。

文献［１０］求解应力灵敏度和位移灵敏度的最基

本的３个步骤是：首先由公式（１１）求得任意位置的

位移应力和位移犚（狕犼），再将其代入方程（１３）进行

卷积运算得到犚λ犼（狕犼）；然后根据方程（１５）得到

［Γ
犿狀
，λ１　Γ

犿狀
，λ２］；最后由方程（１６）求得任意位置的应力

灵敏度和位移灵敏度。

很明显，文献［１０］中的方法比较繁琐，程序编

写也很不方便。另一方面，［Γ
犿狀
，λ１　Γ

犿狀
，λ２］的数据运算

量很大，而且卷积运算比较消耗时间。

事实上，方程（９）和方程（１３）可联立求解。其

联立形式为

ｄ

ｄ狕

犘犿狀，λ（狕）

犙
犿狀
，λ（狕）

犘犿狀（狕）

犙
犿狀（狕

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

＝

犓１１ 犓１２ 犓１１，λ 犓１２，λ

犓２１ －犓
Ｔ
１１ 犓２１，λ －犓

Ｔ
１１，λ

０ ０ 犓１１ 犓１２

０ ０ 犓２１ －犓
Ｔ

熿

燀

燄

燅１１

犘犿狀，λ（狕）

犙
犿狀
，λ（狕）

犘犿狀（狕）

犙
犿狀（狕

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

（１７ａ）

为了叙述方便，将上式简写为如下形式：

ｄΞ（狕）／ｄ狕＝犎Ξ（狕） （１７ｂ）

式中，Ξ（狕）＝［犘
犿狀
，λ（狕）犙

犿狀
，λ（狕）犘

犿狀（狕）犙
犿狀（狕）］Ｔ。

对于一狀层板，每一层都有方程（１７）。值得注

意的是方程（１７）是齐次方程，因此由层间的连续关

系可以得到

Ξ（狕狀）＝ （∏
狀

犼＝１
Ψ犼（狕犼））Ξ（０）＝ΠΞ（０） （１８）

式中：狕犼（犼＝１，２，３，…，狀）是每一层的厚度；

ψ犼（狕犼）＝ｅｘｐ（犎犼·狕犼），犎犼（犼＝１，２，３，…，狀）是每一

层的系数矩阵。

交换方程（１７）中的列向量犙
犿狀
，λ和犘

犿狀，并将其

写成方程组的形式

Ξ犘（狕狀）

Ξ犙（狕狀
｛ ｝）＝

Π１１ Π１２

Π２１ Π
［ ］

２２

Ξ犘（０）

Ξ犙（０
｛ ｝） （１９）

式中：Ξ犙（０）＝［犙
犿狀
，λ （０）　犙

犿狀（０）］Ｔ；Ξ犙（狕狀）＝

［犙
犿狀
，λ（狕狀）　犙

犿狀（狕狀）］
Ｔ；Ξ犘（０）＝［犘

犿狀
，λ（０）　犘

犿狀（０）］Ｔ；

Ξ犘（狕狀）＝［犘
犿狀
，λ（狕狀）　犘

犿狀（狕狀）］
Ｔ 分别代表层合板上

下表面的应力，通常是已知的。如果上下表面的电

位移不是已知的，则电势就应该是已知的。因此可

将向量Ξ犘 中电位移犇
犿狀（狕）和灵敏度犇犿狀，λ（狕）与向

量Ξ犙 中的电势φ
犿狀（狕）和φ

犿狀
，λ（狕）对调。

根据方程（１９），可获得上下表面的位移解为

Ξ犙（０）＝Π
－１
１２（Ξ犘（狕狀）＋Π１１Ξ犘（０））

Ξ犙（狕狀）＝Π２１Ξ犘（０）＋Π２２Ξ犙（０）
（２０）

通过方程（１７），又可以同时获得层合板内部任意位

置的应力、应力灵敏度和位移、位移灵敏度。虽然

联立方程（１７）的系数矩阵犎 的维数是方程（１０）或

方程（１３）的２倍，但是，方程（１７）中的传递矩阵Π

只需计算１次，与文献［１０］中的方法相比简洁得

多。另一方面，即本文的方法最突出的优点是齐次

方程（１７）的求解，过程简洁，易于编程，同时避免

卷积运算，提高了运算速度和数值结果的稳定性。

３　数值实例分析

考虑由ＰＺＴ ５Ａ型压电材料构成的三层板，

板的长度和宽度均为犪，厚宽比犚＝犺／犪＝０．１，各

子层厚度犺１＝犺２＝犺３＝犺／３，铺层角度为０°／９０°／

０°。上表面受单位均布载荷，且上下表面电势差为

１Ｖ，ＰＺＴ ５Ａ型压电材料的材料性质见表１。

实例分析表明本文方法与采用文献［１０］的方法

所得的结果一致（精确位数８位）。表２和表３列出

由本文方法（犿＝狀＝１）得到的最大位移和最大应力

的灵敏度。

灵敏度的有限差分法的表达式为［１６］



λ
犳（…）＝

犳（…＋Δλ）－犳（…）

Δλ
（２１）

本文解与有限差分解的对比结果见表４。限

于篇幅问题，本文只给出最下一层板的静力响应

对厚宽比犚灵敏度系数与有限差分法结果比较

的误差，其中差分法步长为０．０００００５犚。可以

看出，本文的结果是可靠的。表４中的误差公式

为Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ－Ｐｒｅｓｅｎｔ
Ｐｒｅｓｅｎｔ

。
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表１　所用犘犣犜 ５犃型压电材料的材料性能

犜犪犫犾犲１犕犪狋犲狉犻犪犾狆狉狅狆犲狉狋犻犲狊狅犳犘犣犜 ５犃

Ｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ Ｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓ／ＧＰａ Ｐｏｉｓｓｏｎｓｒａｔｉｏ

犈１ 犈３ 犈３ 犌１２ 犌１３ 犌２３ μ１２ μ１３ μ２３

６１．０ ６１．０ ５３．２ ２２．６ ２１．１ ２１．１ ０．３５ ０．３８ ０．３８

Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏｎｓｔａｎｔ／（Ｃ·ｍ－２） Ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏｎｓｔａｎｔ／１０－８ｆａｒａｄｓ·ｍ－１

犲３１ 　犲３２ 　犲３３ 犲１５ 犲２４ ／ ε１１ ε２２ ε３３

３７４ －１７１ －１７１ ５８４ ５８４ ／ １．５３ １．５３ １．５０

表２　层合板层间界面和上下表面的最大广义位移狑、犇狕的灵敏度

犜犪犫犾犲２　犛犲狀狊犻狋犻狏犻狋狔犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狅犳犵犲狀犲狉犪犾犻狕犲犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狑犪狀犱犇狕狅犳狋犺犲犻狀狋犲狉犳犪犮犲，狋狅狆犪狀犱犫狅狋狋狅犿狊狌狉犳犪犮犲

犳 狕／犺 　ｄ犳／ｄ犈１ 　ｄ犳／ｄ犚 　ｄ犳／ｄ犲３３ 　ｄ犳／ｄ犲３１ 　ｄ犳／ｄ犲１５

狑
犪

２
，犪
２
，（ ）狕

０．０ －１．８５９５０Ｅ－２２ １．９５６３６Ｅ－１１ ３．６６８８２Ｅ－１２ １．２３５６３Ｅ－１２ ４．８９７６７Ｅ－１３

０．４ －１．８３０７８Ｅ－２２ １．９７０５１Ｅ－１１ －２．３４２５４Ｅ－１２ ３．０３３７６Ｅ－１２ ４．８２９２６Ｅ－１３

０．６ －１．８３２２７Ｅ－２２ １．９７０５１Ｅ－１１ －８．１６４９８Ｅ－１２ ４．７８６６５Ｅ－１２ ５．０７６９２Ｅ－１３

１．０ －１．８６３９３Ｅ－２２ １．９５６３６Ｅ－１１ －１．３７９３４Ｅ－１１ ６．４６９９６Ｅ－１２ ４．８８５９５Ｅ－１３

犇狕
犪

２
，犪
２
，（ ）狕

０．０ －２．５０６０１Ｅ－３２ １．９６０８６Ｅ－８ －３．６６８８２Ｅ－１２ －１．２３５６３Ｅ－１２ －４．８９７６８Ｅ－１３

０．４ －２．６８４６０Ｅ－３２ ３．１３５２５Ｅ－９ －６．３０１６８Ｅ－１２ ７．６６８１４Ｅ－１２ ５．６６８７８Ｅ－１３

０．６ －１．４３７２０Ｅ－３２ －６．４５８６３Ｅ－９ －１．１１６１４Ｅ－１１ ４．４６８２２Ｅ－１２ －５．６６７８５Ｅ－１３

１．０ －１．６１７２５Ｅ－３２ －９．６０８７１Ｅ－９ －１．３７９３４Ｅ－１１ ６．４６９９６Ｅ－１２ ４．８８５９６Ｅ－１３

表３　层合板层间界面最大平面外广义应力的灵敏度

犜犪犫犾犲３　犛犲狀狊犻狋犻狏犻狋狔犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狅犳犵犲狀犲狉犪犾犻狕犲犱狅狌狋狆犾犪狀犲狊狋狉犲狊狊狅犳狋犺犲犻狀狋犲狉犳犪犮犲

犳 狕／犺 ｄ犳／ｄ犈１ 　ｄ犳／ｄ犚 ｄ犳／ｄ犲３３ 　ｄ犳／ｄ犲３１ 　ｄ犳／ｄ犲１５

σ狓狕 ０，
犪

２
，（ ）狕

０．４ ３．１４９０３Ｅ－１２ 　０．２１２２７９ ０．０６７７２５ －３．６７１２２ －０．２１６３０３

０．６ ２．８２６０５Ｅ－１２ ０．２１２４０５ －０．０６８１７６３ ３．３３３６９ －０．０９９５０７４

σ狕狕
犪

２
，犪
２
，（ ）狕

０．４ ４．９３１６３Ｅ－１６ －７．３８８５１Ｅ－５ ０．０１４３０７１ －６．７１０９４Ｅ－３ －０．０１６６２３３

０．６ ２．９２０９３Ｅ－１６ ３．８４６３９Ｅ－５ ０．０１４２１２７ －６．６６６６６Ｅ－３ －３．４０７３７Ｅ－３

φ
犪

２
，犪
２
，（ ）狕
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表４　静力响应对厚宽比犚的灵敏度系数
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Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ１．９５６３８Ｅ－１１ －９．６０８６４Ｅ－９ ０．２１２４０５ ３．８４６３６Ｅ－５ １．９０２２７Ｅ－３ －２．１４６５ －１．４６４０３Ｅ－８

Ｐｒｅｓｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎ １．９５６３６Ｅ－１１ －９．６０８７１Ｅ－９ ０．２１２４０５ ３．８４６３９Ｅ－５ １．９０２２８Ｅ－３ －２．１４６５ －１．４６４０３Ｅ－８

Ｅｒｒｏｒ １．９２９９７Ｅ－９ ６．６０９７９Ｅ－８ １．７１１４２Ｅ－８ ４．００８９１Ｅ－６ ２．０８７９６Ｅ－７ 　２．８８７１Ｅ－９ 　１．７３１４３Ｅ－８

·００２· 复 合 材 料 学 报



４　结　论

本文中以压电材料的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程为基

础，通过联立静力学控制方程和灵敏度控制方程，

为压电层合板的材料和几何参数灵敏度分析提出了

一种简洁方法，这里称其为混合控制方程解析法或

齐次方程解析法。实例分析中，得到了位移和应力

对材料参数和几何参数的灵敏度系数在狕方向上的

分布情况，解析法结果与有限差分法比较表明解析

法结果切实有效。
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