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摘　要： 基于经典模糊集建立了模糊方向模型，在四方向模型中各方向是等角划分；在八方向模型中四个主要
方向各占 ６０°，四次要方向各占 ３０°。 提出建立模糊方向区间来描述目标地物与参考点之间的方向关系，用一对
带有符号的隶属度来表示目标在原子方向的隶属关系，使方向关系的描述更精细。 利用二型模糊集理论建立了
顾及参考点点位误差的八方向模糊不均匀划分模型，讨论了方向主隶属度成员函数和隶属度的不确定性。 由于
参考点点位误差引起方向隶属度误差，增加了方向关系的不确定性。 该模型充分考虑了参考点点位误差、认知
习惯和目标对象在参考点各原子方向的权重，顾及了多方面确定或不确定的信息，在方向关系近似描述中有较
大的应用前景。
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0　引言
由于地理信息固有的不确定性，人们在日常生活中表征空

间方向的 “东”“南”“西”“北”等方向概念的模糊性，要求空
方向关系表达和推理也是模糊的。 文献［１，２］总结比较了目
前用于描述空间方向关系的各种模型，包括锥形模型、最小外
切矩形模型、２Ｄ唱Ｓｔｒｉｎｇ 等投影模型、Ｆｒｅｋｓａ唱Ｚｉｍｍｅｒｍａｎｎ 模型、
方向关系矩阵模型和方向 Ｖｏｒｏｎｉｏ图模型。 文献［３］基于锥形
的方法，利用梯形隶属函数建立空间方向关系的模糊表达。 杜
世宏等人［４，５］对方向关系矩阵模型中原子方向分界线进行模

糊化来对空间进行模糊划分，对于同一区域，建立细节方向关

系描述模型。 文献［６］利用目标对象与方向关系矩阵模型中
原子方向分界线的拓扑关系，对方向关系矩阵模型进一步细
化。 文献［７］利用目标对象在原子方向区域的面积比进行模
糊化。 文献［８］用等宽度带划分空间的方法讨论了多尺度下
的空间方向问题。
根据文献［１，９］和笔者的研究认为，目前在空间方向关系

描述中存在以下问题：
ａ）目前常用的模型如锥形模型、ＭＢＲ 模型均是对空间的

硬性划分；一些文献采用的以一定宽度的区间作为主方向的过
渡带或者作为模糊区间，而这一做法带有主观性。

ｂ）对于原子方向内部目标实体的方向隶属程度不能很好
地表达。
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ｃ）没有为各原子方向建立一套有效的模糊隶属函数。 由
于空间数据位置误差，由此建立的原子方向隶属度也应有误
差，但是目前的研究没有对模糊方向隶属度的不确定性进行
讨论。

ｄ）地理实体的方向关系的表达与自然语言描述不符。
空间方向关系框架模型需要考虑参考对象、目标对象、观

测者的位置、框架模型对空间的划分，还需要研究各方向片之
间的关系。 笔者首先利用模糊理论建立了参考点无误差的八
方向模糊不均匀划分模型。 由于空间数据固有的不确定性，利
用二型模糊集能够顾及隶属度误差的优势，建立了考虑模糊方
向隶属度误差的八方向模糊不均匀划分模型，详细讨论了主隶
属函数的建立方法，并对模糊方向隶属度的不确定性进行了评
定，笔者认为利用二型模糊理论分析空间对象间的方向关系更
合理。

1　八方向不均匀模糊划分模型
1畅1　四方向模糊划分

空间四方向模糊划分指过参考点的左斜线、右斜线，将空
间分为东、南、西、北四块区域，如图 １（ａ）所示。 各方向的隶属
函数如图 １（ｂ）所示，其中方向北的隶属函数可以用式（１）表
示。 类似地通过四方向的隶属函数可解得东、南、西、北四方向

的模糊划分角度分别为π
４ 、 ３

４ π、 ５
４ π、 ７

４ π，分界处的隶属度

均为 ０．５。 任意方位角在［０， π
４ ］、［ π

４ ， ３
４ π］、［ ３

４ π， ５
４ π］、

［ ５
４ π， ７

４ π］、［ ７
４ π，２π］的隶属度可通过方向隶属函数求得，

主要属于某方向由式（２）确定。

μＮ（θ） ＝

－２
π

（θ －π
２

）　　　０≤θ≤ π
２

０　　　　　　　　　π
２

＜θ≤ ３
２

π

２
π（θ －３

２ π）　　　 ３
２ π＜θ≤２π

（１）

μθ ＝ｍａｘ（μA（θ），μB（θ）） （２）

式（２）中，A，B∈｛Ｎ，Ｅ，Ｓ，Ｗ｝，A≠B。

1畅2　八方向不均匀模糊划分模型
空间八方向模糊划分可以认为是四方向模糊划分的细化，

也可以认为是突出图 １（ａ）中隶属度为 ０．５ 附近的角度区间。
取μＮＥ（θ） ＝２ ×∧（μＮ，μＥ ），μＳＥ （ θ） ＝２ ×∧（μＳ，μＥ ），μＳＷ
（θ） ＝２ ×∧（μＳ，μＷ），μＮＷ（θ） ＝２ ×∧（μＮ，μＷ），得到 ＮＥ、ＳＥ、
ＳＷ、ＮＷ四个方向的隶属函数，其中东北方向的隶属函数可用
式（３）描述。

μＮＥ（θ） ＝

４
π

θ　　　　　　　　０≤θ≤ π
４

－４
π（θ －π

２ ）　　　 π
４ ＜θ≤ π

２

０　　　　　　　　　 π
２

＜θ≤２π

（３）

通过联立北和东北方向隶属函数，可求得北和东北方向的
模糊划分，类似地可求八元方向的模糊划分，如表 １所示。 在各
分界点的隶属度均为 ０．６７，八方向对空间的划分如图 ２所示。

表 １　八方向模糊区间划分

Ｎ ＮＥ Ｅ ＳＥ Ｓ ＳＷ Ｗ ＮＷ

区间
［０，π／６］、

［（１１／６）π，２π］

［π／６，

π／３］

［π／３，

（２／３）π］

［（２／３）π，

（５／６）π］

［（５／６）π，

（７／６）π］

［（７／６）π，

（４／３）π］

［（４／３）π，

（５／３）π］

［（５／３）π，

（１１／６）π］

夹角 ６０° ３０° ６０° ３０° ６０° ３０° ６０° ３０°

　　要确定某方位角属于某方向，首先用各原子方向的隶属函
数求得任意方位角在八区间的隶属度，然后利用式（４）确定属
于某方向。

μθ ＝ｍａｘ（μA（θ），μB（θ），μC（θ）） （４）

式（４）中，A，B，C∈｛Ｎ，ＮＥ，Ｅ，ＳＥ，Ｓ，ＳＷ，Ｗ，ＮＷ｝，A≠B≠C，
μθ∈［０．６７　１］。
这种划分是基于隶属度的模糊划分，各原子方向所占的角

度不一样。 其中 Ｎ、Ｅ、Ｓ、Ｗ各占 ６０°，而 ＮＥ、ＳＥ、ＳＷ、ＮＷ各占
３０°。 所以该模型不是空间方向的硬性划分，突出了东、南、西、
北四方向的主要地位，符合人们的习惯。

1畅3　以点为参考的模糊方向关系细节描述
点与点的方向关系较容易。 对于点与线和面的方向关系，

文献［８］用方向关系矩阵来描述方向关系，显然，当两个目标
有相同的面积，在某原子方向上也有相同的面积时，两个目标
的方向将不能很好地区分。 而在日常生活中，人们通常以“北
偏东”的语句来描述近似方向关系。 由上文可知，当直线位于
方向轴线上时隶属度为 １；当直线不在方向轴线上时，点线方
向关系的隶属度是一个区间。
定义 １　在点线方向关系中，除了直线在 Ｎ、ＮＥ、Ｅ、ＳＥ、Ｓ、

ＳＷ、Ｗ、ＮＷ各方向轴上，在其他区域均为一个模糊区间，这个
区间为模糊方向区间。 模糊方向区间表示为

［a倡　b倡］，０．６７≤a≤１，０．６７≤b≤１，倡∈｛ ＋　 －｝

其中：“ ＋”“ －”表示方向轴的顺时针方向和逆时针方向。
以参考点为中心作一参考圆，参考圆的半径视地图尺度而

定。 直线在参考圆上的投影构成了直线方向范围，如图 ３（ ａ）
所示。 通过参考圆求得直线在参考圆上投影的起止角 θ１和
θ２，通过八原子方向的隶属函数确定起止角在各方向的隶属
度，然后利用式（４）确定直线各部分所处的方向，如图 ３（ｂ）
所示。
通过模糊方向区间数，不同的地理实体在原子方向内的方

向关系可以很好地区分。 点面方向关系的确定与点线方向关
系确定方法类似。

2　扩展的八方向模糊不均匀划分模型
由于参考点不可避免地存在点位误差，那么在参考点的各

方向均存在一定的偏差。 在 ＧＩＳ的矢量数据中，二维随机点的
位置不确定性常用误差椭圆来度量，参考点在任意方向 θ上的
位置偏差可用误差椭圆在 θ方向上两条切线之间的范围表示，
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如图 ４（ａ）所示。 为了求得方向偏差，两条方向切线与参考圆
相交，得到一段圆弧，该圆弧对应的夹角即为方向偏差，图 ４
（ａ）中的 θＮ、θＮＥ、θＥ就是参考点在 Ｎ、ＮＥ、Ｅ三个方向上的方向
偏差。

2畅1　任意方向角偏差的计算
以（x０ ，y０ ）为圆心、椭圆倾斜角的负值（ －θ０ ）旋转误差椭

圆，得到标准误差，如图 ４（ｂ）所示。 相应的任意方向角为 θ′＝
θ－θ０，该方向上切线斜率为 K ＝ｔａｎ（θ′）。 该点对应的误差椭
圆方程为

（x －x０ ） ２

E２ ＋
（y －y０ ） ２

F２ ＝１ （５）

该误差椭圆上任意点的斜率为

K ＝F２

E２ ×
x －x０
y －y０

（６）

取 K＝K′，联立方程式（５）和（６），即可求得椭圆上两个与
圆曲线斜率相等的点：

x ＝± E２K′

（EK′）２ ＋F２
＋x０ （７）

y ＝± F２

（EK′）２ ＋F２
＋y０ （８）

求得两点 t１ 、t２ ，由 K′和 t１ 、t２得到一组平行线 l１ 、l２ ：
l１ ：y ＝K′×（ x －xt１ ） ＋yt１
l２ ：y ＝K′×（ x －xt２ ） ＋yt２

（９）

两平行线的距离为 dθ ＝
K′×（xt２ －xt１ ） ＋yt２ －yt１

１ ＋（K′）２
。 将

点 t１ 、t２投影到单位圆，可以得到圆弧t１ t２ ，因为弧t１ t２很短，可用
dθ代替弧t１ t２的长度；因为圆为单位圆，那么t１ t２的弧长可表示
为t１ t２的圆心角。 dθ即是参考点在任意方向 θ 上的方向偏
差τθ。

2畅2　方向隶属函数的不确定性分析
参考点的点位误差在任意方向轴上均服从正态分布，且方

差为 dθ ／２。 投影到参考圆上后得到的方向偏差也服从正态分
布，且方差为τθ ／２。 图 ５（ａ）为模糊方向东的隶属度概率分布。
那么对于任意方位角 θ，在［θ －τθ ／２，θ ＋τθ ／２］，均有相同的隶
属度μθ。 在图 ５（ａ）中将该区间投影到水平面上，即可得到如
图 ５（ｂ）所示的图形。
从图 ５（ｂ）可以看出，任意方位角对模糊方向东的隶属度

μ（θ）不是惟一值，而是一个隶属区间［μl （θ），μh（θ）］，说明隶
属度存在误差。
经典模糊数学不能处理这种隶属度带有误差的模糊集。

针对这一缺陷，美国控制论专家 Ｌ．Ａ．Ｚａｄｅｈ 针对数据的不确
定性，于 １９７６年再次提出了模糊二型理论，经过数十年的研
究，二型模糊理论已成功应用于生物、通信、金融和自动控制等
领域。 文献［１０］给出了二型模糊集的定义和主隶属度不确定
性的度量方法。 二型模糊集可分为二型一般模糊集合和二型
区间模糊集。 其中二型一般模糊集是指二型模糊集中次隶属
成员函数为一般函数的模糊集；当次隶属函数是一型区间模糊
集时成为二型区间模糊集［１１］ 。 在图 ５（ａ）中以垂直 x 轴作一
竖直面与曲面相交，其交线是一任意曲线，该曲线即为二型模
糊集的次隶属函数，显然，该方向模糊集是二型一般模糊集；图
５（ｂ）中多边形所围的区域即为该二型模糊集的主隶属函数的
不确定性区域。

１）确定不确定多边形的上边界和下边界
多边形的上边界通过式（１０）和（１１）确定。 多边形的下边

界通过式（１２）和（１３）确定。 当π
２ －

dπ
２

２ ≤θ≤ π
２ ＋

dπ
２

２ 时，隶属

度为 １，称为左、右肩；当－
d０

２ ≤θ≤
d０

２ ，π－
dπ

２ ≤θ≤π＋
dπ

２ 时，

隶属度为 ０，称为左、右底。

μLT（θ） ＝２
π

（θ ＋
dθ

２
）， －

d０
２

≤θ≤ π
２

－
dπ

２

２
（１０）

μRT（θ） ＝－２
π

（θ －π－
dθ

２
）， π

２
＋
dπ

２

２
≤θ≤π＋

dπ

２
（１１）

μLB（θ） ＝２
π

（θ －
dθ

２
），

d０
２

≤θ≤ π
２

＋
dπ

２

２
（１２）

μRB（θ） ＝－２
π

（θ －π＋
dθ

２
）， π

２
－
dπ

２

２
≤θ≤π－

dπ

２
（１３）

２）隶属函数的简化
从上面分析可以看出，任意方位角的次隶属函数是一复杂

曲线，难以用数学公式表示，在实际应用中，须对其简化。 目前
对一般二型模糊集的求解是其研究的一个难点，尚未有一种公
认的合理方法。 对于一般二型模糊集的简化通常有两种方
法［１２］ ：ａ）将一般二型模糊集简化为二型区间模糊集，然后对主
隶属函数离散化；ｂ）将一般二型模糊集离散化，包括对主隶属
函数和次隶属函数的离散化。 在此关心的是方向隶属度的误
差，因此，可以采用第一种方法。

３）方位隶属度的不确定性的度量
显然，对于任意角 θ属于北的隶属度的不确定性，可用上

边界与下边界的差值来度量，可用式（１４）计算。
将该方法扩展到 Ｎ、ＮＥ、Ｅ、ＳＥ、Ｓ、ＳＷ、Ｗ、ＮＷ八个模糊方

向，确定各模糊方向隶属度的上边界、下边界、左右肩和左右
底，各方向的模糊隶属度分布如图 ６所示。 图中粗线即为隶属
度上界，细线即为隶属度下界，通过两条曲线可确定参考点在
任意方向上的方向隶属度误差。
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U ＝

μLT（θ）　　　　　 －
d０
２

≤θ≤
d０
２

μLT（θ） －μLB（θ）
d０
２ ≤θ≤ π

２ －
dπ

２

２

１ －μLB（θ）
π
２

－
dπ

２

２
≤θ≤ π

２

１ －μRB（θ）
π
２

≤θ≤ π
２

＋
dπ

２

２

μRT（θ） －μRB（θ）
π
２ ＋

dπ
２

２ ≤θ≤π－
dπ

２

μRT（θ） π－
dπ

２
≤θ≤π＋

dπ

２

（１４）

3　实例分析
在图 ３中，若不考虑参考点点位误差，那么直线 AB在 Ｎ、

ＮＥ、Ｅ方向的隶属度如表 ２所示，在其他方向的隶属度为 ０。
表 ２　点线八方向关系模糊区间

Ｎ ＮＥ Ｅ
区间 ［０ `．１７，π／６］ ［π／６，π／３］ ［π／３，１ 寣．１６］

隶属度 ［０  ．８９ ＋，０．６７ ＋］ ［０ e．６７ －，０．６７ ＋］ ［０ �．６７ －，０．７４ －］

　　现考虑参考点点位误差，参考圆半径为 ２０，当参考点协方

差阵分别为 D１ ＝
２．９１ １．２５
１．２５ １．７１

和 D２ ＝
１０．９１ ３．２５
３．２５ ４．７１

时，直

线和参考点的方向关系分别如图 ６（ａ）（ｂ）所示。
在图 ６中，虚线表示不考虑参考点点位误差时的隶属度分

布，粗实线表示方向关系隶属度下界，细实线表示方向关系隶
属度上界，由上界和下界围成的区域描述了参考点的方向隶属度
误差分布。 直线 AB上五个点的方向隶属度及误差如表３所示。

表 ３　直线的方向隶属度误差对比分析

参考点误差
角度

隶属方向

０ 圹．１７

Ｎ
０ �．５２

分界点

０ #．７９

ＮＥ
１ G．０５

分界点

１ k．１６

Ｅ
２ !．９１ １．２５

１．２５ １．７１

隶属度下界

隶属度上界

隶属度误差

０ 父．８４４０

０ 父．９４３９

０ 父．０９９９

０ 苘．６６６８

０ 苘．７４１９

０ 苘．０７５１

０．９３２３

１．００００

０．０６７７

０ $．６６６８

０ $．７２７９

０ $．０６１０

０ H．７０７４

０ H．７７０９

０ H．０６３４

１０ 3．９１ ３．２５

３．２５ ４．７１

隶属度下界

隶属度上界

隶属度误差

０ 父．７９９５

０ 父．９９６８

０ 父．１９７２

０ 苘．６６６８

０ 苘．８１６９

０ 苘．１５０１

０．８５２６

１．００００

０．１４７１

０ $．６６６８

０ $．７８９６

０ $．１２２８

０ H．６７９７

０ H．７９７０

０ H．１１７３

　　当参考点协方差从 D１增加到 D２时，隶属于 Ｎ方向的端点
A的隶属度误差从 ０．０９９ ９增大到 ０．１９７ ２，增量为 ０．０９７ ３；隶
属于 ＮＥ方向上内点的隶属度误差从 ０．０６７ ７增大到 ０．１４７ ４，
增量为 ０．０７９ ７；隶属于 Ｅ 方向的端点 B 的隶属度误差从
０．０６３ ４增大到 ０．１１７ ３，增量为 ０．０５３ ９。

从上面的分析可以看出，当考虑参考点点位误差时，次方
向的隶属度误差比主方向的隶属度误差大，说明作为主方向过
渡方向的次方向有比主方向更大的模糊性，这一分析结果与基
于模糊熵的分析结果是一致的；同时可看出，当参考点误差增
大时方向隶属度误差增大，但是次方向隶属度误差增大更明
显，特别地，当参考点误差为 ０ 时，方向隶属度误差为 ０，此时
为八方向模糊不均匀划分模型。

4　结束语
方向关系是重要的模糊空间关系。 本文首先建立了八方

向模糊划分模型，通过定义模糊方向区间来详细表达目标地物
与参考点之间的方向关系。 由于空间数据固有的不确定性，由
此确立的空间目标间的方向关系也具有不确定性［１３］ ，在进行
空间关系模糊描述和推理时需要考虑参考点和目标点的不确

定性。 利用模糊二型理论建立了考虑参考点点位误差的八方
向模糊划分模型，并对方向隶属度的不确定性进行了估计。 与
其他模型相比，该模型具有如下特点：

ａ）基于隶属度的八元模糊方向划分不是等角划分，其中
Ｎ、Ｅ、Ｓ、Ｗ四个主要方向各占 ６０°，而 ＮＥ、ＳＥ、ＳＷ、ＮＷ次要方
向各占 ３０°，因此避免了其他模型中硬性划分的缺陷，符合人
们的习惯。

ｂ）通过参考点的点位误差可以求解模糊方向隶属度的误
差，构建了考虑参考点点位误差的八方向模糊划分模型。

ｃ）由于参考点点位误差引起方向隶属度误差，增加了方
向关系的不确定性，但这种增加的不确定性客观存在，说明模
糊方向的二型模糊集描述模型能客观地描述模糊方向关系。

利用模糊数学给模糊对象建模时通常带有一定的主观性。
模糊二型理论能够描述主隶属度的不确定性，增强了模型的客
观性。 笔者认为利用模糊二型理论来进行模糊对象和方向关
系的表示更符合实际情况。 本文提出的扩展八方向模糊不均
匀划分模型为研究空间方向关系提供了一种新的思路，该模型
较好地顾及了人们方向概念的模糊性、参考点点位误差，符合
人们的认知习惯。
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