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摘　要： 可满足问题（ＳＡＴ）是一个 ＮＰ唱Ｈａｒｄ 问题。 提出了一种求解 ＳＡＴ 的新算法（ＦＦＳＡＴ）。 该算法将 ＳＡＴ 问
题转换为寻找一个可满足的 ２唱ＳＡＴ子问题。 ＳＡＴ 问题虽然是 ＮＰ 完全问题，但是当所有子句长度不大于 ２ 时，
ＳＡＴ问题可以在线性时间求解。 使用 ２唱ＳＡＴ算法唱ＢｉｎＳａｔ求解 ２唱ＳＡＴ 子问题，当它不满足时，根据赋值选择新的
２唱ＳＡＴ子问题。 实验结果表明，采用本算法的结果优于 ＵｎｉｔＷａｌｋ。
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Abstract： Ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ （ＳＡＴ） ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ＮＰ唱Ｈａｒｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａ ｎｅｗ ＳＡＴ ｓｏｌｖｅｒ ｃａｌｌｅｄ ＦＳ唱
ＳＡＴ．Ｔｈｉｓ ＳＡＴ ｓｏｌｖｅｒ ｓｏｌｖｅｄ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｂｙ ｓｅａｒｃｈｉｎｇ ａ ｓａｔｉｓｆｉａｂｌｅ ２唱ＳＡＴ ｓｕｂ ｐｒｏｂｌｅｍ．ＳＡＴ ｗａｓ ＮＰ唱ｃｏｍｐｌｅｔｅ， ｂｕｔ ｉｔ ｃａｎ ｂｅ
ｓｏｌｖｅｄ ｉｎ ｌｉｎｅａｒ ｔｉｍｅ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｇｉｖｅｎ ｆｏｒｍｕｌａ ｃｏｎｔａｉｎｓ ｏｎｌｙ ｂｉｎａｒｙ ｃｌａｕｓｅｓ （２唱ＳＡＴ）．ＢｉｎＳａｔ（２唱ＳＡＴ ｓｏｌｖｅｒ） ｗａｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ
ｔｈｅ ２唱ＳＡＴ ｓｕｂ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｎｄ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｔｈｅ ２唱ＳＡＴ ｓｕｂ ｐｒｏｂｌｅｍ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｔｒｕｔｈ ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ．Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｏｌｖｅｒ ｏｕｔｐｅｒｆｏｒｍｓ ＵｎｉｔＷａｌｋ．
Key words： ＳＡＴ ｐｒｏｂｌｅｍ； ２唱ＳＡＴ ｓｕｂ ｐｒｏｂｌｅｍ； ２唱ＳＡＴ ｓｏｌｖｅｒ

0　引言
命题逻辑合取范式（ＣＮＦ）的可满足性问题（ＳＡＴ）是当代

理论计算机科学的核心问题。 ＳＡＴ 问题是典型的 ＮＰ 完全问
题［１］ ，其快速求解方法不仅具有重要的理论意义，还有着直接
应用；它的研究成果广泛应用于电子设计自动化、人工智能等
领域 ，可解决自动测试向量生成、时序分析、逻辑验证、等价性
检查、智能规划等问题。

目前 ＳＡＴ 问题的算法有完全算法和不完全算法两大
类［２］ 。 前者主要是以 Ｄａｖｉｓ唱Ｐｕｔｎａｍ［３］算法为原型的一类 ＤＰ算
法，后者主要基于局部搜索算法。 完全算法虽然能保证判定
ＳＡＴ问题的可满足性，但是在最坏情况下将达到指数级的时间
复杂度，不适合求解大规模的 ＳＡＴ 问题。 局部搜索算法虽然
不能判定一个 ＳＡＴ问题不满足，但在 ＳＡＴ 问题可满足时可快
速得到它的一个解，因此近年来获得了广泛的研究，其成果丰
富，如 Ｓｅｌｍａｎ等人的 ＧＳＡＴ［４］和 ＷＡＬＫＳＡＴ［５］ 、Ｅｄｗａｒｄ 的 Ｕｎｉｔ唱
Ｗａｌｋ［６］等。

虽然 ＳＡＴ问题是 ＮＰ完全问题，当子句长度大于等于 ３ 时
寻找其解需要花费指数级的时间，但在每个子句的长度小于等
于 ２（２唱ＳＡＴ）的情况下是可以在线性时间判定其可满足性的。
基于单元归结的 ＢｉｎＳａｔ［７］算法是目前解决 ２唱ＳＡＴ 问题的最好
算法。 Ｚｈａｎｇ等人［８］将其应用到 ＤＰＬＬ 算法中，有效地减少了
搜索空间。 ＵｎｉｔＷａｌｋ也通过使用 ２唱ＳＡＴ 算法减少了变量翻转

的次数。 可满足的 ２唱ＳＡＴ子问题的解也是原 ＳＡＴ问题的一个
解。 基于这个思想，本文提出一种新的基于寻找可满足 ２唱ＳＡＴ
子问题的局部搜索算法，并与 ＷＡＬＫＳＡＴ、ＵｎｉｔＷａｌｋ 进行实验
对比。 实验结果表明该算法优于 ＵｎｉｔＷａｌｋ算法。

1　SAT问题描述和转换
1畅1　S AT问题描述

下面给出 ＳＡＴ问题的一般性描述和本文用到的符号。
定义 １　变元集合
用符号 X表示命题变元的集合，若 X 由 n 个变元 x１ ，x２ ，

x３ ，⋯，xn组成，那么 X＝｛x１ ，x２ ，x３ ，⋯，xn｝，用 n＝｜X｜表示变元
集合的大小。
定义 ２　真值指派
X的一个真值指派 A是映射 X→｛０，１｝ n，变元 xi在 A下为

真，可以表示为 A（xi） ＝１，否则 A（xi） ＝０。 因此在 X上存在２n

个不同的真值指派。
定义 ３　文字
对任意变元 xi，符号 xi和撤xi是其文字，称 xi是正文字，

撤xi是反文字。 用 L 表示文字集。 文字 xi在真值指派 A 下取
真值当且仅当 A（xi） ＝１；文字撤xi真值指派 A下取真值当且仅
当 A（xi） ＝０。
定义 ４　子句

X上的子句是 X上的一些文字的析取，用 c表示，c ＝∨
k

i ＝１
li。
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子句在指派 A下取真值（或称在指派 A 下是可满足的），当且
仅当子句包含的文字中至少有一个在指派 A下取真值。 k ＝｜c｜
表示子句 c中的文字数，称为子句长度。 一个长度为 k的子句
是一个 k唱子句。

定义 ５　子句集
子句集 C是由 X 上的子句组成的集合，C ＝｛ c１ ，c２ ，⋯，

cm｝。 m ＝｜C｜表示子句集中子句的个数。 子句集 C在指派 A
下是可满足的，当且仅当 C中所有的子句 c在指派 A下都是取
真值的。

定义 ６　合取范式（ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｄ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｍｕｌａ，ＣＮＦ）
X上的合取范式 F 是 X 上的一些子句的合取，F ＝∧

m

j ＝１
cj。

合取范式 F在指派 A下取真值（或者称在指派 A 下是可满足
的），当且仅当 F 中包含的所有子句 c 在指派 A 下都是取真
值的。

定义 ７　ＳＡＴ问题
给定一个命题变元的集合 X ＝｛x１ ，x２ ，x３ ，⋯，xn｝和一个 X

上的合取范式 F＝∧
m

j ＝１
cj，问是否存在一个关于 X的真值指派 A，

使得 F是可满足的。
定义 ８　子句的文字集
子句 c中包含的文字构成的集合记为 V（ c），即 V（ c） ＝

｛ l１ ，l２ ，⋯，lk｝，若 c ＝l１∨l２∨⋯∨lk。
定义 ９　２唱ＳＡＴ子问题
给定 ＳＡＴ问题 T，其命题变元的集合为 X ＝｛x１ ，x２ ，x３，⋯，

xn｝，子句集为 C ＝｛c１，c２ ，⋯，cm｝，称 T′是其２唱ＳＡＴ子问题。 如

果其命题变元的集合是 X，子句集为 C′＝｛ c′１，c′２，⋯，c′m ｝，且
V（c′j ）炒V（cj）∧｜c′j ｜＝２，橙j∈｛１，２，３，⋯，m｝。
1畅2　S AT问题的转换

根据 ２唱ＳＡＴ子问题 T′的定义可以得出，如果 T′是可满足

的，那么它的解也是原 ＳＡＴ 问题 T 的一个解。 于是求解 ＳＡＴ
问题可以转换为：寻找一个 ２唱ＳＡＴ 子问题 T′，然后使用 ＢｉｎＳａｔ
判断其可满足性，若 T′是可满足的，那么它的解为原问题的一
个解；若 T′是不满足的，使用本文后面提到的调整策略，替换
部分文字形成改进的 T′。 重复以上过程，直到寻找到可满足
的 ２唱ＳＡＴ子问题 T′为止。

2　FS SAT算法概述
ＦＳＳＡＴ包含了两个主要的步骤，即使用 ２唱ＳＡＴ算法求解 ２唱

ＳＡＴ子问题和选择 ２唱ＳＡＴ子问题。 下面将详细介绍这两个过
程。

2畅1　线性时间的 2唱SAT算法
经典的基于猜测和推导的 ２唱ＳＡＴ 算法在 １９７６ 年由 Ｅｖｅｎ

等人［９］提出，它是一个时间复杂度为 O（｜X｜｜C｜）的算法。 Ａｌ唱
ｖａｒｏ［７］对这个算法进行了改进，提出了一个新的 ２唱ＳＡＴ 算
法———ＢｉｎＳａｔ，其求解时间仅为 O（｜C｜）。 算法描述如下：

ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ　ＰｒｏｐＵｎｉｔ（Ｔ）
　　ｗｈｉｌｅ（愁ｘ ａｎｄ 愁ｘｙ∈Ｔ）
　　　Ｔ： ＝（Ｔ －｛ ｘｙ｝）∪｛ｙ｝；
　　ｒｅｔｕｒｎ Ｔ
ｅｎｄ
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ Ｔｅｍｐ ＰｒｏｐＵｎｉｔ（ｘ）

ｉｆ ｔｅｍｐｖａｌ（ ｘ） ＝ｆａｌｓｅ
ｔｈｅｎ Ｔ： ＝ＰｒｏｐＵｎｉｔ（Ｔ∪｛ ｘ｝） ｒｅｔｕｒｎ；
ｔｅｍｐｖａｌ（ｘ）： ＝ｔｒｕｅ；
ｔｅｍｐｖａｌ（撤ｘ）： ＝ｆａｌｓｅ；
ｆｏｒｅａｃｈ ｙｘ∈Ｔ ｄｏ：
　ｉｆ ｔｅｍｐｖａｌ（ ｙ）≠ｔｒｕｅ ｔｈｅｎ Ｔｅｍｐ ＰｒｏｐＵｎｉｔ（ｙ）；
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ＢｉｎＳａｔ（Ｔ）
ｆｏｒｅａｃｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐ ｏｆ Ｔ ｄｏ：
　ｔｅｍｐｖａｌ（ｐ）： ＝ｔｅｍｐｖａｌ（ｐ）： ＝ＮＩＬ；
　ｐｅｒｍｖａｌ（ｐ）： ＝ｐｅｒｍｖａｌ（ｐ）： ＝ＮＩＬ；
Ｔ： ＝ＰｒｏｐＵｎｉｔ（Ｔ）；
ｗｈｉｌｅ（愁ｘ ｐｅｒｍｖａｌ（ ｘ） ＝ｔｅｍｐｖａｌ（ ｘ） ＝ＮＩＬ）ｄｏ：
　Ｔｅｍｐ ＰｒｏｐＵｎｉｔ（ｘ）；
ｉｆ □∈Ｔ
ｔｈｅｎ ｒｅｔｕｒｎ Ｕｎｓａｔｉｓｆｉａｂｌｅ；
ｅｌｓｅ ｒｅｔｕｒｎ Ｓａｔｉｓｆｉａｂｌｅ；
ＢｉｎＳａｔ是一种基于单元归结（或称为布尔约束推导）的算

法。 单元归结作为一种优化策略，能够根据赋值对子句进行化
简。 例如，对于子句 x１∨撤x２∨x３ ，如果将变元 x２赋值为 １，那
么子句将化简为 x１∨x３ ，而对于含有文字 x２的子句则已满足，
可以从问题中删去，使原问题子句数相应减少。 随着变元不断
被赋值，子句中未赋值变元的减少，会出现单元子句，即子句中
除了一个文字外，其余所有文字都赋为 ０。 例如，当 x１ ＝０，
x２ ＝１时，子句 x１∨撤x２∨x３就成为单元子句 x３ 。 显然，子句 x３
要满足，文字 x３必须赋值（隐含赋值）为 １，这称为单元子句规
则。 单元归结就是不断应用单元子句规则，直到问题中不再出
现单元子句。 在进行单元归结中会使某个子句不满足，即该子
句所有文字都被赋值为 ０，这时称为出现冲突。

ＢｉｎＳａｔ中变元的赋值有两种方式，即临时赋值和永久赋
值，分别保存在数组 ｔｅｍｐｖａｌ和 ｐｅｒｍｖａｌ中。 ＢｉｎＳａｔ包含了两个
子过程 Ｐｒｏｐ Ｕｎｉｔ 和 ＴｅｍｐＰｒｏｐＵｎｉｔ。 ＰｒｏｐＵｎｉｔ 和 ＴｅｍｐＰｒｏｐＵｎｉｔ
都是进行单元归结，不同之处是 ＴｅｍｐＰｒｏｐＵｎｉｔ 只作临时赋值，
而 Ｐｒ ｏｐＵｎｉｔ只作永久赋值。 首先，选择一个未赋值的文字，在
ＴｅｍｐＰｒｏｐＵｎｉｔ中对该文字进行临时赋值，然后使用单元归结推
导该赋值。 推导该赋值带来隐含赋值以及该隐含赋值引起的
其他隐含赋值，这些隐含赋值都保存在数组 ｔｅｍｐｖａｌ中。 如果
在推导过程中产生冲突，例如，当出现要把文字 xi赋值为 １ 时，
而 ｔｅｍｐｖａｌ［撤xi］ ＝１，这时可以推断出要使 ２唱ＳＡＴ问题满足 xi

必须赋值为 １，因此调用过程 ＰｒｏｐＵｎｉｔ（T∪｛xi｝），使得 ｐｅｒｍｖａｌ
［xi］ ＝１。 若在 Ｐｒ ｏｐＵｎｉｔ进行单元归结时也发生冲突，就可以
得出原问题不满足。
当 ２唱ＳＡＴ问题不满足时，ＢｉｎＳａｔ会在发生冲突时立即返回

结果，这样可能存在尚未赋值的变元，得不到足够的信息。 因
此，本文对 ＢｉｎＳａｔ 进行了修改，即使发生冲突算法也不停止。
虽然这时所得到的真值指派 A 不是一个可满足的解，但是对
后面选择一个可满足的 ２唱ＳＡＴ子问题是有用的。

ＢｉｎＳａｔ返回后，真值指派 A 可以这样得到：对于任意变元
xi∈X，若 ｐｅｒｍｖａｌ［xi］≠ＮＩＬ，则 xi赋值为 ｐｅｒｍｖａｌ［xi］；若 ｐｅｒｍ唱
ｖａｌ［xi］ ＝ＮＩＬ，则 xi赋值为 ｔｅｍｐｖａｌ［xi］。

2畅2　选择 2唱S AT子问题
当 ＢｉｎＳａｔ返回不满足时，需要重新选择 ２唱ＳＡＴ子问题。 本

文的选择策略是根据得到的真值指派 A，替换掉 ２唱ＳＡＴ子问题
中不为真的文字，使 ２唱ＳＡＴ子问题的子句满足数增加。
首先定义映射 S：C′→｛０，１，２｝m为 ２唱ＳＡＴ问题在真值指派
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A下子句中文字取真的个数，即 S（ c′） ＝A（ l′１ ） ＋A（ l′２ ），c′＝
l′１∨l′２。 本文只需考虑 ２唱ＳＡＴ 问题中两种类型子句：子句在当

前真值指派 A 下不满足（S（ c′） ＝０）和只有一个文字取真值
（S（c′） ＝１）。

对任意 c′i∈C′，ci∈C（ i ＝１，２，３，⋯，m）（C′为 ２唱ＳＡＴ 子问
题子句集，C为原 ＳＡＴ问题子句集），有：

ａ）若 S（c′i） ＝０，对于任意 l∈V（ci） －V（c′i），若存在 A（ l） ＝

１，随机选择文字 l′∈V（c′i）替换为 l，即 V（c′i ） ＝V（ c′i ） －｛ l′｝∪
｛ l｝。

ｂ）若 S（c′i） ＝１，对于任意 l∈V（ci） －V（c′i），若存在 A（ l） ＝

１，把子句 c′i中不为真的文字 l′替换为 l，即 V（ c′i ） ＝V（ c′i ） －
｛l′｝∪｛ l｝，l′∈V（c′i）∧A（ l′） ＝０；若不存在 A（ l） ＝１，随机选择

一个文字 l∈V（ci） －V（c′i），以一定概率 P（本文使用 P ＝n／m）
替换子句 c′i中不为真的文字 l′。

通过以上两种替换策略，得到新的 ２唱ＳＡＴ子问题 T′，使得
不满足的子句有更大的概率变得满足。

2畅3　算法基本流程
下面给出 ＦＳＳＡＴ基本流程：
ａ）初始化参数，设置最大循环次数 ＭＡＸＴＲＩＥＳ。
ｂ）令循环次数 t ＝０，随机选择每个子句中的两个文字生

成初始 ２唱ＳＡＴ子问题 T′。
ｃ）调用 ＢｉｎＳａｔ（T′）求解 ２唱ＳＡＴ子问题 T′，若 ＢｉｎＳａｔ（T′）返

回满足，循环结束跳转到 ｅ）；否则更新真值指派 A。
ｄ）令 t ＝t ＋１，若 t≤ＭＡＸＴＲＩＥＳ，根据 ２．２节的选择策略选

择新的 ２唱ＳＡＴ子问题 T′，跳转到 ｃ）；否则循环结束，未能找到
可满足的解。

ｅ）结束，输出结果。

3　实验结果
ＷＡＬＫＳＡＴ和 ＵｎｉｔＷａｌｋ是当前国际具有代表性的局部搜

索算法。 与它们进行对比测试，可以有效反映本文算法的性
能。 本文测试算法成功运行时间。 本文算法采用 Ｃ 语言实
现，ＷＡＬＫＳＡＴ 和 ＵｎｉｔＷａｌｋ 均从网络下载源码在本机编译运
行。 本文测试平台为微机 Ｐｅｎｔｉｕｍ Ｍ １．７ ＧＨｚ， ７６８ ＭＢ 内存，
操作系统为 Ｕｂｕｎｔｕ ８．０４。

本文测试所用的 ＳＡＴ 问题均是随机生成的 ３唱ＳＡＴ 问题，
这些实例均来之 ＳＡＴＬＩＢ［１０］网站。 根据 Ｍｉｔｃｈｅｌｌ 等人［１１］的研

究，随机生成的难求解 ３唱ＳＡＴ测试样本，当子句数数目与变元
数目之比是 ４．３时，ＳＡＴ问题的约束即不会过少，也不会过多，
它们属于可满足和不满足的概率是相等的，因而这些问题是比
较难解的。 因此采用这些 ３唱ＳＡＴ 测试样本可以有效评价算法
的优劣性。 本文选用的实例子句数数目与变元数目之比都是
４．３，每个实例测试 １００次，取平均运行时间。

表 １给出了三种算法的运行时间，其中 n表示变元数，m
表示子句数。 从表 １中可以看出，表现最好的还是ＷＡＬＫＳＡＴ，
在所有问题的解决时间都是最少的。 ＵｎｉｔＷａｌｋ是 ２００３ 年 ＳＡＴ
竞赛中随机生成可满足问题方面的获胜者［６］ ，而本文算法明
显优于 ＵｎｉｔＷａｌｋ算法，在所选择的测试问题都获得了不同程
度的提高，而与 ＷＡＬＫＳＡＴ的差距不大，表明本文算法 ＦＳＳＡＴ
求解 ＳＡＴ问题是有效可行的。

表 １　ＦＳＳＡＴ与 ＵｎｉｔＷａｌｋ、ＷＡＬＫＳＡＴ的比较结果
合取范式

n m
平均运行时间／ｓ

ＦＳＳＡＴ ＵｎｉｔＷａｌｋ ＷＡＬＫＳＡＴ
１００ 趑４３０ *０ 1．００５ ０ 珑．００６ ０  ．００４

１５０ 趑６４５ *０ 1．００４ ０ 珑．００７ ０  ．００３

２００ 趑８６０ *０ 1．０１７ ０ 珑．０４１ ０  ．０１５

２５０ 趑１ ０７５ 热０ 1．４２０ ０ 珑．８３９ ０  ．２０８

３００ 趑１ ２９０ 热０ 1．２５３ ０ 珑．５６６ ０  ．２３２

３５０ 趑１ ５０５ 热０ 1．５８１ １ 珑．０４５ ０  ．４２０

４００ 趑１ ７２０ 热０ 1．０４０ ０ 珑．０６５ ０  ．０２０

４５０ 趑１ ９３５ 热０ 1．１５７ ０ 珑．３０２ ０  ．０９４

５００ 趑２ １５０ 热０ 1．３８６ ０ 珑．８３９ ０  ．２６８

６００ 趑２ ５８０ 热０ 1．４１５ ０ 珑．５６７ ０  ．２０８

７００ 趑３ ０１０ 热０ 1．４５０ １ 珑．２５６ ０  ．３０３

4　结束语
本文结合了 ２唱ＳＡＴ算法———ＢｉｎＳａｔ，提出一种新的基于寻

找可满足 ２唱ＳＡＴ子问题的新 ＳＡＴ 算法。 通过实验结果表明，
本文算法 ＦＳＳＡＴ明显优于著名的 ＵｎｉｔＷａｌｋ 算法，解决问题花
费的时间平均减少了 ５０％，为解决 ＳＡＴ问题提供了一个新的
有效途径。 如何选择 ２唱ＳＡＴ子问题是影响算法收敛的关键，因
此使用更好的启发策略选择 ２唱ＳＡＴ 子问题将是未来本文算法
的改进方向。
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