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摘　要： 通过定义一种从环 F２ ＋uF２ ＋u２F２ 到域 F２ 上新的 Ｇｒａｙ 映射，将环 F２ ＋uF２ ＋u２F２ 上的线性（１ ＋u ＋

u２）—循环码等距映射成域 F２ 的线性循环码；进一步又给出了在码长 n ＝３（ｍｏｄ ４）时环 F２ ＋uF２ ＋u２F２ 上的线

性（１ ＋u ＋u２）—循环码的 Ｇｒａｙ象的生成多项式，这对构造新的好码具有重要意义。
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　　众所周知，Ｇｒａｙ映射在联系环 z４ 上线性码与一些重要的
二元非线性码之间扮演了一个非常重要的角色［１ ～４］ ，各种不同
有限环上的 Ｇｒａｙ映射也人们加以定义和研究［５ ～８］ 。 １９９９ 年，
Ｗｏｌｆｍａｎｎ在文献［５］中讨论了 Z４ 环上一类常数循环码即负循

码的结构与性质，证明了 Z４ 环上负循码的 Ｇｒａｙ 象恰是域 F２

上的循环码，Ｔａｐｉａ桘Ｒｅｃｉｌｌａｓ等人［８］将其推广至 Z２k环上，而 Ｌｉｎ
Ｓａｎ等人［６］又将其进一步推广，讨论了 ZPk ＋１环上（１ －Pk）—循
环码，在上述推广中，作者都是将上述常循环码与域 F２ （或域
Fp）上的准循环码联系起来，能否将其与循环码联系起来也是

一个比较有意义的问题。 本文在环 R ＝F２ ＋uF２ ＋u２F２ （为方
便起见，下文均将该环简记为 R）上重新定义一种新的 Ｇｒａｙ映
射，在该映射之下，环 R上线性（１ ＋u ＋u２ ）—循环码能等距映
射成域 F２ 的线性循环码。

1　环R上的循环码与(1 + u+ u2 )—循环码
首先来定义一下环 R 上的循环码与（１ ＋u ＋u２ ）—循

环码。
定义 １　设 C为 R 上长为 n 的线性码，如果橙 c ＝（ c０ ，c１ ，

⋯，cn －１）∈C 均有（λcn －１ ，c０ ，⋯，cn －２ ）∈C（此时称（λcn －１ ，c０ ，⋯，

cn －２ ）为（ c０ ，⋯，cn －１ ）的一个 λ—循环移位），则称 C 为 R 上的
λ—循环码，特别地，若λ＝１，则称 C为 R上的循环码，若λ＝
１ ＋u ＋u２ ，则称 C为 R上的（１ ＋u ＋u２ ）—循环码。

若记从 Rn 到 R［x］的一同构映射ω（ c） ＝c０ ＋c１ x ＋⋯ ＋cn －１

xn －１

为 Rn 上码字 c ＝（c０ ，c１ ，⋯，cn －１）的多项式表示，则类似于文献
［２］，本文有如下结论：
定理 １　Rn 上子模是 R上（１ ＋u ＋u２ ）—循环码骋ω（C）

是环 Bn ＝R［ x］ ／（ xn ＋１ ＋u ＋u２ ） （Bn 上元素均简记为 b（x） ＝

Σ
n －１

i ＝０
bixi）的理想。

定理 ２　若μ是 An ＝R［x］ ／（xn －１）到 Bn 的满足μ（ c（ x）） ＝

c（（１ ＋u ＋u２ ） x）的映射，则当 n ＝３（ｍｏｄ ４时，μ为一环同构。
由此可得如下推论：
推论 １ 　设 I 为 An 的子集， J 为 Bn 的子集且满足

J ＝μ（I），则 I是 An 的理想当且仅当 J是 Bn 的理想。

推论 ２　设 D 为 Rn 的一子模，若记 μ为 Rn （其中 n ＝３
（ｍｏｄ ４））的变换：μ（ c０ ，c１ ，⋯，cn －１ ） ＝（ c０ ，（１ ＋u ＋u２ ） c１ ，⋯，（１ ＋

u ＋u２ ） i ci，⋯，（１ ＋u ＋u２ ） n －１ cn －１ ），则 D 是循环码当且仅当 μD
是（１ ＋u ＋u２ ）—循环码。
与环 zpk的结论类似，很容易得到环 R上循环码的结构：
定理 ３　若 C是环 R上长度为 n的循环码，则存在惟一的

两两互素的多项式 f，g，h，r，使得 C ＝（ fhr，ufgr，u２ fgh）。 其中
xn －１ ＝fghr且｜C｜＝８ ｄｅｇ（g） ４ ｄｅｇ（h） ２ ｄｅｇ（ r） 。
借助于定理 ２中的环同构μ，可得：
定理 ４　若 C是环 R上长度为 n（其中 n ＝３（ｍｏｄ ４））的
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（１ ＋u ＋u２ ）循环码，则存在惟一的两两互素的多项式 f０ ，f１ ，f２ ，
f３ ，使得 C ＝（ f０ f２ f３ ， uf０ f１ f３ ， u２ f０ f１ f２ ）。 其中， xn ＋１ ＋u ＋u２ ＝

f０ f１ f２ f３ ，且｜C｜＝８ ｄｅｇ（ f１） ４ ｄｅｇ（ f２）２ ｄｅｇ（ f３） 。

2　R上（1 + u+ u2 ）—循环码的 Gray 象
为不致引起混淆，下面均将 R，Rn，R［ x］上加法记为“ ＋”，

将 F２ ，F４n
２ ，F２ ［x］上加法记为“磑”。

若将 R上任一元素 a记为 a ＝r０ （a） ＋ur１ （ a） ＋u２ r２ （a）。 其
中 ri（a）∈F２ 。
则可定义如下的 Ｇｒａｙ映射：

定义 ２　橙a∈R，a ＝r０ （ a） ＋ur１ （ a） ＋u２ r２ （ a），则称 矱（ a） ＝

（ r２ （a），r２ （a）磑r１ （a），r２ （ a）磑 r０ （ a），r２ （ a）磑 r１ （ a）磑 r０ （ a））为 R
到 F２ 的 Ｇｒａｙ映射。 可自然延伸至 Rn 上码字 c的 Ｇｒａｙ映射以
及 R［x］上多项式 a（x）的 Ｇｒａｙ映射：

橙c ＝（ c０ ， c１ ，⋯， cn －１ ） ∈ Rn，记 ri （ c） ＝（ ri （ c０ ）， ri （ c１ ），⋯，

ri（ cn －１ ）），i ＝０，１，２，则

矱（ c） ＝（ r２ （ c），r２ （ c）磑r１ （ c），r２ （ c）磑r０ （ c），r２ （ c）磑r１ （ c）磑r０ （ c））为

Rn 到 F４n
２ 的 Ｇｒａｙ映射；橙c（x） ＝c０ ＋c１ x ＋⋯ ＋cn －１ xn －１∈R［x］，记

pi（x） ＝Σ
n －１

j ＝０
ri（ cj ） xj， i ＝０，１，２，则 矱p （ c（ x）） ＝p２ （ x） ＋xn （ p２ （ x）磑

p１ （x）） ＋x２n（ p２ （ x）磑p０ （x）） ＋x３n（p２ （ x）磑p１ （ x）磑p０ （ x））为 R［x］
到 F２ （x）的 Ｇｒａｙ映射。

由上述定义，显然有：
命题 １　如果 c（x） ＝ω（c），则有矱p（ c（ x）） ＝ω（矱（ c））。
若定义环 R中元素 １，u，１ ＋u，１ ＋u２ ，u ＋u２ ，１ ＋u ＋u２ 的李重

量为 ２，u２ 的李重量为 ４，０ 的李重量为 ０， 对橙X ＝（ x１ ，x２ ，⋯，

xn）∈Rn，定义码字 X的李重量为 WL（X） ＝Σ
n

i ＝１
WL（xi）。

其中：WL（xi）是指码元 xi 的李重量，定义码字 X，Y的李距离为
dL（X，Y） ＝WL（X －Y），则由矱的定义可验证：

定理 ５　Ｇｒａｙ映射矱是一个保线性且保距离（Rn 上的李

距离到 F４n
２ 上的汉明距离）的同构映射。

进一步，还有：
定理 ６　若 v是 Rn 上一个（１ ＋u ＋u２ ）—循环移位，σ是

F４n
２ 上的一个循环移位，矱为 Rn 到 F４n

２ 的 Ｇｒａｙ 映射，则
矱v ＝σ矱。

证明　设 c ＝（ c０ ， c１ ，⋯， cn －１ ） ∈ Rn。 其中： ci ＝r０ （ ci ） ＋

ur１ （ ci） ＋u２ r２ （ ci）， ri （ ci ） ∈ F２ ， i ＝０， １， ⋯， n －１； j ＝０， １， ２ 则

矱（ v（ c）） ＝矱（（１ ＋u ＋u２ ） cn －１ ， c０ ， c１ ，⋯， cn －２ ） ＝｛ r２ （（１ ＋u ＋u２ ）

cn －１ ），r２ （ c０ ），⋯，r２ （ cn －２ ），r２ （（１ ＋u ＋u２ ） cn －１ ）磑 r１ （（１ ＋u ＋u２ ）

cn －１ ），r２ （ c０ ） 磑 r１ （ c０ ），⋯， r２ （ cn －２ ） 磑 r１ （ cn －２ ）， r２ （（１ ＋u ＋u２ ）

cn －１ ）磑r０ （（１ ＋u ＋u２ ） cn －１ ）， r２ （ c０ ） 磑 r０ （ c０ ），⋯， r２ （ cn －２ ） 磑 r０
（ cn －２），r２ （（１ ＋u ＋u２ ） cn －１ ）磑 r１ （（１ ＋u ＋u２ ） cn －１ ）磑 r０ （（１ ＋u ＋

u２ ） cn －１ ），r２ （ c０ ） 磑 r１ （ c０ ） 磑 r０ （ c０ ），⋯， r２ （ cn －２ ） 磑 r１ （ cn －２ ） 磑 r０
（ cn －２）｝ ＝｛ r２ （ cn －１ ） 磑 r１ （ cn －１ ） 磑 r０ （ cn －１ ）， r２ （ c０ ），⋯， r２ （ cn －１ ），

r２ （ c０ ）磑r１ （ c０ ），⋯， r２ （ cn －１ ） 磑 r１ （ cn －１ ）， r２ （ c０ ） 磑 r０ （ c０ ）， ⋯，

r２ （ cn －１ ）磑r０ （ cn －１ ）， r２ （ c０ ） 磑 r１ （ c０ ） 磑 r０ （ c０ ）， ⋯， r２ （ cn －２ ） 磑

r１ （ cn －２ ）磑r０ （ cn －２）｝ ＝σ（矱（ c）），即矱v ＝σ矱。
由定理 ５、６很容易得到如下定理：
定理 ７　设 C为 R上长为 n的线性（１ ＋u ＋u２ ）—循环码，

则其 Ｇｒａｙ象矱（C）是 F２ 上长为 ４n的线性循环码。

沿用文献［６］中定义，对于 c ＝（c０ ，c１ ，⋯，cn －１）∈Rn，记 ri
（c） ＝（ri（c０ ），ri（c１ ），⋯，ri（cn －１），i ＝０，１，２则称 c ＝r０ （c）为 c
的二元约化。

类似地，若 a（x） ＝Σ
r

i ＝０
aixi∈R［ x］，则称a（ x） ＝Σ

r

i ＝０
ai xi∈F２ ［ x］

为 a（X）的二元约化。
显然有 a（ x） ＝a（（１ ＋u ＋u２ ）x）。
定理 ８　若 C是 R环上长度为 n（其中 n ＝３（ｍｏｄ ４））的

（１ ＋u ＋u２ ）—循环码，且 C ＝（ f０ f２ f３ ，uf０ f１ f３ ，u２ f０ f１ f２ ）。 其中 xn ＋

１ ＋u ＋u２ ＝f０ f１ f２ f３ ，f０ ，f１ f２ ，f３ 为两两互素的多项式，则其 Ｇｒａｙ象
矱（C）是 F２ 上长为 ４n的线性循环码，且有矱（C） ＝（ f ４０ f１ f２２ f ３３ ）

证明　由定理 ７知矱（C）是 F２ 上长为 ４n的线性循环码，
下证：

矱（C） ＝（ f ４０ f１ f ２２ f ３３ ）

记 An，Bn 为上述定理 １、２所设，A４n ＝F２ ［x］ ／（ x４n －１）。

由 C ＝（ f０ f２ f３ ，uf０ f１ f３ ，u２ f０ f１ f２ ）可知：
愁a（ x），b（ x），c（ x）∈Bn 使得 C 中任意码字 D（ x） ＝a（ x） f０ f２ f３ ＋

ub（ x） f０ f１ f３ ＋u２ c（ x） f０ f１ f２ 。

显然，D（x）能写成 X０ ＋uX１ ＋u２X２ 。 其中：X０ ，X１ ，X２∈F２ ［X］，且
有 X０ ＝a（x） f０ f２ f３ ，则从矱p（D（x））定义，有：

矱p（D（x）） ＝X２ ＋xn （X２ 磑X１ ） ＋x２n （X２ 磑X０ ） ＋x３n （X２ 磑X１ 磑

X０ ） ＝X２ （xn ＋１）３磑X１ xn（xn ＋１）２磑X０ x２n （ xn ＋１） ＝（ xn ＋１）［（ xn ＋

１）（X２ （ xn ＋１）磑X１ xn磑X０ （xn ＋１）磑X０ ］。

由 xn ＋１ ＋u ＋u２ ＝f０ f１ f２ f３ 两边取二元约化可得 xn ＋１ ＝

f０ f１ f２ f３ 。 因此矱p（D（x））能写成 f ２０ f１ f ２２ f ２３ e（ x），e（x）∈F２ ［ x］。

故矱p（C） 彻（ f ２０ f１ f ２２ f ２３ ），若取m（ x） ∈矱p （ C），愁 n（ x） ∈ A４n，使得
m（x） ＝n（x） f ２０ f１ f ２２ f ２３ ，因此m（ x） f１ ＝n（ x）（ x２n ＋１） ＝矱p（u n（x））。

故有 u n（x）∈C，因此，愁F（ x），G（ x），H（ x）∈Bn，使得 u n（ x） ＝F

（x） f０ f２ f３ ＋uG（x） f０ f１ f３ ＋u２H（ x） f０ f１ f２ 即愁I（x）∈F２ ［ x］使得n（x） ＝

f０ f３ I（ x），故有m（ x） ＝f ３０ f１ f ２２ f ３３ ，即矱p （C）彻（ f ３０ f１ f ２２ f ３３ ）。 类似地，若
取l（x）∈矱p （C），则愁 q（ x）∈A４n，使得m（ x） ＝q（x） f ３０ f１ f ２２ f ３３ ，因此
l（ x） f ２１ f２ ＝q（ x）（ xn ＋１）３ ＝矱p （ u２ q（x） ），故有 u２ q（ x）∈C，因此愁L

（ x），M（ x），N（x）∈Bn 使得 u２ q（ x） ＝L（ x） f０ f２ f３ ＋uM（ x） f０ f１ f３ ＋u２N

（ x） f０ f１ f２ ，即愁p（x）∈F２ ［x］使得q（ x） ＝f０ p（x）故有l（ x） ＝f ４０ f１ f ２２ f ３３ ，
即矱p（C）彻（ f ４０ f１ f ２２ f ３３ ）。 比较矱p（C）与（ f ４０ f１ f ２２ f ３３ ）码字个数可得矱p

（C） ＝（ f ４０ f １ f ２２ f ３３ ）。

3　结束语
有限环上编码理论是近年来人们很感兴趣的一个热点问

题，由此可以对域上编码有更清楚的认识。 本文主要在环 R
上重新定义了一种新的 Ｇｒａｙ映射，通过该映射能将环 R 上线
性（１ ＋u ＋u２ ）—循环码等距映射成域 F２ 的线性循环码，并且

讨论了当码长 n ＝３（ｍｏｄ ４）时，可由 R上线性（１ ＋u ＋u２ ）—循
环码的生成多项式得到其 Ｇｒａｙ 象的生成多项式，为寻找更好
的码类提供了理论依据。

参考文献：
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n存在以下关系：

d ＝n －１
n （ ｌｎ n －ｌｎ（ －ｌｎ pc））

其中：　pc 为全网连通概率。 若节点的期望邻居节点数为 n′

（n′＜＜n ），则两个相邻节点共享一个密钥的概率 p′＝ d
n′－１。

在给定 p′的情况下，p与 k之间的关系表示如下：

p′＝１ －（（ p －k）！）２

（ p －２k）！ p！

本文采用的是预配置对密钥预分配改进方案模型，网络内
所有的节点都有相同的初值 x０ 和参数λ，使得传感器网络内
每个节点都能够与其任意一个邻居节点建立起共享通信密钥，
同时也支持组播通信。 在不考虑诸如网络因障碍物阻隔造成
的通信延迟及敌方电磁干扰的情况下，本方案的网络密钥连通
概率是百分之百。 在本文的算法中，生成的每对对密钥都不相
同，只有进行通信的双方拥有该对密钥，混沌密钥动态改变，使
得可以独立建立起点到点的安全信道，且避免了网络安全对基
站的依赖。 综上所述，本方案与其他几种对密钥管理方案的比
较如表 ３所示。

表 ３　几种方案的比较

方案名称
网络
扩展性

安全性 内存开销
计算
复杂度

连通概率

预配置对
密钥

较好 差 小 无 １ 鲻
随机密钥
方案

一般 一般 一般 一般 p′＝１ －（ p －k）！
（ p －２k）！

基于密钥
池方案

一般 一般 较大 一般
p′＝１ －Σ

q －１  
s ＝０

（P（ s），

与密钥池｜s｜大小有关
本方案 较好 较好 较小 一般 １

4　结束语
在无线传感器网络安全机制中，密钥管理是系统所有安全

服务的基础，它包括加密系统密钥的产生、分配、存储、使用、失
效及撤除等全过程。 本文提出的针对全网范围内预配置对密
钥的改进方案，引入混沌算法和临时初始密钥，混沌序列的不
可预测性、不可分解性等非线性特征是混沌算法具有良好安全

性的理论基础，利用混沌的遍历性和初值敏感性解决了原方案
在密钥安全性方面的不足，动态地改变加密密钥且密钥空间大，
抗破译能力强，实现了数据传输的加密和认证，保证了传输数据
的安全性、真实性和完整性；在密钥管理方面实现了密钥的更新
和撤除。 该方案对节点资源要求具有较好的适应性，与目前的
随机密钥类型算法相比，在计算量与内存需求增加不大的情况
下获得了较好的网络安全性，易于在Ｍｉｃａ２节点上软件实现。
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