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张　果，刘旭敏
（首都师范大学 信息工程学院， 北京 １０００４８）

摘　要： 为了提高三角网格模型简化的速度，满足实时显示的要求，并且有效地克服边折叠简化算法在低分辨率的状
态下易丢失模型重要几何特征的问题，提出了一种基于八叉剖分的近似曲率的边折叠简化算法。 采用八叉树结构自
适应地分割网格模型空间，同时在各个区域中采用近似曲率的边折叠算法并行地进行边折叠操作。 实验证明，该算法
取得了不错的效果。
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0　引言
在计算机图形学和几何造型中，物体表面常用多边形网格模

型尤其是三角网格模型描述，这已经是几何造型中最直接最简单

的方法。 但是，直接由高科技设备创建的三角网格模型都很复杂，

表面分割精细，数据量十分庞大，给物体实时显示带来了很大的困

难。 因而，三角网格模型简化技术的研究已经成为该领域的研究

热点并出现了许多研究成果。 国内外研究成果大致可以归结为顶

点聚类法、区域合并法、顶点删除法、边折叠法、三角形折叠简化方

法和小波分解法等。 由于边折叠法具有简单、方便、折叠误差小的

特点，它成为一种常用的几何模型简化方法。

网格模型简化的目标是在尽量保持模型逼真度的前提下，大

幅度地减少三角形面片的数目。 所以，一个好的模型简化方法应

具有快速的特点，这是几何模型实时显示的基本要求，也应具有保

持原始模型特征的特点。

Ｇａｒｌａｎｄ等人［１］于 １９９７年提出基于二次误差测度的边折叠简

化算法（简称ＱＥＭ算法），以顶点到相关三角平面距离的平方和

作为误差测度，算法速度快，而且能生成高质量的简化模型。 但是

ＱＥＭ算法的误差测度标准过于单一，所产生的简化网格都是均匀

的，在低分辨率的状态下往往丢失模型重要几何特征，从而导致视

觉上的失真。 刘晓利等人［２］于２００５年在Ｇａｒｌａｎｄ算法基础上引入
尖特征度的概念，在不增加时间复杂度的情况下，较大程度地保持

了简化模型的外观。 但是该算法简化后模型的几何误差值较大，

同时由于对表面变化反映不够细致和全面，大规模简化后仍然会

丢失很多重要的几何信息；而且采用这种方法，每一个顶点、边和

三角形都要建立数据结构，对于无法调入内存的网格数据来说，这

是不可能的。 因此仅用这种简化方法是无法直接对超大规模网格

模型进行简化的，在那些对物体实时显示要求比较高的场合，仅用

该算法也是不够的。

鉴于研究中存在的这些问题，提出了一种基于近似曲率的边

折叠简化算法来维持模型的几何特征；采用八叉树的结构来自适

应地分割网格模型空间，不仅克服了无法直接对超大规模网格模

型进行简化的问题，采用分块的原理对每个分割后的区域单独调

入内存进行简化，而且对于可以直接调入内存的模型，对各个分割

后的区域并行地进行边折叠操作，以此来提高三角网格模型简化

的速度，达到实时显示的要求。 实验表明该简化方法取得了不错

的效果。

1　相关知识
边折叠简化算法首先计算模型中所有边在折叠时的代价，然
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后按折叠代价从小到大进行排序。 每次从队头取出一条边进行折

叠，当对该边折叠之后，相关联的边都从优先级队列中删除，重新

计算其折叠的代价，并且将满足折叠条件的边按优先级顺序插入

队列，继续进行边折叠，直到没有边满足折叠条件为止。 图 １为边

折叠前后的比较图。

Ｇａｒｌａｎｄ算法是基于二次误差测度的边折叠算法，以顶点到相

关三角平面距离的平方和作为误差测度，算法速度快，简化质量较

高，成为一种经典的边折叠算法。
该方法对每个顶点 v ＝［vx　vy　vz］Ｔ 定义其误差为 v与其相

关联平面集合 ｐｌａｎｅｓ（v）的距离平方和。 这个误差测度可以写成

二次型形式：
Δ（v） ＝ ∑

p∈ｐｌａｎｅ（v）（p
Ｔ v）２ ＝ ∑

p∈ｐｌａｎｅ（v）v
Ｔ（ppＴ）v ＝vＴ（ ∑

p∈ｐｌａｎｅ（v）Kp）v （１）

其中：p是方程 ax＋by ＋cz ＋d ＝０（a２ ＋b２ ＋c２ ＝１）定义的与 v相关
联三角形所在平面；Kp 是平面 p的基本误差二次型，即

Kp ＝ppＴ ＝

a２ ab ac ad

ab b２ bc bd

ac bc c２ cd

ad bd cd d２

（２）

把Qv ＝ ∑
p∈ｐｌａｎｅ（v）Kp 称为顶点 v的二次误差测度矩阵。 当进行

边折叠（vi，vj）→v′时，边折叠代价为
Δ（v′） ＝v′Ｔ（Qi ＋Qj）v′ （３）

折叠后 v′的二次误差测度矩阵为

Qv′＝Qi ＋Q j ＝

q１１ q１２ q１３ q１４
q１２ q２２ q２３ q２４
q１３ q２３ q３３ q３４
q１４ q２４ q３４ q４４

（４）

这种方法速度快，简化后模型表面误差均值较低。 但由于只

考虑距离的度量，网格顶点分布均匀，在大规模简化后，模型表面
较为尖锐的棱角等重要几何特征丢失。

为了克服网格分布过于均匀，不能突出模型重要特征的缺

点，刘晓利提出尖特征度（ｓｈａｒｐ ｄｅｇｒｅｅ）的概念。 首先将相关联的

两个面的二面角（两个面的外法向夹角）大于给定阈值 θ的边定

义为尖特征边，则原始顶点的尖特征度定义为与该顶点关联的所
有尖特征边的个数。 加入尖特征度的二次误差测度表示为

ΔL（v） ＝Δ（v） ＋cｓｈａｒｐ· ｓｈａｒｐ＝vＴ（ ∑
p∈ｐｌａｎｅ（v）Kp）v ＋cｓｈａｒｐ· ｓｈａｒｐ＝

vＴ（ ∑
p∈ｐｌａｎｅｓ（v）Kp ＋Kｓｈａｒｐ）v （５）

其中：Kｓｈａｒｐ ＝

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ cｓｈａｒｐ· ｓｈａｒｐ
；ｓｈａｒｐ是顶点 v的尖特征度；

cｓｈａｒｐ是根据经验设定的一个惩罚系数，刘晓利将其大概取为 Ｇａｒ唱
ｌａｎｄ 误差均值的 １／１０。 顶点 v 的二次误差测度矩阵为 Qv ＝

∑
p∈ｐｌａｎｅｓ（v）Kp ＋Kｓｈａｒｐ。 由于尖特征度反映了局部表面变化，该方法能

够在很大程度上保持模型尖锐特征。 然而 cｓｈａｒｐ的设定需要事先知
道Ｇａｒｌａｎｄ原始二次误差测度每次简化的误差均值，同时阈值θ也

是经验值，这给实际应用带来较大的困难。 另外，由于在误差测度
中直接加入惩罚项，使得模型原始顶点的初始误差不为 ０。 同时

该误差测度不能反映小于 θ二面角的影响，大于 θ的二面角对误

差测度贡献相同，而且顶点尖特征度是小于等于顶点度数的整数

值，对表面变化反映不够充分。

2　一种基于近似曲率的边折叠简化算法
为了弥补刘晓利算法的不足，提出了近似曲率这个概念来反

映三角网格模型中顶点处的弯曲程度，并将其作为权值嵌入到二

次误差测度中，以此来改变边折叠的顺序，同时并不改变二次型的
基本性质以及初始误差值。

2畅1　顶点的近似曲率的计算
在三角网格模型中，由于平滑区域中三角形的顶点处的弯曲

程度一般都较小，而具有尖锐特征的区域中，其顶点处的弯曲程度
一般都较大，所以用顶点的近似曲率作为这个自适应权值的主要
依据，能更好地保持模型的几何特征。

由于被简化的多边形表面是由一系列的三角形构成的，它不
是二阶可微的曲面图形，从理论上来说，它不存在曲率，但它可以
看做是光滑表面的分段近似［３］ 。

改进的算法用式（６）来代表顶点处的近似曲率，它表示模型

中顶点处的弯曲程度：

Ks ＝
∑

vi∈ｎｅｉｖｅｒｔｓ（vs）
csi

mi
（６）

其中：csi是顶点 vs 和 vi 的法向量夹角的余弦值；vi 是与 vs 相关的
顶点即 vi∈ｎｅｉｖｅｒｔｓ（vs）；mi 是与顶点 vs 相关的顶点个数；Ks 表示

了 vs 与其相关顶点的法向量之间的夹角余弦值的平均值。

csi ＝ｃｏｓ（ns，n i） ＝
ns· ni

｜ns ｜｜ni ｜
（７）

其中：ns 是顶点 vs 的法向量，ni 是顶点 vi 的法向量。 由公式可
看出，csi的值越大，这两个顶点法向量之间的夹角就越小，顶点
处的弯曲程度就越大，近似曲率就越大；csi的值越小，这两个顶
点法向量之间的夹角就越大，顶点处的弯曲程度就越小，近似
曲率就越小。 这里顶点法向量用与其相关的三角平面的法向
量的和来表示。

K值的大小反映了顶点 vs 邻域内的近似曲率的大小。 K
值越大，顶点 vs 的邻域内的近似曲率越大，模型表面的几何变
化越明显；K值越小，顶点 vs 邻域内的近似曲率越小，模型表

面的几何变化就越不明显。

2畅2　算法的改进
为了使得二次误差测度在能够度量距离偏差的情况下，能够

反映模型局部表面几何变化，用顶点的近似曲率作为自适应权值

嵌入到二次误差测度中，由此在式（３）的基础上得到式（８）：

Δ（v′） ＝v′Ｔ（Qs ＋Qt）v′－
１
２ （Ks ＋KT） ＝

v′Ｔ（Qs ＋Qt）v′－
１
２
（

∑
vi∈vs．ｎｅｉｖｅｒｔｓ

csi
mi

＋
∑

vj∈vt．ｎｅｉｖｅｒｔｓ
ctj

mj
） （８）

其中：前半部分 v′Ｔ（Qs ＋Qt）v′表示顶点 v′到与其相关三角平面的
距离平方和；括号中的两项分别给出了顶点 vs 和 vt 与其相关顶点
的法向量之间的夹角余弦值的平均值，这个值的大小反映了顶点
vs、vt 的邻域内的近似曲率的大小。 因此这两项的平均值越大，说
明在边（vs，vt）的邻域内网格表面的弯曲程度越大，几何形状变化
也越明显，于是这条边的删除就更应该置后。
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另外，由于所嵌入的自适应权值总是在［ －１，１］中变化，为防

止它们在边长很大的情况下失去作用，对上式进一步修改如下：

Δ（v′） ＝v′Ｔ（Qs ＋Qt）［１ －１
２
（Ks ＋KT）］v′＝

v′Ｔ（Qs ＋Qt）［１ －１
２
（

∑
vi∈vs．ｎｅｉｖｅｒｔｓ

csi

mi
＋

∑
vj∈vt．ｎｅｉｖｅｒｔｓ

ctj

mj
）］v′ （９）

有了以上的边权定义，简化时网格的几何特征就能够得到较

好的保持。

3　采用八叉树结构进行自适应区域划分
对于超大规模网格模型或者对物体实时显示要求比较高的

场合，可以采用将原始模型分解成多个区域的方法。 对于超大规

模网格模型，只要对分解后的每个区域单独调入内存进行简化操

作即可，在这里主要考虑对实时显示要求比较高的场合。 首先采

用八叉树结构来自适应地分割网格模型空间；然后对每个分割后

的区域采用上述的边折叠简化算法并行地进行简化，在简化过程

中保持这些区域的边界；最后将已经简化的区域无缝地连接起来

形成一个简化模型。 此方法有效地提高了三角网格模型简化的

速度。

物体的八叉树表示是一种层次数据结构。 该算法将含有整

个场景的空间立方体作为根节点，按三个方向的中间剖面将其分

割成八个子立方体网格，组织成一棵八叉树。 若某一子空间网格

中所含面片数大于给定阈值则继续剖分，直到满足规定的面片数

为止。

采用八叉树表示物体最大的缺点是它占用内存很多，这是因

为每一体元都是立方体，且体元各表面分别与三个坐标平面平行。

为了减小八叉树表示所需的空间存储量，提出了线性八叉树的表

示方法。 所谓线性八叉树即用一个可变长度的一维数组来存储一

棵八叉树。

3畅1　八叉树数据结构
本文采用八叉树结构对三角网格模型进行自适应划分的目

的，就是把原始网格模型划分为不同的区域，而每个区域又是一个

单独的网格模型，然后再对每个区域并行地进行边折叠操作。 为

了以后网格简化过程中可以方便地调用每个区域网格模型，本文

的结构体中有一个表示网格模型的变量，以此来表示区域划分以

后的子网格模型。
ｖｅｃｔｏｒ枙ＯｃＴｒｅｅＮｏｄｅ枛 ＿ｔｒｅｅｌｉｓｔ；／／线性八叉树链表
ｔｙｐｅｄｅｆ ｓｔｒｕｃｔ ＯｃＴｒｅｅＮｏｄｅ ／／八叉树节点
｛
　　／／存储三角面片的 ｖｅｃｔｏｒ容器
　　ｖｅｃｔｏｒ枙ｔｒｉａｎｇｌｅ枛ＮｏｄｅＴｒｉ；
　　／／存储顶点的 ｖｅｃｔｏｒ容器
　　ｖｅｃｔｏｒ枙ｖｅｒｔｅｘ枛ＮｏｄｅＶｅｒｔ；
　　ｉｎｔ ｎｕｍＯｆＴｒｉａｎｇｌｅ；／／三角形个数
　　ｉｎｔ ｖｅｒｔｅｘｎｕｍ；／／顶点个数
　　／／孩子节点指针
　　ｓｔｒｕｃｔ ＯｃＴｒｅｅＮｏｄｅ倡ｐＣｈｉｌｄ［８］；
　　 ｍｅｓｈ倡＿ｍｅｓｈ；／／子网格模型
｝ＯＣＴＲＥＥＮＯＤＥ；

3畅2　三角面片与立方体网格包含关系的确定
由上面论述知道三角面片容器建立的关键是确定三角面片

与子空间网格的包含关系。 这里以文献［４］ 给出的不等式方法为
基础。 如图２所示，首先确定子立方体中顶点的最大值和最小值：

Vｍｉｎ（xｍｉｎ，yｍｉｎ，zｍｉｎ），Vｍａｘ （xｍａｘ，yｍａｘ，zｍａｘ）。 对于给定的三角面片
T１T２T３ 作这样的判断：如 果 Vｍｉｎ ＜Ti ＜Vｍａｘ，Vｍｉｎ ＜Tj ＜Vｍａｘ，Tk ＞
Vｍａｘ或 Tk ＜Vｍｉｎ，则认为此三角面片位于该子立方体内，并将其加
入对应的三角形容器内；如果 Vｍｉｎ ＜Ti ＜Vｍａｘ，Tj ＞Vｍａｘ，Tk ＞Vｍａｘ或
Tk ＜Vｍｉｎ，则认为此三角面片不在该立方体内，不对其进行处理。

图３（ａ）为牛模型经过八叉剖分以后的效果图。 如果第一次
八叉剖分以后每个子立方体三角面片的数目大于对应的阈值，则
对该子立方体网格继续剖分。 图 ３（ｂ）为对牛模型的第一个子立
方体继续进行网格剖分的效果图。

4　算法描述
下面给出了本文算法的整体描述。 与原始的边折叠算法相

比，其主要在边折叠操作前增加了空间八叉剖分，也就是区域划分
处理［５］ ，然后再在每个区域采用基于近似曲率的边折叠算法并行
地进行简化。 这不仅减少了三角网格简化的时间，达到实时显示
的要求，而且维持了原始三角网格模型的几何特征。

ａ）读取文件；
ｂ）对载入的文件采用八叉树结构进行分割，将三角网格模型

划分为八个子立方体；
ｃ）如果每个子立方体中三角面片的数目小于对应的阈值则

停止剖分，否则对该子立方体网格继续剖分，直到每个子空间所含
面片数小于给定阈值；

ｄ）每个子立方体对应一个独立的子网格模型，在每个子网格
模型中分别计算各边的二次误差矩阵，并计算折叠代价及折叠后
新顶点的位置；

ｅ）根据折叠代价分别建立各个区域折叠代价的堆栈；
ｆ）并行地在每个区域按折叠代价的大小分别进行一次边折叠

操作；
ｇ）若三角形的数目已经达到简化要求，结束，得到简化模型；

否则，局部修改折叠后的二次误差矩阵、折叠代价及新顶点的位置
信息，并转步骤 ｅ）。
5　区域的无缝连接

按上述的算法可知，采用八叉剖分的方法来对三角网格模型
进行简化，是并行地对剖分后的每个区域进行三角网格简化，然后
将已经简化的区域无缝地连接起来形成一个简化模型。 因此如何
将已经简化的区域无缝地连接起来成为一个重点研究的问题。 本
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文采用的方法是对每一个区域分别找到其边界边，为每个边界边
生成一个虚拟平面，这个平面通过该边界边并垂直于边界边所在
的三角平面。 给该虚拟平面规定一个重要度作为该平面基本误差
二次型的权值，然后累加到该边界边端点初始的二次误差测度矩
阵中。 由于虚拟平面重要度比较大，边界边的折叠代价相对比较
高，边界可以得到很好的保持。 但是，考虑到多次边折叠操作之
后，边界边的边折叠代价相对比较高，致使边界处的三角片过密，
影响效果，因此设置一个阈值。 当边折叠的次数大于这个阈值时，
停止对模型的继续简化，保存这个简化模型，然后重新对这个简化
模型进行八叉剖分，从而改变每个子网格模型的边界边，更好地实
现区域的无缝连接。

6　结果分析
为了验证算法的效果，用 Ｖｉｓｕａｌ Ｃ＋＋６．０实现了该算法，并

用 ＯｐｅｎＧＬ完成图形的绘制。
图４ ～６分别为各种原始模型采用改进的算法与原始算法所

得到的简化模型的对比图。 很明显，在图４中采用改进的算法，当
模型简化到１３４个三角面片时，兔子耳朵的几何特征得到了很好
的保持，而采用刘晓利算法，兔子耳朵的几何特征很大一部分已经
被简化；在图５中，采用改进的算法，牛模型的形状特征得到了很
好的维持，尤其是牛的角，几何特征保持得很不错，而采用刘晓利
算法，牛模型角的几何特征已经不太尖锐；在图 ６中，当蚂蚁模型
简化３５％的时候，采用刘晓利算法，蚂蚁的触须已经开始断裂，而
采用改进的算法却得到了不错的效果。 从表 １和 ２还可以看出，
采用改进的算法简化时间明显缩短。

表 １　牛模型八叉剖分前后简化时间的对比表　　ｓ
简化 １０％ 简化 ３０％ 简化 ５０％ 简化 ８０％

未剖分 ８ '．９０５ ９ 唵．０３１ ９ 滗．１７２ ９ C．２６４

剖分 １ '．２０３ １ 唵．３１８ １ 滗．３３７ １ C．３４７

表 ２　兔子模型八叉剖分前后简化时间的对比表　　ｓ
简化 １０％ 简化 ３０％ 简化 ５０％ 简化 ８０％

未剖分 ４ '．２１８ ４ 唵．２３３ ４ 滗．２４９ ４ 7．３１２

剖分 ０ '．６５１ ０ 唵．６５３ ０ 滗．６５５ ０ C．６６３

　　通过实验结果可以看出，采用改进的算法不仅模型的细节特
征得到了很好的维持，而且简化速度也得到了大大提高。

7　结束语
为了达到网格模型简化的目标，在尽量保持模型逼真度的前

提下，所用的时间应尽可能地少，以此来达到实时显示的目的。 文
章首先采用八叉树结构来自适应地分割网格模型空间，然后在各
个子网格模型并行地进行边折叠操作，以此来提高三角网格模型
简化的速度；同时为了能够更好地维持模型的几何特征，引入了近
似曲率的概念，把它作为自适应权值嵌入到二次误差测度中，有效
地克服了刘晓利算法简化模型几何误差值较大、对表面变化反映
不够充分的问题。 实验证明，该简化方法取得了不错的效果。
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