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基于统一强度理论朗肯土压力的计算研究 
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摘要：采用双剪统一强度理论主应力型表达式和平面应变假设，首先将挡土墙土压力问题视为平面应变问题，通

过广义虎克定律确定出中主应力 2 1 3( )     ，并根据朗肯土压力分析原理确定出另外一个主应力，最后结合双

剪统一强度理论主应力型表达式分别推导朗肯主动土压力和被动土压力的计算公式。该公式除了引入考虑中主应

力影响的系数 b，还通过广义虎克定律把材料的泊松比 引入朗肯土压力计算公式中。经典的朗肯土压力计算公

式仅为该统一解的特例。该统一解可以灵活地运用于各种不同特性填土材料的土压力计算。最后通过一算例讨论

不同权系数 b 对计算结果的影响。分析表明：采用经典的朗肯被动土压力理论所得到的结果是偏小的，而采用经

典的朗肯主动土压力理论所得到的结果是具有一定的安全储备；双剪统一强度理可以更好地发挥材料的强度潜力，

可取得一定的经济效益。 
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CALCULATION STUDY OF RANKINE EARTH PRESSURE BASED ON 
UNIFIED STRENGTH THEORY 
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Abstract：The issue of wall earth pressure will be regarded as problem of plane strain，so intermediate principal 

stress is calculated by generalized Hooks law in plane strain assumption. The principal stress in accordance with 

the principle of Rankine earth pressure is determined. On this basis，the formula of Rankine earth pressure is 

derived when the expression of principal stress in double-shear unified strength theory is used. The weighted 

coefficient b considering effects of intermediate principal stress and the Poisson's ratio is introduced to the formula. 

The solution based on classical Rankine active earth pressure theory is a special case of the unified solution. The 

unified solution can be flexibly used to calculate earth pressure of various filled materials. Finally，an example is 

given to show the impact of their results in different weighted coefficients b. The analytical shows that the result of 

classical Rankine passive earth pressure theory is smaller，so it often causes the potential danger. However，the 

result of classical Rankine active earth pressure theory is larger and has enough safety storage. The potential 

strength of filling materials is sufficiently developed under the guidance of the double-shear unified strength 
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theory，so some economic benefits can be obtained. 

Key words：soil mechanics；double-shear unified strength theory；Rankine earth pressure；plane strain；Poissons 

ratio 

 

 

1  引  言 
 

经典的土压力理论由于它是基于 M-C 强度准

则得出的，没有考虑中主应力对强度的影响。双剪

统一强度理论提出后，一些学者把双剪统一强度理

论引入土压力计算中，考虑了中主应力对土压力计

算结果影响作用，扩展了其应用范围。 

高江平等[1，2]在双剪统一强度理论的基础上通

过计算平衡拱面积和滑裂体体积推导了主动土压力

公式，还导出了按能量理论计算挡土墙主、被动土

压力的公式。范 文等[3]根据土压力上限理论和多三

角形破坏机构的计算原理推导了基于双剪统一强度

理论的土压力公式。上述都是通过双剪统一强度 

理论公式 0 0
t

0

2(1 ) cos 1

2 (1 sin ) cos t

b c
c

b


 




 
和 t arcsin   

0

0

(1 ) (2 )sin

2 (1 sin )

b m b bm

b




    
   

将 M-C 强度准则下  

的抗剪强度参数 0c ， 0 转化为双剪统一强度理论的

抗剪强度参数 tc ， t ，其中中间主剪应力系数 b 考

虑了中主应力的影响。该方法的运用较为简单，具有

一定的普遍性。因为它可以通过上述 2 个表达式把

传统 M-C 强度准则抗剪强度参数 0c ， 0 转化为双

剪统一强度理论下的强度参数 tc ， t 。所以它可以

运用到一切与传统 M-C 强度准则抗剪强度参数 0c ，

0 相关的岩土工程上来。谢群丹等[4～6]分别把中主 

应力假设为 2 1K  、 2 1 3   、 2 1(
2

m     

3 ) ，利用双剪统一强度理论主应力型表达式和朗

肯土压力分析原理提出了新的土压力计算方法。该

方法关键是需要对挡土墙后面填土取土体微元进行

应力分析，确定出 3 个主应力中的 2 个，然后结合

双剪统一强度理论主应力型表达式求解另外一个主

应力。但是，该方法在应力分析过程中往往较难确

定合适的中间主应力。 

本文将挡土墙土压力问题视为平面应变问题，

通过广义虎克定律确定出中主应力 2 1 3( )     ，

并根据朗肯土压力分析原理确定出另外一个主应

力，结合双剪统一强度理论主应力型表达式分别推

导了朗肯主动土压力和被动土压力的计算公式。该

公式除了引入考虑中主应力影响的系数 b，还通过

广义虎克定律把材料的泊松比 引入了朗肯土压力

计算公式中，从另一个角度探讨朗肯土压力理论的

计算方法。经典的朗肯土压力计算公式只是本文计

算公式的特例，最后通过算例分析了权系数 b 的影

响作用。 

 
2  双剪统一强度理论 

 

M. H. Yu 等[7～9]的双剪统一强度理论以双剪单

元体为力学模型，考虑作用于双剪单元体上的全部

应力分量以及它们对材料破坏的不同影响而建立的

一个新的强度理论，充分考虑了中间主应力 2 在不

同应力条件下对材料屈服或破坏的影响。 

三轴应力状态下的强度极限线如图 1 所示。一

般情况下，双剪统一强度理论的极限面为一以静水

应力为轴心的不等边形锥体。b 实际上也是一个选

用不同强度准则的参数，当 0≤b≤l 时，极限面均

为外凸的，在 b = 0 或 b = 1 两种情况下，十二边形

简化为不等变形锥体，在 b＜0 或 b＞1 的情况下，

则为非凸极限面。理论上已经证明，M-C 强度准则

和双剪强度准则分别界定了外凸型强度准则的下限

和上限。统一强度准则具有多种数学表达式，在岩

土力学和工程中，压应力为正、拉应力为负，则其

主应力型的表达式为 

2 3 1 3
1 t 2

( )
   

1 1

b
F

b

    
  


        

≤    (1a) 

1 3
1 2 3 t 2

1
( )    

1 1
F b

b

 
    


         

≥   

(1b) 

其中， 

t 0

c 0

1 sin

1 sin

 


 


 


              (1c) 

0 0
t

0

2 cos

1 sin

c 






                (1d) 
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图 1  统一强度理论在三轴应力状态下的强度极限线 

Fig.1  Strength limiting lines of the unified strength theory  

under triaxial stress states 

 

式中：b 为反映中间主剪应力的系数，因为岩土类

材料极限面一般为外凸形，所以 b 的取值为

0≤b≤1； t 为拉伸强度极限； 为材料拉压强度比；

c 为抗压强度极限。 

将式(1c)，(1d)代入式(1a)，(1b)，可得出用 0c 和

0 表示的双剪统一强度理论为 

2 3
1 0 0 0 0(1 sin ) (1 sin ) 2 cos

1

b
c

b

 
   


   


 

1 3 1 3
2 0sin

2 2

   
 

   
 

≤          (2) 

1 2
0 3 0 0 0(1 sin ) (1 sin ) 2 cos

1

b
c

b

 
   


   


 

1 3 1 3
2 0sin

2 2

   
 

   
 

≥          (3) 

整理式(2)，(3)，可得 

02
3 1 2tan 45 (1 )

2
b b


        

 
  

0
02(1 ) tan 45

2
b c

   
 

  

1 3 1 3
2 0sin

2 2

   
 

   
 

≤           (4) 

0 02 2 1
3 0tan 45 2 tan 45

2 1 2

b
c

b

  


            
   

1 3 1 3
2 0sin

2 2

   
 

   
 

≥           (5) 

 
3  理论分析模型 

 

朗肯研究自重应力作用下，半无限土体内各点

的应力从弹性平衡状态发展为极限平衡状态的条

件，提出了朗肯土压力理论。假设墙背垂直、光滑、

墙后填土面水平，如图 2 所示。现分析紧靠挡土墙

面的土中任意 z 深度处土微元体的状态。 
 

 

图 2  土体中某点的应力状态 

Fig.2  Stress state of a point in soil 

 

当土体静止不动时，土微元体的应力 z z  。

(其中， 为土的容重，z 为计算点的深度)当挡土墙

向外时，水平应力 不断减小，而竖直应力 z 保持

不变，直至土单元达到主动极限平衡状态，这时的

 值即为主动土压力 ap 强度。同样地，当挡土墙向

里移动时，水平应力 不断增大，而竖直应力 z 保

持不变，直至达到被动极限平衡状态，这时的 值

即为被动土压力 pp 强度。 

岩土体在弹性限度内进行强度分析时，中间主

应力可以通过广义虎克定律来确定。把该计算模型

可视为平面应变问题进行研究，假设挡土墙横截面

为 xz 平面，那么垂直于挡土墙横截面的方向为 y 方

向，由平面应变问题的弹性解答可知： 

0y                       (6) 

由广义胡克定律知： 

1
[ ( )]y y z xE

                    (7) 

式中：ν为填土材料的泊松比，0＜ν＜0.5。 

联立式(4)和(5)可得 

( )y z x                  (8) 

在 xz 平面上一点应力状态有 1 3z x      ，

所以假设中间主应力为 

挡

土

墙

单剪强度理论(b = 0， 
M-C 

双剪强度理论(b = 1) 

非凸破坏准则 b＞1 

非凸破坏准则 b＜1 

1.0
0.9
0.8   0.7
0.6
0.5

b

 
 
   
 
 
 

1 

3 
2 

新强度 
理论 

新强度 
理论 



• 3172 •                                       岩石力学与工程学报                                      2010年 

 

2 1 3( )                   (9) 

把式(9)代入式(4)，(5)可得 

02
3 1

0
0

(1 ) (1 ) tan 45
2

     2 (1 ) tan 45
2

b b b

c b


   



         
  

   
 





 

1 3 1 3
2 0( sin )

2 2

   
 

 
≤              (10) 

02
3 11 tan 45 (1 )

2
b b b


   

         
  

  

0 02
0tan 45 2 (1 ) tan 45

2 2
c b

          
   

   

1 3 1 3
2 0sin

2 2

   
 

   
 

≥              (11) 

 
4  中主应力第一种情况时的朗肯土

压力公式推导 
 

4.1 主动土压力公式推导 

当土单元进入主动极限平衡状态时，可知： 

1 z z                  (12) 

2 1 3( )                 (13) 

将式(12)，(13)代式(11)，可得朗肯主动土压力强

度为 

02
a 3 tan 45

2
p z


       

 
  

2 0

1

1 tan 45
2

b

b b







    
 



 

0
0

2 0

(1 )
2 tan 45

2
1 tan 45

2

b
c

b b




         
 





   (14) 

令 02
a tan 45

2
k

   
 

 ，即为朗肯主动土压力 

系数，则式(14)可写为 

a 3 a
2 0

1

1 tan 45
2

b
p zk

b b

 



  

    
 



  

0 a
2 0

(1 )
2

1 tan 45
2

b
c k

b b



    
 



      (15) 

当 0b  时： a a 0 a2p zk c k  。通过式(15)和

经典朗肯主动土压力强度公式对比可知：分别在 2

个分项上多了 2 个系数
2 0

1

1 tan 45
2

b

b b





    
 



和

2 0

1

1 tan 45
2

b

b b



    
 



。 

由式(15)可知主动土压力由两部分组成，黏聚

力 c 的存在减少了作用在墙上的土压力，并且在墙

上部形成一个负侧压力区(拉应力区)，由于墙背与

填土在很小的拉应力下就会脱开，该区域的土中会

出现拉裂缝，在计算作用在墙背上的主动土压力时

应略去这部分负侧压力。此时，由土压力为 0 的条

件可计算受拉区的高度 z0： 

0
0 a

a

2 (1 )
  ( 0)

(1 )

c b
z p

b k 


 


        (16) 

在设计挡土墙时，首先要利用判别式判断挡土

墙的高度 H 是否大于 z0，若 H＞z0，则要计算朗肯

主动土压力；若 H≤z0，则不必进行土压力计算，

这时的挡土墙只需按构造要求设计即可。 

ap 作用方向垂直于墙背，沿墙高呈三角形分

布。若墙高为 H，则单位墙长度上朗肯主动土压力

为 

2
a a 0 a

1 1
( )

2 2
E P H z H k     

2 0

1

1 tan 45
2

b

b b







    
 



 

2
0 a 0

2 0

2 (1 ) 2

1 tan 45
2

c H k b c

b b
 


 

    
 



 

2

2 0

(1 )

1 tan 45 (1 )
2

b

b b b
 


         



         (17) 

aE 的作用方向垂直于墙背，其作用点在距墙底

0

3

H z
处。当 0b  时： 
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2
2

a a a

1 2
2

2

c
E H k cH k


           (18) 

式(18)为经典朗肯主动土压力计算公式。 

整理(17)可得 

2

0
a

0

2(1 )

(1 ) tan 45
2

b c
E H

b
 

 
    

         



 

2 2 2 0
0

2 2 2 0

[4 (1 ) ] 1 tan 45
2

(1 ) tan 45
2

c b

b



 

           
       





 

2 2 0

2 0

(1 ) tan 45
2

2 1 tan 45
2

b

b b

 



       
 

           





           (19) 

当 0

0

2(1 )

(1 ) tan 45
2

b c
H

b
 




   
 



时， aE 取得最小

值。 

4.2 被动土压力公式推导 

当土单元进入被动极限平衡状态时，可知： 

2 1 3( )                 (20) 

3 z                    (21) 

将式(20)，(21)代式(11)，可得朗肯被动土压力

强度： 

02
p 1 3 0

20 0

2 0

02

1 tan 45 2
2

tan 45 (1 ) tan 45 (1 )
2 2

1 tan 45
2

tan 45
2 1

p b b c

b b

b b

z
b


  

  







            
   

                  

              



 





 

0
0

1
2 tan 45

2 1

b
c

b



    

                   (22) 

令 02
p tan 45

2
k

   
 

 即为朗肯被动土压力系

数。当 0b  时： p p 0 p2P zk c k  ； pP 的作用方 

向垂直于墙背，沿墙高呈三角形分布。若墙高为 H，

则单位墙长度上朗肯被动土压力为 

2
p p

1

2
E H k   

2 0

0 p

1 tan 45
2 1

2
1 1

b b
b

c H k
b b



 

          
 



  (23) 

pE 的作用方向垂直于墙背，其作用点在距墙 

底
3

H
处。当 0b  时： 02 2

p

1
tan 45

2 2
E H


     

 
  

0
02 tan 45

2
c H

  
 

 即为经典朗肯被动土压力计算

公式。 

 
5  中间主应力第二种情况时的朗肯

土压力公式推导 
 

5.1 主动土压力公式推导 

将式(12)，(13)代入式(10)，可得朗肯主动土压力

强度： 

02
a 3 tan 45

2
p z


       

 
  

2 0

0
0

1 tan 45
12

2 tan 45
1 2 1

b b
b

c
b b




 

            



  

(24) 

令 02
a tan 45

2
k

   
 

 即为朗肯主动土压力系

数。 

2 0

a a 0 a

1 tan 45
12

2
1 1

b b
b

p zk c k
b b






       
 



 

 (25) 

当 0b  时： a 3 a 0 a2p zk c k    即为经典朗

肯主动土压力强度公式。 

由式(15)计算受拉区的高度 0z ： 

0
0 a

2 0
a

2 (1 )
  ( 0)

1 tan 45
2

c b
z p

b k
 


 
        



 (26) 

则朗肯主动土压力为 

a a 0

1
( )

2
E P H z    

2 0

0 a2
a

1 tan 45
2 (1 )1 2

2 1 1

b b
c H k b

H k
b b
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2 2
0

2 0

2 (1 )

1 tan 45 (1 )
2

c b

b b b
  


         



  (27) 

aE 的作用方向垂直于墙背，其作用点在距墙底

0

3

H z
处。当 0b  时： 2

a a 0 a

1
2

2
E H k c H k    

22c


即为经典朗肯主动土压力计算公式。 

同理可得：当 0[2(1 ) ]/H b c  1 b b  

  


 

0 0tan 45 tan 45
2 2

        
   

  时， aE 取得最小值。 

5.2 被动土压力公式推导 

将式(18)，(19)代入式(10)，可得朗肯被动土压

力强度： 

02
p 1 tan 45

2
p z


       

 
  

0
0

2 0

1
2 tan 45

2
1 tan 45

2

b
c

b b




           
 





  

2 0

1

1 tan 45
2

b

b b



    
 



                  (28) 

令 02
p tan 45

2
k

   
 

 即为朗肯被动土压力系

数。当 0b  时： p p 0 p2p zk c k  即为经典朗肯被

动土压力强度公式。 

pp 的作用方向垂直于墙背，沿墙高呈三角形分

布。若墙高为 H，则朗肯被动土压力为 

2
p p

2 0

1 1

2
1 tan 45

2

b
E H k

b b





 

    
 



 

0 p
2 0

1
2

1 tan 45
2

b
c H k

b b



    
 



      (28) 

pE 的作用方向垂直于墙背，其作用点在距墙底

3

H
处。当 0b  时： 2

p

1

2
E H 02tan 45

2

   
 

  

0
02 tan 45

2
c H

  
 

 即为经典朗肯被动土压力计算

公式 

 
6  算例与分析 

 

已知挡土墙及填土参数：土重度为 18 kN/m3；

内摩擦角 30  ，黏聚力 10c  ，泊松比 1/ 3  。

试根据双剪统一强度理论确定不同 b 值和 H 值条件

下朗肯土压力强度 aE ， pP 的值。计算结果如表 1～

3，图 3，4 所示。 

 

表 1  不同 b 值下 z0值 

Table 1  Values of z0 with different values of b  

b = 0.00 b = 0.25 b = 0.50 b = 0.75 b = 1.00 

1.93 2.22 2.48 2.70 2.89 

 

表 2  不同 H 与 b 值条件下的 pa值 

Table 2  Values of pa with different values of b and H 

Pa/kPa  

H/m 
b = 0.00 b = 0.25 b = 0.50 b = 0.75 b = 1.00

3.00 18.10 16.64 15.83 15.58 15.55 

3.25 21.12 19.09 17.88 17.35 17.10 

3.50 24.52 21.88 20.23 19.39 18.91 

3.75 28.29 25.00 22.88 21.72 20.99 

4.00 32.43 28.45 25.83 24.33 23.33 

4.25 36.95 32.23 29.09 27.22 25.94 

4.50 41.85 36.35 32.65 30.39 28.81 

4.75 47.12 40.80 36.51 33.85 31.95 

5.00 52.76 45.58 40.67 37.58 35.35 

 

表 3  不同 H 与 b 值条件下的 pp值 

Table 3  Values of ppwith different values of H and b 

Pp/kPa 
H/m 

b = 0.00 b = 0.25 b = 0.50 b = 0.75 b = 1.00

3.00 61.62 70.38 77.88 85.89 90.24

3.25 69.19 78.99 87.38 96.43 101.21

3.50 77.14 88.03 97.35 107.49 112.72

3.75 85.46 97.48 107.78 119.06 124.75

4.00 94.16 107.36 118.68 131.16 137.32

4.25 103.23 117.66 130.04 143.78 150.42

4.50 112.68 128.39 141.86 156.92 164.05

4.75 122.50 139.53 154.15 170.57 178.21

5.00 132.70 151.10 166.90 184.75 192.90

 

由以表 1～3，图 3，4 可得： aE 和 pE 随着 H  
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图 3  不同 H 与 b 值条件下的 pa值 

Fig.3  Values of pa with different values of b and H 
 

 

图 4  不同 H 与 b 值条件下的 pp值 

Fig.4  Values of pp with different values of b and H 

 

值的增大而增大，随着 b 值的增大，曲线变得越陡

峭。说明 b 值越大，对结果影响越大。同一 H 值下，

b 值对 aE 影响最大约为 50%。同一 H 值下，b 值对

pE 影响约最大约为 40%。 

对以上结果分析表明：在朗肯土压力计算中，

采用经典的朗肯主动土压力理论所得到的结果往往

是偏大的，最大可偏大约 50%，具有一定的安全储

备。在朗肯土压力计算中，采用经典的朗肯被动土

压力理论所得到的结果往往是偏小的，最大偏小约

为 40%。 

 
7  结  论 

 

(1) 本文将挡土墙土压力问题视为平面应变问

题，通过广义虎克定律确定出中主应力 2 1(     

3 ) ， 并结合朗肯土压力原理和双剪统一强度理论

主应力型表达式推导了朗肯主动土压力和被动土

压力的计算公式。该公式除了引入考虑中主应力

影响的系数 b，可以适用于各种不同特性的岩土材

料，经典朗肯土压力理论可看作该公式的一个特

例。 

(2) 在实际中，由朗肯土压力公式所得主动土

压力值通常都较实测值偏大，其原因就是没有考虑

中间主应力的影响，中间主应力对朗肯土压力的影

响是有一定影响的。统一强度理论可以比传统的

M-C 强度理论更好地发挥材料的强度潜力。算例分

析表明它可以更好地发挥材料的强度潜力达 20%～

50%，可产生一定经济效益。 

(3) b = 0 对应于 Coulomb 强度准则，中间主 

应力对强度没有影响；b = 1 对应于双剪统一强度 

理论，中间主应力对强度的影响与最小主应力等 

同。这 2 个极限情形就是图 1 外凸强度准则极限面

的内外边界。该公式的应用首先应选取合理的 b 值，

从而确定出合适的本构模型。而参数 b 可利用真三

轴试验结果进行确定。 
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