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摘　要： 利用 Ｇｒａｙ映射Φ的性质，研究了交换环 R＝Fpk ＋uFpk上任意长的循环码。 其中 p是素数，k是一给定的
正整数。 证明了环 R上长为 n的码 C是循环码当且仅当Φ（C）是 Fpk上指标为 pk

长为 npk
的准循环码。 特别地，环 R

上长为 n的线性循环码的 Ｇｒａｙ像是有限域 Fpk上指标为 pk
长为 npk

的线性准循环码。
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Abstract： Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ Ｇｒａｙ ｍａｐΦ， ｓｔｕｄｉｅｄ ｃｙｃｌｉｃ ｃｏｄｅｓ ｏｆ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｌｅｎｇｔｈ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ ｒｉｎｇ R ＝Fpk ＋
uFpk， ｗｈｅｒｅ p ｗａｓ ａ ｐｒｉｍｅ ａｎｄ k≥１ ｗａｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ．Ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ａ ｃｏｄｅ C ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ n ｏｖｅｒ R ｗａｓ ａ ｃｙｃｌｉｃ ｃｏｄｅ ｉｆ ａｎｄ
ｏｎｌｙ ｉｆ ｉｔｓ Ｇｒａｙ ｉｍａｇｅ ｗａｓ ａ ｑｕａｓｉ唱ｃｙｃｌｉｃ ｃｏｄｅ ｏｖｅｒ Fpk ｏｆ ｉｎｄｅｘ pk ａｎｄ ｌｅｎｇｔｈ npk．Ｉｎ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ， ｔｈｅ Ｇｒａｙ ｉｍａｇｅ ｏｆ ａ ｌｉｎｅａｒ ｃｙ唱
ｃｌｉｃ ｃｏｄｅ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ n ｏｖｅｒ R ｗａｓ ａ ｌｉｎｅａｒ ｑｕａｓｉ唱ｃｙｃｌｉｃ ｃｏｄｅ ｏｖｅｒ Fpk ｏｆ ｉｎｄｅｘ pk ａｎｄ ｌｅｎｇｔｈ npk．
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0　引言
随着信息产业的飞速发展，信息的传输、变换、压缩和储存

等信息处理中的有效性、可靠性和安全性等问题已经成为了亟
待解决的重要问题，而各种形式的编码和密码则是解决上述这
些问题的基本理论和方法。

近年来，随着有限域上纠错码理论的成熟，很多从事编码
理论研究的学者将研究兴趣从有限域上编码理论转移到有限

环上编码理论上来。 Ｗｏｌｆｍａｎｎ在文献［１］中证明了环 Z４ 上长

为 n的线性负循环码的 Ｇｒａｙ像是 F２ 上长为 ２n的循环码；若 n
为奇数，则环 Z４ 上长为 n的线性循环码的 Ｇｒａｙ像置换等价于
F２ 上的线性循环码。 文献［２］中，Ｌｉｎｇ等人将文献［１］的结论
推广至环 Zpk ＋１上。 钱建发等人在文献［３］中采用同文献［１］
中类似的方法研究了环 F２ ＋uF２ 上（１ ＋u） －循环码以及长度
为奇数的循环码。 文献［４］的，Ａｍａｒｒａ等人将文献［３］的结果
推广到环 Fpk ＋uFpk上。 其中 Fpk ＝GF（pk）。 文献［５］则将文
献［４］的结论进一步推广到有限链环上。

文献［１ ～５］仅讨论了相应环上码长 n与 p互素的循环码，
而对于相应环上任意长的循环码则没有讨论。 本文将文献
［４］中的结论作了进一步的推广，得到了环 Fpk ＋uFpk上的码是

循环码的一个充分必要条件，这里码长 n与 p不必互素。

1　基本概念
设 p为素数，k是给定正整数。 R是指交换环 Fpk ＋uFpk，

其中 Fpk ＝GF（pk），u２ ＝０ 。 R是有限链环，其极大理想为 uR。
下文中环 R总是指环 Fpk ＋uFpk。
定义 １　Rn 上的循环移位σ定义为σ（ r０ ，r１ ，⋯，rn －１ ） ＝

（rn －１，r０ ，⋯，rn －２）。

定义 ２　Fpk
npk到 Fpk

npk的映射珟σ磗pk定义为珟σ磗pk（a（１） ｜a（２） ｜

⋯｜a（pk） ） ＝（珟σ（a（１） ） ｜珟σ（ a（２） ） ｜⋯｜珟σ（a（pk） ））。 其中：a（１） ，
a（２） ，⋯，a（ pk）∈Fpk

n 而珟σ∶Fn
pk→Fn

pk表示 Fn
pk上的循环移位。

环 R上长为 n的线性码是指 R－模 Rn 的一个加法子模。
若 Rn 的子集 C满足σ（C） ＝C，则称 C为环 R上长为 n的循环
码；若 Fnpk

pk 的子集珘C满足珟σ磗pk（珘C） ＝珘C，则称 珘C是 Fpk上指标为

pk 长为 npk 的准循环码。 显然，指标为 １ 的准循环码是循环
码。
本文中，循环码以及准循环码不必是线性码。

2　Gray映射及其性质
集合｛０，１，２，⋯，pk －１｝中任一元素 ε都可以惟一标志为

ε ＝r０ （ε） ＋r１ （ε）p ＋⋯＋rk －１（ε）pk －１

其中：r０ （ε），r１ （ε），⋯，rk －１（ε）∈｛０，１，２，⋯，p －１｝。
设α是 Fpk的一个本原元，则对任意的 ε∈｛０，１，２，⋯，

pk －１｝，Fpk中有相应的元 αε ＝r０ （ ε） ＋r１ （ ε） α＋⋯ ＋rk －１
（ε）αk －１。
定义 ３［４］　环 Rn 到 Fnpk

pk 的 Ｇｒａｙ映射定义为
Φ（ r） ＝（y，α１x磑y，⋯，αpk －１x磑y）
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这里 r ＝x ＋uy∈Rn，x，y∈Fn
pk，而磑表示 Fpk和 Fn

pk中元素的

加法。
当 p ＝２，k ＝１时，得到（F２ ＋uF２ ）

n→Fn２
２ 的 Ｇｒａｙ映射［３］ 。

根据定义 ３，容易得到如下命题：
命题 １　设 r,r′∈Rn，则有
ａ）Φ（ r＋r′） ＝Φ（r）磑Φ（r′）；
ｂ）Φ（βr） ＝βΦ（r）。 其中β∈Fpk。
从现在起，用（ l） n 表示 l模 n的最小非负剩余，这里 l∈Z。
集合｛０，１，⋯，npk －１｝（炒Z）中任一元素 N均可惟一标志

成 N ＝εn ＋j。 其中 j ＝（N） n，ε∈｛０，１，２，⋯，pk －１｝。

命题 ２　Φσ＝珟σ磗pkΦ。
证明　设 r＝（r０ ，⋯，rn －１） ＝x ＋uy∈Rn。

其中 x ＝（x０ ，⋯，xn －１），y ＝（y０ ，⋯，yn －１）∈Fn
pk。

设Φ（r） ＝（a０ ，a１ ，⋯，anpk －１），对任意的 N ＝εn ＋j∈｛０，１，
⋯，npk －１｝炒Z。 其中 j＝（N） n，ε∈｛０，１，２，⋯，pk －１｝。 根据
定义 ３和 ２得

aN ＝aεn ＋j ＝ ∑
k －１

i ＝０
ri（ε）αi xj磑yj

珟σ磗pk（Φ（r）） ＝（珟σ（a０ ，a１ ，⋯，an －１）｜珟σ（an，an ＋１，⋯，a２n －１） ｜⋯｜
珟σ（an（pk －１） ，an（pk －１） ＋１，⋯，anpk －１ ）） ＝（an －１，a０ ，⋯，an －２ ｜a２n －１，
an，⋯，a２n －２ ｜⋯｜anpk －１，an（pk －１） ，⋯，anpk －２）

另一方面，设Φ（σ（ r）） ＝Φ（ rn －１，r０ ，⋯，rn －２ ） ＝（b０ ，b１ ，
⋯，bnpk －１）。 由定义 ３得

bN ＝
（ ∑

k －１

i ＝０
ri（ε）αi）xn －１磑yn －１，j＝０

（∑
k －１

i ＝０
ri（ε）αi）xj －１磑yj －１，j≥１

＝

aεn ＋（n －１） ＝aN ＋n －１，j＝０
aεn ＋（ j －１） ＝aN －１，　j≥１

故有珟σ磗pk（Φ（r）） ＝Φσ（r），命题得证。

３　环 R上循环码的 Gray像

定理 １　环 R上长为 n 的码 C 是循环码当且仅当它的
Ｇｒａｙ像Φ（C）是有限域 Fpk上指标为 pk 长为 npk 的准循环码。

证明　必要性。 设 C为环 R上长为 n的循环码，则有Φ

（C） ＝C。 由命题 ２得
珟σ磗pk（Φ（C）） ＝Φ（σ（C）） ＝Φ（C）

故Φ（C）是有限域 Fpk上指标为 pk 长为 npk 的准循环码。
充分性。 设Φ（C）是有限域 Fpk上指标为 pk 长为 npk 的准

循环码，由命题 ２得
Φ（σ（C）） ＝珟σ磗pk（Φ（C）） ＝Φ（C）

又Φ是单射，故有Φ（C） ＝C，即 C为环 R上长为 n的循环码。
推论 １　环 R上长为 n的线性循环码的 Ｇｒａｙ像是有限域

Fpk上指标为 pk 长为 npk 的线性准循环码。
证明　设 C为环 R上长为 n 的线性循环码，则由定理 １

得，Φ（C）是 Fpk上指标为 pk 长为 npk 的准循环码。
再由命题 １ 知，Φ（C）是有限域 Fpk上指标为 pk 长为 npk

的线性准循环码。

4　结束语
本文刻画了环 R上循环码的 Ｇｒａｙ 像的特征，解决了文献

［３］和［５］的 ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ中提出的问题。 本文结果可以推广到
有限链环文献［５］中去，这将有助于进一步研究有限链环上的
循环码。
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