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摘　要： 在一般活动轮廓模型的连续全局极小化方法基础上，利用四种非局部总变差，给出了一种具有连续全
局极小解的非局部活动轮廓模型。 由于该模型的非局部特性，在分割过程中能有效地去除图像中的噪声，同时
保留那些重复的精细结构。 数值实验证明，该模型能将图像中的主体结构和精细结构很好地分割出来，而标准
活动轮廓模型的分割结果中则丢掉了许多小的精细结构。
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0　引言
近年来空域非局部信息在图像去噪中得到了广泛应用，非

局部滤波及非局部变分模型比以往很多经典的变分模型和

ＰＤＥ（偏微分方程）方法产生了更好的去噪效果。 在非局部方
法中，用图表示图像，图像的像素点定义为图的节点，对具有相
似图像特征（强度、颜色、纹理等）的像素点，即使它们的空间
距离很大，也认为是相近的，在去噪过程中，这些像素点会被保
留下来。 由于以往经典的变分模型和 ＰＤＥ方法是建立在图像
局部信息基础上的，对分片光滑图像的去噪问题来说，这已经
足够了，而当图像中含有类似于噪声的纹理或其他精细结构
时，利用这些方法会导致这些小结构丢失或部分丢失。 基于图

像的非局部信息的去噪方法中，影响较大的是 Ｂｕａｄｅｓ 等人［１］

提出的非局部平均算法，它是一种图像滤波模型，其滤波器是
基于图像各像素点之间的邻域块距离计算出来的，Ｇｉｌｂｏａ 等
人［２］给出了非局部平均算法的变分形式，以及相应的非局部
偏微分方程。 虽然关于非局部去噪模型方面的研究还有很多，
但基于非局部信息的图像分割模型还很少。

图像分割是针对图像的不同特性把一幅给定图像分割为

几个子区域的过程，这些特性包括图像的强度、颜色以及纹理

等。 由于分割所依据的图像特性的不同，形成了不同的图像分

割方法，这里所研究的内容属于变分图像分割模型中最普遍的

活动轮廓模型。 变分模型的主要思想是求与原始图像相关的
某个特定的目标泛函的极小解，其中活动轮廓模型是在算法过
程中使得图像的边界曲线活动，达到稳定态后将图像分为几个
子区域，从而达到分割图像的目的，活动轮廓模型中较普遍的

是 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ 活动轮廓模型［３］ 、测地线活动轮廓模型［４］ 和

Ｍｕｍｆｏｒｄ唱Ｓｈａｈ模型［５］ 。 求解活动轮廓模型最常用的是由Ｏｓｈｅｒ
等人［６］提出的水平集方法，它用一个高维函数的零水平集来

表示图像的边界曲线，将边界曲线的活动转换为水平集函数的

变化过程。 利用水平集函数不仅可以用其零水平集表示边界

曲线，而且可以表示边界曲线的内部和外部，此外，还可以处理

图像区域的拓扑变化，是近年来图像分割及其他领域一种非常
重要的方法。 但是，水平集方法极小化过程很慢，且需要不断

重新定义水平集函数，而且利用水平集方法求解活动轮廓模型

所得为局部极小解，即要取得好的图像分割效果，初始轮廓的

位置必须靠近精确解，尽管有很多算法可以提高活动轮廓的速
度，但遗憾的是这些算法得到的均为局部极小解。 文献［７，８］

针对前面所述的三种活动轮廓模型提出了一种全局连续极小

化方法，利用此方法求得的目标函数的极小解不依赖于初始轮
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廓的位置，事实上，这种全局极小化方法可以推广到任意活动
轮廓模型［９］ 。 本文目的是在文献［７，８］的活动轮廓模型的全
局连续极小化方法基础上，将模型中的总变差正则项推广到非
局部情形，给出了四种非局部总变差的形式［１０ ～１２］ 。 实验证明，
利用非局部总变差比标准总变差能更好地分割精细结构，这对
图像分割（尤其是医学图像分割）研究是很有意义的。

1　非局部总变差
首先给出一些基本的非局部算子的定义，这里用图表示图

像，灰度图像 u（ x）：Ω炒R２ →R 的每个像素点为图的节点，
u（x）在点 x∈Ω的非局部梯度向量楚NLu（x）的定义如下：

（楚NLu）（ x，y） ＝（u（ y） －u（ x）） ω（ x，y）：Ω×Ω→R （１）

其中：０ ＜ω（x，y） ＜∞为点 x和 y之间的权系数，计算权系数的
方法有很多种，参见文献［２］，这里的向量概念不同于以往，是
关于 x和 y的函数。 两个非局部向量 p１ ，p２ ：Ω×Ω→R 在点
x∈Ω的点积（p２· p２ ）（x）定义为

（p１ · p２ ）（ x） ＝∫Ω p１ （ x，y）p２ （x，y）ｄy：Ω→R （２）

由此，非局部向量 p：Ω×Ω→R在点 x∈Ω的模的大小为

｜p｜（x） ＝ ∫Ω p（ x，y）２ ｄy：Ω→R （３）

非局部散度定义为非局部梯度的共轭，因此对向量 p：Ω×Ω→
R，可推出在点 x∈Ω有

（ｄｉｖNLp）（x） ＝∫Ω（ p（x，y） －p（ y，x）） ω（x，y）ｄy
：Ω→R （４）

从而，非局部拉普拉斯为

ΔNLu（ x） ＝１
２ ｄｉｖNL（楚NLu（ x）） ＝∫Ω（u（y） －u（ x）） （５）

ω（ x，y）ｄy：Ω→R

下面给出四种非局部正则化泛函，首先，Ｇｉｌｂｏａ等人［１０］给

出了两种正则化非局部泛函：第一种是基于上面的非局部梯
度；第二种是基于差分，设矱为一正函数，满足矱（０） ＝０，基于
非局部梯度的泛函为

J１ （u） ＝∫Ω矱（ ｜楚NLu｜２）ｄx ＝∫Ω矱（ ｜楚ωu｜２）ｄx ＝
∫Ω矱 ∫Ω（u（ y） －u（ x））２ω（ x，y）ｄy ｄx （６）

当取矱（s） ＝s时得到第一种非局部总变差，且此时泛函为凸：

ＮＬＴＶ１ （u） ＝∫Ω ∫Ω（u（y） －u（x））２ω（x，y）ｄy ｄx （７）

泛函式（６）对 u的导数（Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ）为
矪u J１ （u） ＝－２ ∫Ω（u（ y） －u（x））ω（x，y）（矱′（｜楚NLu｜２（x）） ＋

矱′（｜楚NLu｜２（ y）））ｄy （８）

基于差分的非局部泛函为

J２ （u） ＝∫Ω×Ω矱 （u（ y） －u（ x））２ω（ x，y） ｄyｄx （９）

同样，取矱（s） ＝s时得到另一种非局部总变差：

ＮＬＴＶ２ （u） ＝∫Ω×Ω｜u（ x） －u（y） ｜ ω（x，y） ｄyｄx （１０）

泛函式（９）对 u的导数为
矪u J２ （u） ＝－４ ∫Ω（u（ y） －u（ x））ω（ x，y）矱′（（u（ y） －

u（ x））２ω（x，y））ｄy （１１）

注意到，当矱（s） ＝s时，泛函式（６）和（９）相等，非局部总变差
式（７）和（１０）分别对应于局部二维情形下的各向同性总变差
和各向异性总变差，可以通过常用的最速下降法对泛函式（６）
（９）极小化。 对泛函式（９），还可以利用基于图—切割技术的

快速算法，对于以式（７）为正则项的非局部 ＲＯＦ、非局部 ＴＶ唱Ｌ１

以及非局部 ＴＶ唱Ｇ等模型还可以通过投影算法求解。
Ｇｉｌｂｏａ等人［１１］给出了第三种正则化非局部泛函：

J３ （u） ＝１
２

∫Ω×Ω矱（ ｜u（ x） －u（ y） ｜）ω（ x，y）ｄxｄy （１２）

其中：矱为凸的正函数，同样要满足 矱（０） ＝０。 对 L１ 型的泛

函，进一步假设 ｌｉｍ
s→∞

矱（ s）／s ＝１，当矱（ s） ＝s 时，得到第三种非

局部总变差：

ＮＬＴＶ３ （u） ＝１
２

∫Ω×Ω｜u（x） －u（ y） ｜ω（x，y）ｄxｄy （１３）

泛函式（１２）对 u的 Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ为
矪u J３ （u） ＝∫Ω矱′（ ｜u（ x） －u（ y） ｜） u（ x） －u（ y）

｜u（ x） －u（ y） ｜
ω（x，y）ｄxｄy（１４）

此外，Ｋｉｎｄｅｒｍａｎｎ等人［１２］给出了第四种非局部正则化泛函：
J４ （u） ＝∫Ω×Ω矱（ ｜楚u（x） －楚u（ y） ｜２ ）ω（ x，y）ｄxｄy （１５）

其中：矱为非负可微函数，则第四种非局部总变差为
ＮＬＴＶ４ （u） ＝∫Ω×Ω｜楚u（ x） －楚u（y） ｜ω（x，y）ｄxｄy （１６）

泛函式（１５）对 u的 Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ为
矪u J４ （u） ＝２楚（ ∫Ω矱′（ ｜楚u（ x） －楚u（ y） ｜２）（楚u（ x） －

楚u（ y））ω（ x，y）ｄy） （１７）

可以利用最速下降法和图—切割技术求泛函式（１２）和
（１５）的极小解。 上述四种非局部正则化泛函之间的联系以及
在何种情况下用哪种泛函效果更好，目前尚在研究当中，就本
文给出的图像分割实验来说，利用上面四种泛函的分割效果相
差无几。

2　基于非局部总变差的活动轮廓模型
图像分割中，一种成功的变分模型是由 Ｋａｓｓ 等人最先提

出的活动轮廓模型，该模型可以将图像的各种信息，如边界、区
域以及形状等结合起来，二相位活动轮廓模型的一般形式为

EAC（C） ＝∫Cgbｄs ＋λ∫Cｉｎg
ｉｎ
r ｄx ＋λ∫Cｏｕｔg

ｏｕｔ
r ｄx

C（ s）：［０，１］→R２ （１８）

其中：C为参变量 s∈［０，１］的闭曲线（轮廓）；gb：Ω→R＋为边

缘函数；Cｉｎ，ｏｕｔ炒Ω分别表示曲线 C的内部和外部；gｉｎ，ｏｕｔr 为曲线

C的内部和外部区域检测函数；λ为一正常数。 取 gｉｎr ＝gｏｕｔr ＝

０，边缘检测函数 gb ＝gb（｜楚u０ （C（ s）） ｜），且 gb（ t）：R＋→R＋

单调下降，则模型式（１８）变为测地线活动轮廓模型 EGAC（C） ＝
∫Cgb（｜楚u０ （C（ s）） ｜）ｄs，这个模型是良态的且可以通过水平
集方法求解，所以得到了广泛应用；若取 gb ＝１，gｉｎr ＝（μｉｎ －

I）２，gｏｕｔr ＝（μｏｕｔ －I）２，其中，I 为要分割的图像，则得到另一种
广泛应用的活动轮廓模型，即 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ活动轮廓模型：

ECV（C） ＝∫Cｄs ＋λ∫Cｉｎ（μｉｎ －I）２ ｄx ＋λ∫Cｏｕｔ（μｏｕｔ －I）２ ｄx
它是 Ｍｕｍｆｏｒｄ唱Ｓｈａｈ 模型的二相位分片常数逼近。 Ｍｕｍｆｏｒｄ唱
Ｓｈａｈ模型的二相位分片光滑逼近为

EVC（C） ＝∫Cｄs ＋λ∫C ｉｎ ｜楚s ｉｎ ｜２ ＋（ sｉｎ －I）２ｄx ＋
λ∫C ｏｕｔ ｜楚sｏｕｔ ｜２ ＋（ sｏｕｔ －I）２ｄx

事实上，就是在泛函式（１８）中取 gb ＝１，gｉｎr ＝｜楚sｉｎ ｜２ ＋（ sｉｎ －
I）２，gｏｕｔr ＝｜楚sｏｕｔ ｜２ ＋（sｏｕｔ －I）２ 。 另外，许多其他的活动轮廓模
型也都可以表示为式（１８）的形式。
求解活动轮廓模型常用的是水平集方法，式（１８）的水平
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集形式为

ELSM（矱） ＝∫Ωgb ｜楚H（矱） ｜ｄx ＋λ∫Ωg ｉｎr H（矱）ｄx ＋
λ∫Ωgｏｕｔr （１ －H（矱））ｄx，矱：Ω→R （１９）

其中：矱即为水平集函数。 轮廓曲线 C 可以用 矱的零水平集
表示，即 C＝｛x｜x∈Ω，矱（x） ＝０｝，利用水平集函数还可以表示
C的内部和外部：Cｉｎ ＝｛ x｜x∈Ω，矱（x） ＞０｝，Ｃｏｕｔ ＝｛ x｜x∈Ω，
矱（x） ＜０｝，H为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数，当 矱≥０ 时，H（矱） ＝１，矱＜０
时，H（矱） ＝０。 可以看出，式（１９）与（１８）是等价的，式（１９）中
的第一项∫Ωgb ｜楚H（矱）｜ｄx＝∫Ωgb ｜楚矱｜δ（矱）ｄx ＝∫Cgbｄs，第二
项等价于λ∫C ｉｎg

ｉｎ
ｒ ｄx，同理，第三项等价于λ∫Cｏｕｔg

ｏｕｔ
r ｄx。 对能量

泛函式（１９）极小化可以通过标准的 Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程求解，
水平集方法是求解活动轮廓模型式（１８）的一种非常重要的方
法，它将图像边界曲线的活动转换为水平集函数的迭代过程，
可以处理拓扑的自然变化，而且利用水平集方法可以在分割过
程中很方便地引入图像的各种信息，如边界、区域和形状等；另
外，水平集方法的数值实现是基于双曲守恒定律及迎风格式，
可以保证算法的稳定性和准确率。 但是，这里要假设函数 H、δ
的正则性，且必须不断重新定义水平集函数为带符号的距离函
数（这意味着解 Ｅｉｋｏｎａｌ方程｜楚矱｜＝１）以保证表示轮廓的零
水平集准确而光滑地活动，而且利用水平集方法所求得的为局
部极小解，也就是说，解的好坏依赖于初始轮廓的位置，初始轮
廓要尽量靠近精确解，才能对图像准确地实施分割。

Ｃｈａｎ等人［７］给出了 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ模型全局连续极小解的存
在性定理以及求解方法；文献［８］中 Ｂｒｅｓｓｏｎ等人将 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ
模型的全局连续极小化方法推广到测地线活动轮廓模型和二

相位分片光滑 Ｍｕｍｆｏｒｄ唱Ｓｈａｈ 模型，也给出了计算这两种模型
全局连续极小解的数值方法。 利用文献［７，８］中的方法不仅
使得模型的解不依赖于初始轮廓的位置，在运算速度上也比水
平集方法有了很大提高，而且还避免了水平集方法需要重新定
义水平集函数和函数 H、δ的正则化等诸多问题。 上面所述的
全局连续极小化方法可以应用于式（１８）所示的一般的活动轮
廓模型，其变分形式如下

EGMAC（u） ＝∫Ωgb ｜楚u｜ｄx ＋λ∫Ωg ｉｎr uｄx ＋λ∫Ωgｏｕｔr （１ －u）ｄx
u：Ω→［０，１］ （２０）

下面的定理说明了式（１８）定义的变分问题全局连续极小
解的存在性及求解方法。

定理 １　设 gb：Ω→R＋，对任意给定的 gｉｎr ，gｏｕｔr ：Ω→R 及
λ∈R＋，若 u倡为 EGMAC的任一极小解，则对任意的 v∈R，集合
ΩC（v） ＝｛x∈Ω：u（x） ＞v｝的特征函数（这里 C为集合ΩC 的边

界）为式（２０）和（１８）定义的 EGMAC和 EAC的全局极小解。
本文将式（２０）中的总变差正则项推广到非局部情形，因

为若利用标准总变差作为正则项，则意味着水平集的曲率越
大，正则化程度就越高。 当对图像（尤其是医学图像）中有用
的精细结构进行分割时，由于这些结构的曲率较大，故会被光
滑掉或部分光滑掉，而若利用非局部总变差作为正则项，其非
局部特性会使得分割过程中去除图像噪声的同时很好地保留

图像中重复的小结构。 这里，要求如下能量泛函的极小解：
EＮＬＧＭＡＣ（u） ＝gbＮＬＴＶ（u） ＋λ∫Ωg ｉｎr uｄx ＋λ∫Ωgｏｕｔr （１ －u）ｄx

u：Ω→［０，１］ （２１）

其中：ＮＬＴＶ（u）可以取前面给出的四种形式。 下面求解该变

分问题，首先引入一个新的函数 v：Ω→R，使得

EＮＬＧＭＡＣ（u，v） ＝gbＮＬＴＶ（u） ＋λ∫Ω（g ｉｎr －gｏｕｔr ） vｄx ＋１
２θ

∫Ω（u －v）２ ｄx
（２２）

其中：λ，θ＞０ 是两个常数。 显然，θ要足够小，因为泛函（２２）
关于 u，v均为凸，所以式（２２）分别关于 u，v求极小，然后迭代

直到收敛，即可求得式（２１）的极小解：
ａ）固定 u，泛函式（２２）关于 v求极小，即求

ｉｎｆ
v∈［０，１］

λ∫Ω（g
ｉｎ
r －gｏｕｔr ） vｄx ＋１

２θ
∫Ω（u －v）２ ｄx （２３）

容易求得其解为 v ＝ｍｉｎ（ｍａｘ（u －λθ（gｉｎr －gｏｕｔr ），０），１）。
ｂ） 固定 v，泛函式（２２）关于 u求极小，即求

ｉｎｆ
u

gbＮＬＴＶ（u） ＋１
２θ

∫Ω（u －v）２ｄx （２４）

此为非局部 ＲＯＦ，利用最速下降法求解，令 p （ u） ＝
矪uＮＬＴＶ（u），式（８）（１１）（１４）（１７）分别给出了四种非局部总

变差相应的 p（u）的计算方法，只要取合适的函数矱即可。 式
（２４）相应的 Ｅｕｌｅｒ唱Ｌａｇｒａｎｇｅ方程为

gb p（u） ＋１
θ
（u －v） ＝０ （２５）

取初始值 u｜t ＝０ ＝v，迭代 ut ＝－gbp（u） ＋１
θ （v －u）即可求得非

局部 ＲＯＦ式（２４）的极小解。
可以证明，在图像块流形上非局部总变差收敛于标准的总

变差，所以只要在流形上利用 Ｃｏａｒｅａ公式，就可以把定理 １ 推
广到由强度块流形定义的图像表示上来［９］ 。 如果 u倡为 EＮＬ

ＧＭＡＣ

的任意极小解，在流形上对 u倡阈值意味着在Ω上对 u倡阈值，

则对任意的 v∈［０，１］，集合ΩC（v） ＝｛x∈Ω：u倡（x） ＞v｝的特
征函数为 EＮＬ

ＧＭＡＣ的一个全局极小解，同时也是活动轮廓模型式

（１８）的全局极小解。

3　数值实验
下面以 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ模型为例检验本文方法的图像分割效

果，在式（２１）中取 gb ＝１，gｉｎr ＝（μｉｎ －I）２，gｏｕｔr ＝（μｏｕｔ －I）２。 其

中：I为要分割的图像，泛函（２１）分别关于μｉｎ、μｏｕｔ求极小可得

μｉｎ ＝
∫ΩI· u（x）ｄx
∫Ωu（x）ｄx ，μｏｕｔ ＝

∫ΩI· （１ －u（x））ｄx
∫Ω（１ －u（x））ｄx ，即为原始图像 I

在 Cｉｎ，Cｏｕｔ内的强度均值。 图 １ 给出了要分割的人脑医学图
像，图像大小为 ２５６ ×２５６，图中的矩形框为初始轮廓的位置，
同时也是图 ２（ｄ）和图 ３（ｄ）所对应的部分。 图 ２ 为利用标准
总变差为正则项的具有全局连续极小解的 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ 模型的
图像分割结果。 图 ３ 为以非局部总变差为正则项的具有全局
连续极小解的 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ模型的分割结果。 图 ２（ａ）及图 ３（ａ）
分别为式（２０）和（２１）的全局连续极小解，利用第 ２ 章中所述

的方法求得式（２０）和（２１）的任一极小解 u倡，任取 v∈［０，１］，

则 u（x） ＝
１　u倡（x） ＞v
０　u倡 ＜v

即为式（２０）和（２１）的全局连续极小

解；图 ２（ｂ）和图 ３（ｂ）为分别利用两种模型对原始图像分割后
的轮廓曲线，曲线上的点对应于模型解 u：Ω→｛０，１｝的不连续
点，在轮廓曲线的内部，u 值为 １，在轮廓曲线的外部，其值为
０；图 ２（ｃ）和图 ３（ｃ）为将轮廓曲线叠加到原始图像上的结果。
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从图 ２、３可以看出，非局部 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ模型把原始图像中的主
要结构和小的精细结构都分割出来了，而在图 ２中原始图像的
许多精细结构没有被分割出来， 而且观察图 ２（ｄ）和图 ３（ｄ）
可以看出，标准 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ模型对原始图像分割后的轮廓曲线
没有非局部 Ｃｈａｎ唱Ｖｅｓｅ模型完整。

4　结束语
本文利用非局部凸泛函在图像处理（尤其是图像去噪）中

所起的突出作用，将非局部总变差作为具有全局连续极小解的
图像分割活动轮廓模型的正则项，给出了一种非局部图像分割
方法，利用这种方法可以根据实际情况任意选取初始轮廓的位
置，均可以得到好的分割效果，而且克服了水平集方法关于
Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数 H和 δ函数的正则性问题和需要不断重新定义
水平集函数的问题。 此外，由非局部总变差的特性及数值试验
证明，这种非局部图像分割模型可以将图像中小的精细结构很

好地分割出来，这是以往标准的活动轮廓模型实现不了的。 关
于本文给出的四种非局部总变差之间的联系和区别，以及本文
方法理论方面的研究还有待在以后的工作中继续进行。
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