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有限差分异质多尺度方法求解非饱和土壤水流问题的
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摘要:应用有限差分异质多尺度方法( FDHMM)求解以 van Genuchten-Mualem 模型或 Gardner-Basha 模型为本构关

系的 Richards 方程。Richards 方程中的水力参数是非均质的。基于一种“异质”的离散格式，FDHMM 在小的代表

性的空间区域内求解细尺度问题，这是通过在不同的网格水平上使用不同的差分格式处理原始方程来实现的。在

应用 FDHMM 求解 Richards 方程时，对于局部微观模型的求解，既考虑 Dirichlet 边界也考虑周期边界。为了确保所

讨论的方法的有效性，在宏观水流通量的估计中运用了一些前人提出的假设和结论。最后，给出了应用 FDHMM

求解 Richards 方程宏观演替的离散格式。
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1 研究背景

近几十年来，对非饱和土壤和岩层中的非稳定流和溶质运移问题的模拟越来越受到人们的关注。
尽管使用随机模拟方法提高了模拟地下水非均质性能，但由于现有计算机自身资源的限制，使用基于细

网格剖分的经典有限元方法或有限差分方法很难直接模拟实际情形。最近，有学者提出了几种不同但
相关的处理含有振动系数问题的多尺度方法，如:多尺度有限元方法(MSFEM)、异质多尺度方法
(HMM)和数值均匀化方法。
近年来，这些多尺度方法已被发展和应用到非线性问题或非均质多孔介质中非饱和水流和溶质运

移问题
［1 － 6］。非均质多孔介质中的非饱和水流运动的数值模型一般都是基于知名的 Richards 方程。本

文应用有限差分异质多尺度方法(FDHMM)求解以 van Genuchten-Mualem 模型或 Gardner-Basha 模型为
本构关系的 Richards 方程，着重讨论该方法在模拟非饱和土壤水流问题时的计算精度、计算时间和内存
花费等问题。
迄今为止，仍广泛使用基于有限差分格式编写的水流和溶质运移模型。如模板化的有限差分地下

水流模型 MODFLOW，就是最流行的地下水模拟程序之一。考虑到有限差分法在数值模拟中的重要作
用，Abdulle 和 E［7］基于 HMM 的理论框架提出了 FDHMM。在 FDHMM 中，Abdulle 和 E［7］提出了一种
“异质”的离散格式，这种格式仅仅在小的代表性的空间区域内求解细尺度问题，也就是 FDHMM 在不
同的网格水平上使用不同的差分格式来处理原始方程，与直接求解原始方程相比，这种处理方式使

FDHMM 明显地节省计算费用。然而，FDHMM 是为处理线性抛物问题而提出来的，对于非均质非饱和
多孔介质的水流运动这类更加复杂的非线性问题，需要对该方法的适用性进行更多的研究。与已有的
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研究
［6］
不同，这里将侧重对应用 FDHMM 求解非饱和土壤水流问题的计算效率进行更详细的探讨。为

此，首先构建求解非饱和土壤水流问题的 FDHMM 的数值格式，接着对其计算效率进行详细的数值实
验。该数值格式在单胞的边界条件、非饱和水力传导度张量、求解线性方程组等方面较原格式有所改
进。

2 控制方程和本构关系

令 ψ 和 θ 分别表示压力水头和体积含水量。Richards 方程有 3 种标准形式:基于 ψ 的形式，基
于 θ 的形式和混合形式。很多算例表明使用基于 ψ 形式的 Richards 方程和时间方向采用向后的
Euler 方法离散而获得的数值解可能产生较大的质量守恒误差，使用混合形式的 Richards 方程的
数值格式既克服了 ψ 形式带来的质量守恒方面的困难，又保持了 ψ 形式所具有的优势［8 － 9］。于
是，使用混合形式的 Richards 方程作为本文多孔介质中缺乏源汇项的非稳定非饱和水流的模型，
控制方程如下

θ(ψ)
t

－

Δ

·［K(X，ψ)

Δ

(ψ － z)］ = 0， (1)

式中: K(X，ψ) 为非饱和水力传导度(md － 1); X = ( x，z) 表示空间坐标(m); z 表示正向下的垂直坐标
(m); t 为时间(d)。
非饱和水流运动的水力特征主要由水力传导度和水分特征曲线表示，这里，选择具有代表性的 van

Genuchten-Mualem 模型和 Gardner-Basha 模型来展开研究。
van Genuchten-Mualem 模型［10］由 van Genuchten 水分特征曲线函数和 Mualem 关系式组成，定义如

下

θ(ψ) = θ r + ( θ s － θ r)［1 + (α v | ψ | ) n′］－m′，

K(X，ψ) = ks(X) kr(ψ) = ks(X)
{1 － (α v | ψ | ) n′ －1［1 + (α v | ψ | ) n′］－m′} 2

［1 + (α v | ψ | ) n′］m′ /2 ，

m′ = 1 － 1
n′











 ，

(2)

式中: θ r 为残余体积含水量(m
3m － 3); θ s 为饱和体积含水量(m

3m － 3); m′和 n′为水分特征曲线形状的

参数; Ks 为饱和水力传导度(md
－ 1 ); α v 为与平均孔径尺度有关的多孔介质的参数(m

－ 1 )。C(ψ) ≡
dθ /dψ 为比水容量(m － 1)，它在 van Genuchten-Mualem 模型中的表达式为

C(ψ) = ( θ(ψ) － θ r)
(n′ － 1)α v(α v | ψ | ) n′ －1

1 + (α v | ψ | ) n′
. (3)

结合 Gardner 水分特征曲线函数，Basha［11］提出了 Gardner-Basha 模型，又叫指数模型。Gardner-
Basha 模型有如下的关系式

θ(ψ) = θ r + ( θ s － θ r) e
－ β| ψ |，

K(X，ψ) = ks(X) kr(ψ) = Ks(X) e
－αG| ψ |，

(4)

式中: αG 和 β 为多孔介质的参数(m － 1)。在随后的算例中，应用这个模型时残余体积含水量 θ r 的值假

定为 0。根据 Gardner-Basha 模型，比水容量 C(ψ) 有如下的表达式
C(ψ) = β( θ s － θ r) e

－ β| ψ | . (5)

3 原理和算法

概括地说来，FDHMM 的理论框架主要由两部分组成。第一部分是一个总的宏观格式，在粗网格
(感兴趣的网格)上演替含有未知数据的宏观方程，这些未知数据是需要通过微观模型的解来重新获

得。第二部分是一个微观格式，在该微观格式中原始方程的求解是在一个稀疏(非均质)的空间域内进
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行的。实现这个算法分成 4 步:(1)重构单胞问题;(2)微观演替;(3)估计宏观水流通量;(4)宏观演
替。宏观演替是在粗网格上求解宏观方程

Θ(Ψ)
t

= －

Δ

·F， (6)

式中: Θ 为宏观体积含水量(m3m － 3)，Ψ为相应于 ψ 的宏观压力水头(m)，即在粗结点处，有 Ψ( x) =
ψ( x)，F 为宏观水流通量张量(md － 1)。
下面具体地讨论 FDHMM 的算法。本文的离散格式也是以网格为中心的有限差分离散。为简单起

见，假定研究区域 Ω是一个正方形，并且一致剖分它为 N × N粗网格，( xi，yj)，i，j = 1，2，…，N + 1 表示
网格结点坐标，H = xi +1 － xi = yj +1 － yj 表示正方形网格单元的边长。
3. 1 重构单胞问题 先在粗网格上确定好控制体(单胞)的位置。令控制体是一个长度为 δ 的正方形
且中心位于除两个都是外结点之外的任意两个相邻结点的连线的中点上。这样，在每个内结点 ( i，j)

都围绕着 4 个控制体 Iδi ±1 /2，j，I
δ
i，j ±1 /2 (见图 1)。令 d － = H － δ

2
，d + = H + δ

2
，则控制体 Iδi ±1 /2，j，I

δ
i，j ±1 /2 定义如

下

Iδi ± 1
2 ，j

= ［xi ± d，xi ± d ±］× yj －
δ
2
，yj +

δ[ ]2
，

Iδi，j ± 1
2
= xi －

δ
2
，xi +

δ[ ]2
×［yj ± d，yj ± d ±］









 .
(7)

图 1 宏观和微观计算域的示意图(左)以及每个内粗结点( i，j)周围的控制体 Iδi ± 1 /2，j，Iδi，j ± 2 (右)。

在随后的表述中将用 Iδ 表示控制体。每一个控制体 Iδ 被一致剖分成 M × M 细网格，网格结点是
( k，l) ，相应的坐标为 ( ξk，η l)，k，l = 1，2，…，M + 1。ξk，η l 具体表示如下

ξk =
H － δ
2

+ ( k － 1) δ
M
， k = 1，2，…，M + 1，

η l =
H － δ
2

+ ( l － 1) δ
M
， l = 1，2，…，M + 1









 .
(8)

假定 Ψn
i，j 已知，Ψ

n
i，j 表 tn 时刻宏观方程(6)在粗结点 ( i，j) 的粗网格解。在每个控制体，根据这个

粗网格解来重构单胞问题的初值和边界条件。
首先用分段线性重构来定义一个粗网格解的重构形式，重构值 ψn(X) 具体表述如下

ψn
k，l = Ψn

i －1，j + ξk

Ψ n
i，j － Ψ n

i －1，j

H
， 对于 Iδi － 1

2 ，j
，

ψn
k，l = Ψn

i，j + ξk

Ψ n
i +1，j － Ψ n

i，j

H
， 对于 Iδi + 1

2 ，j
，

ψn
k，l = Ψn

i，j －1 + η l

Ψ n
i，j － Ψ n

i，j －1

H
， 对于 Iδi，j － 1

2
，

ψn
k，l = Ψn

i，j + η l

Ψ n
i，j +1 － Ψ n

i，j

H
， 对于 Iδi，j + 1

2















 .

(9)

式中: ψn
k，l，k，l = 1，2，…，M + 1 为 tn 时刻粗网格解在细结点 ( k，l) 的重构值。式(9)意味着控制体
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Iδi ±1 /2，j 中的 ψn
k，l 是沿着 x 方向重构的，控制体 Iδi，j ±1 /2 中的 ψn

k，l 是沿着 z 方向重构的。

对于在时间段［tn，tn +1］内的单胞问题，初值 ψ(X，tn) 定义如下
ψ(X，tn) = ψn(X)， X ∈ Iδ (10)

FDHMM 的一个关键因素是微观模型的公式表达，特别是边界条件的构造。这里讨论两类边界条
件:周期边界条件和 Dirichlet 边界条件。对于周期边界条件，局部微观问题采用如下形式的边界条件

ψ(X，t) － ψn(X) 是周期的，周期为 Iδ， (11)

式(11)具体表达如下
ψ k，0 = ψ k，M + ψn

k，0 － ψn
k，M， k = 1，…，M + 1，

ψM +2，l = ψ2，l + ψn
M +2，l － ψn

2，l， l = 1，…，M + 1{ ，
(12)

对 ψ0，l 和 ψ k，M +2 有类似的表达式。
Dirichlet 边界条件有如下的形式

ψ(X，t) = ψn(X)， (X，t) ∈ Iδ × ( tn，tn +1) (13)

式(13)具体表达如下
ψ k，1 = ψn

k，1， ψ k，M +1 = ψn
k，M +1， k = 1，2，…，M + 1，

ψ1，l = ψn
1，l， ψM +1，l = ψn

M +1，l， l = 1，2，…，M + 1{ .
(14)

3. 2 微观演替 定义了初边值条件后，在每个控制体或者求解具有初始条件(10)和边界条件(11)的
原始方程(1)，或者求解具有初始条件(10)和边界条件(13)的原始方程(1)。

对于确定宏观和微观时间步的问题，Abdulle 和 E［7］在一个比宏观时间步更小的时间段内使用微观
时间步求解微观单胞问题来处理线性问题，微观时间步取得远远小于宏观时间步。然而，由于非饱和水
流问题的非线性特性导致的复杂性，一个较大的宏观时间步可能导致算法无效。为了确保算法的有效
性，采用一个小的宏观时间步，并且假定微观时间步也等于宏观时间步。假定方程(1)的时间离散采用
向后的 Euler 方法，则(1)的标准完全隐式有限差分格式为

θn +1，m +1
k，l － θn

k，l

Δt
－ 1
Δξ Kn+1，m

k + 1
2 ，l

ψn +1，m +1
k +1，l － ψn +1，m +1

k，l

Δξ
－ Kn+1，m

k － 1
2 ，l

ψn +1，m +1
k，l － ψn +1，m +1

k －1，l

Δ[ ]ξ

－ 1
Δη Kn+1，m

k，l + 1
2

ψn +1，m +1
k，l +1 － ψn +1，m +1

k，l

Δη
－ Kn+1，m

k，l － 1
2

ψn +1，m +1
k，l － ψn +1，m +1

k，l －1

Δ[ ]η
+ 1
Δη Kn+1，m

k，l + 1
2
+ Kn+1，m

k，l －
[ ]1

2
= 0， (15)

这里，Δt = tn +1 － tn 表示时间步长，Δξ，Δη 是控制体的细网格在 x和 z方向的尺度，n和 m 分别表示时
间和迭代指标，ψn +1，0

k，l = ψn
k，l，Kk+1 /2，l = (Kk+1，l·Kk，l)

1 /2
表示 Kk+1，l 和 Kk，l 之间的几何平均值，Kk－1 /2，l 和

Kk，l ±1 /2 有类似的表达式。

求解式(15)的关键是体积含水量 θn +1，m +1
k，l 关于压力水头 ψ 在点 ψn +1，m

k，l 处的截断的泰勒展开的表达

式。假如舍去所有的高阶项，则展开结果为
θn +1，m +1
k，l ≈ θn +1，m

k，l + Cn +1，m
k，l (ψ

n +1，m +1
k，l － ψn +1，m

k，l ) . (16)

把式(16)代入式(15)，令 Δξ = Δη = a，把所有的未知项移到左边，所有的已知项移到右边得

－ 1
a2 K

n+1，m
k，l － 1

2
ψn +1，m +1

k，l －1 － 1
a2 K

n+1，m
k － 1

2 ，l
ψn +1，m +1

k －1，l + 1
Δt

Cn +1，m
k，l + 1

a2 Kn+1，m
k，l － 1

2
+ Kn+1，m

k，l + 1
2
+ Kn+1，m

k － 1
2 ，l

+ Kn +1，m
k + 1

2 ，
( )[ ]l

ψn +1，m +1
k，l

－ 1
a2 K

n+1，m
k + 1

2 ，l
ψn +1，m +1

k +1，l － 1
a2 K

n+1，m
k，l + 1

2
ψn +1，m +1

k，l +1 = － 1
a Kn+1，m

k，l + 1
2
－ Kn+1，m

k，l －
( )1

2
－ 1
Δt
( θn +1，m

k，l － θn
k，l) +

1
Δt

Cn +1，m
k，l ψn +1，m

k，l .

(17)

令

珘Kn+1，m
k，l = Kn +1，m

k，l － 1
2
+ Kn+1，m

k，l + 1
2
+ Kn+1，m

k － 1
2 ，l

+ Kn +1，m
k + 1

2 ，l
，

Rn+1，m
k，l = － 1

a Kn+1，m
k，l + 1

2
－ Kn+1，m

k，l －
( )1

2
－ 1
Δt
( θn +1，m

k，l － θn
k，l) +

1
Δt

Cn +1，m
k，l ψn +1，m

k，l{ ，
(18)

则方程(17)可简化为
—346—



－ 1
a2 K

n+1，m
k，l － 1

2
ψn +1，m +1

k，l －1 － 1
a2 K

n+1，m
k － 1

2 ，l
ψn +1，m +1

k －1，l + 1
Δt

Cn +1，m
k，l + 1

a2
珘Kn+1，m

k，( )l ψn +1，m +1
k，l

－ 1
a2 K

n+1，m
k + 1

2 ，l
ψn +1，m +1

k +1，l － 1
a2 K

n+1，m
k，l + 1

2
ψn +1，m +1

k，l +1 = Rn+1，m
k，l . (19)

为使用迭代求解非对称的线性方程(19)，考虑使用多重网格法，这里直接调用一个多重网格法的
程序包 MGD9V［12］。
在算法中设定容误差 ε 为 10 － 6，如果下式成立则迭代停止。

| ψn +1，m +1
k，l － ψn +1，m

k，l | ≤ ε. (20)
3. 3 宏观水流通量的估计 基于本文引言的讨论，这里应用 Yeh 等［13］以及 Mantoglou 和 Gelhar［14］给
出的假定来估计宏观通量 F，

F = － 1
| Iδ | 

Iδ

K(X，ψ)

Δ

(ψ(X，tn +1) － z)dX

= － 1
| Iδ | 

Iδ

Kxx 0

0 K( )
zz

ψ
x

ψ
z

－











1
dxdz

= － 1
| Iδ | 

Iδ

Kxx
ψ
x

Kzz
ψ
z

－( )











1
dxdz =

Fx

F( )z ， (21)

式中: Fx
表示沿 x方向估计的宏观通量; Fz

表示沿 z 方向估计的宏观通量。假定在细尺度的水平上，多
孔介质的非饱和水力传导度不随方向的改变而改变，即 Kxx = Kzz。

对于宏观水流通量的估计，Abdulle 和 E［7］提出一种行之有效的思想，即把每个控制体内微观水流
通量的平均作为宏观水流通量。同时，E 等［4］也指出，为了减少人为强加在单胞问题中的边界条件的影
响，可以在控制体内取较小的单胞的微观水流通量的平均来估计宏观水流通量，即可以在区域 δ′( δ′ <
δ) 内估计宏观水流通量。这里，基于这些思想近似估计宏观通量如下:

Fx = － 1
| Iδ | 

Iδ

Kxx
ψ
x

dxdz

≈ － a2

δ′2Σ
M －1

k = 2
Σ
M －1

l = 2
Kn+1，m +1

k + 1
2 ，l

ψn +1，m +1
k +1，l － ψn +1，m +1

k，l

a
， 对于 Iδ

i ± 1
2 ，j
，

Fz = － 1
| Iδ | 

Iδ

Kzz
ψ
z

－( )1 dxdz

≈ － a2

δ′2Σ
M －1

k = 2
Σ
M －1

l = 2
Kn+1，m +1

k，l + 1
2

ψn +1，m +1
k，l +1 － ψn +1，m +1

k，l

a
－( )1 ， 对于 Iδ

i，j ± 1
2
. (22)

3. 4 宏观演替 确定了宏观水流通量的估计值，Δt 时间段内在粗网格上演替宏观方程(6)。宏观演
替通过式(6)的近似表达式来实现，

Θ n +1
i，j = Θ n

i，j －
Δt
H Fx

i + 1
2 ，j

－ Fx
i － 1

2 ，j
+ Fz

i，j + 1
2
－ Fz

i，j －
( )1

2
. (23)

根据点尺度的水分特征曲线函数，由粗结点 ( i，j) 上最新的估计值 Θ n +1
i，j 能估计出该结点处的宏观

压力水头值 Ψ n +1
i，j 。对于 van Genuchten-Mualem 模型，有

Ψ n +1
i，j = － 1

α vi，j

θ s － θ r

Θ n +1
i，j － θ( )

r

1
m′

－[ ]1
1
n′

. (24)

对于 Gardner-Basha 模型，有

Ψ n +1
i，j = － 1

β
ln θ s － θ r

Θ n +1
i，j － θ( )

r

. (25)
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这样，FDHMM 的算法就完成了。

4 结语

本文应用有限差分异质多尺度方法来求解具有混合形式的 Richards 方程，对方程所需的本构关系
选择了具有代表性的 van Genuchten-Mualem 模型和 Gardner-Basha 模型。方法是基于一种“异质”的离
散格式，由宏观格式和微观格式两部分组成。在微观模型中把周期边界和 Dirichlet 边界这两类边界条
件作为局部边界条件，使用多重网格法来求解具有这两类边界条件的原始抛物问题。在宏观模型中基
于饱和水力传导度张量在局部是对角且各向同性的假设，使用控制体中的微观水流通量的体积平均来

估计宏观水流通量。为了减少局部边界条件的影响，可以在控制体内部取较小的单胞来估计宏观水流
通量。宏观方程是一个包含宏观通量的并不明确的表达式，基于宏观水流通量的估计，简单而明确的宏
观演替公式被给出。限于篇幅，将在该文的姊妹篇中给出对这里所构建的 FDHMM 数值格式的计算效
率进行数值实验的研究结果。
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Study on characteristics of economic value of water in Haihe River basin
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Abstract:The ordering and impact factors of economic value of water (EVW) in eight areas of the
Hehai River Basin are analyzed. The result shows that the production and water utilization
techniques of different economic sectors determine that the magnitude of EVW for tertiary industry is
higher than that of secondary and primary industry. The EVW of primary industry is depending on
the magnitude of EVW of vegetable and its planting area，its low dominant inefficiency is the main
factor affecting the net income per unit water. The EVW of secondary and tertiary industries are
mainly affected by the industrial structure. The dominant determinants of inefficiency of secondary
industry are net income per unit water and the rate of water reuse. Whereas，the EVW of the tertiary
industry is composed of the profit and tax to cost ratio and the net income per unit water. It is
concluded that the high regional integrated EVW does not correspond to high water use efficiency.
The way for elevating EVW is to reduce the determinants of inefficiency.
Key words: economic value of water; profit and tax to cost ratio; net benefit per unit water;
determinants of inefficiency; Haihe River Basin
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Computational efficiency of finite difference heterogeneous multiscale
method for unsaturated flow problems in random porous media

Ⅰ. Numerical method

CHEN Fu-lai1，REN Li1

(1 . China Agricultural University，Beijing 100094，China)

Abstract:The finite difference heterogeneous multiscale method ( FDHMM) was extended to solve
the Richards’ equation with the van Genuchten-Mualem model or the Gardner-Basha model.
Hydraulic parameters in the Richards’ equation are heterogeneous. Based on a heterogeneous
discretization approach the FDHMM can deal with the fine scale problems in small representative
region in spatial domain，it relies on the use of two different schemes for original equation，and at
different grid levels. Both the Dirichlet and the periodic boundary conditions were considered for
solving the local microscopic model when the Richards’equation was solved by FDHMM. Some
restrictions and conclusions presented by previous researchers were applied to estimate the
macroscopic flux in order to assure the efficiency of the discussed method. Lastly，a discrete scheme
of macroscopic evolution was given.
Key words:porous media; unsaturated flow; finite difference heterogeneous multiscale method
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