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　　【摘要】　以设计适于高速运行的平面 ３自由度并联机构为目标，对机构的正向运动学进行了全面研究，得到

了机构速度及加速度特性。在给定主动件的运动以后，求得了机构的所有位置正解构型，根据运动连续性的条件，

规划出动平台的最佳运动轨迹，揭示了机构的速度和加速度特性。将机构划分成杆单元和平面三角形单元，建立

了机构的有限元模型。结合运动学分析，使动平台沿着预先规划的轨迹运动，分析了机构的模态频率和主振型随

机构位姿的变化情况。研究机构在主动力和惯性力激励下的动态响应，得到机构弹性位移误差和动应力的变化规

律，从而对机构的运动学和动力学性能进行了综合评估。

关键词：并联机构　运动学　有限元模型　动力学性能

中图分类号：ＴＨ１１２ 文献标识码：Ａ 文章编号：１０００１２９８（２０１０）０６０２０８０８

ＥｌａｓｔｉｃｄｙｎａｍｉｃｓｏｆＰｌａｎａｒＦｌｅｘｉｌｅＰａｒａｌｌｅｌＭｅｃｈａｎｉｓｍ

ＬｕＫａｉｊｉａｎｇ１，２　ＳｈｉＪｕｎｐｉｎｇ１　ＧａｏＸｉｕｌａｎ２　ＤａｎＢｏｃｈｏｕ２

（１ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌａｎｄＩｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＸｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｘｉａｎ７１００４８，Ｃｈｉｎａ　

２ＭｅｃｈａｎｉｃａｌａｎｄＥｌｅｃｔｒｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＤｅｐａｒｔｍｅｎｔ，ＢａｏｊｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｒｔｓａｎｄＳｃｉｅｎｃｅｓ，Ｂａｏｊｉ７２１００７，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｄｅｓｉｇｎｔｈｅｈｉｇｈｓｐｅｅｄｐｌａｎａｒ３ＤＯＦｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ，ｔｈｅｄｉｒｅｃｔｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｗａｓ
ｓｔｕｄｉｅｄｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｌｙ．Ｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｅｒｅｇａｉｎｅｄ．Ｗｉｔｈｔｈｅ
ｄｒｉｖｉｎｇｐａｒｔｓｍｏｖｅｍｅｎｔ，ａｌｌｔｈｅｆｏｒｗａｒｄｐｏｓｉｔｉｏｎｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｍｏｖｅｍｅｎｔ，ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｗａｓｐｌａｎｎｅｄ．Ｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙ
ａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｅｒｅｉｍｐｌｉｅｄ．Ｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｗａｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｓｔｒｏｋｅｕｎｉｔ
ａｎｄｐｌａｎｅｔｒｉａｎｇｌｅｕｎｉｔ．Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｂｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇ
ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ，ｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｗａｓｍｏｖｉｎｇａｌｏｎｇｔｈｅｐｌａｎｎｉｎｇｔｒａｃｋ，ｔｈｅｍｏｄａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｍａｉｎ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｐｏｓｔｕｒｅｗｅｒｅａｎａｌｙｚｅｄ．
Ｖａｒｉａｔｉｏｎｌａｗｏｆｅｌａｓｔｉｃｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒａｎｄｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗａｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｇｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｎｄｒｉｖｅｆｏｒｃｅａｎｄｉｎｅｒｔｉａｌｆｏｒｃｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅ
ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｎｄｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｅｒｅａｓｓｅｓｓｅｄｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｌｙ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　Ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ，Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ，Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ，Ｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

收稿日期：２００９ ０４ ２４　修回日期：２００９ １２ １０

 陕西省教育厅专项科研计划项目（０９ＪＫ３２７）和陕西省自然科学研究计划项目（２００７Ａ１７）
作者简介：鲁开讲，博士生，宝鸡文理学院副教授，主要从事机器人运动学、动力学研究，Ｅｍａｉｌ：ｌｋｊ８１４５６＠１６３．ｃｏｍ

　　引言

最大限度地提高机构的运行速度是机器人机构

的发展趋势，然而机器人在高速作业时，构件在惯性

力作用下变形加大，从而使机构的运动产生误差，影

响了并联机构的运动精度。随着速度的提高，激振

力的频率和振幅也随之增加，引发了谐振的危险，也

加剧了构件的动应力，使构件产生疲劳破坏，成为阻

碍机器人向高速发展的主要因素。为了改善机器人

的动态性能，许多学者对并联机构进行了弹性动力

分析：为了避免共振并得到满足工程实用的动态特

性参数而进行模态频率分析
［１～３］

和模态参数辨



识
［４～５］

；为了满足运动精度的要求，需要进行弹性位

移分析，估算动平台的位姿误差
［６～１０］

，对于高精度

的机构，为了将机构的动态误差限制在容许的范围

内，而采用振动抑制和控制技术
［１１～１２］

；在机构速度

较高时，为了防止构件疲劳破坏，而进行动态响应分

析，获得动应力的分布及变化情况
［１３］
。本文对平面

３自由度并联机构的正向运动学进行研究，以行程
最短的准则进行轨迹规划，使机构具有较好的运动

性能。结合运动学的结果，对机构进行弹性动力分

析，研究机构的模态特性和动态响应，得到机构振动

的形态和动应力的变化规律，找到机构的主要柔性

环节和动应力的危险部位。

１　平面３自由度并联机构正向运动学

平面３自由度并联机构由基座 ΔＡ１Ａ２Ａ３和动平

台 ΔＣ１Ｃ２Ｃ３组成，这两个三角形的边长分别为 ａ和
ｂ，如图１所示。机构以３个连架杆的关节转角作为
输入运动，使动平台实现两个坐标方向的平动和平

面内的转动。选取参考坐标系 Ｏｘｙ，原点位于
ΔＡ１Ａ２Ａ３的中心，ｘ轴平行于 Ａ１Ａ２。取与动平台固
连的坐标系 Ｐｘ′ｙ′，原点位于 ΔＣ１Ｃ２Ｃ３的中心，ｘ′轴
平行于 Ｃ１Ｃ２。

图 １　平面 ３自由度并联机构运动简图

Ｆｉｇ．１　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｐｌａｎａｒ３ＤＯＦ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

１１　机构位置正解
转动副中心 Ｂｉ、Ｃｉ在参考坐标系的坐标为
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式中　ｌ１———驱动杆长度

θ、ｘ、ｙ———动平台的位姿
利用杆长 ＢｉＣｉ＝ｌ２的约束条件得机构的约束方

程

ｆ１＝（ｘＣ１－ｘＢ１）
２＋（ｙＣ１－ｙＢ１）

２－ｌ２２＝０

ｆ２＝（ｘＣ２－ｘＢ２）
２＋（ｙＣ２－ｙＢ２）

２－ｌ２２＝０

ｆ３＝（ｘＣ３－ｘＢ３）
２＋（ｙＣ３－ｙＢ３）

２－ｌ２２
{

＝０

（１）

ｆ２－ｆ１、ｆ３－ｆ１得
ａｊｘ＋ｂｊｙ＋ｃｊ＝０　（ｊ＝２，３）

其中　ａｊ＝２ｂｃｏｓθ－２ａ－２ｌ１ｃｏｓｊ＋２ｌ１ｃｏｓ１
ｂｊ＝２ｂｓｉｎθ－２ｌ１ｓｉｎｊ＋２ｌ１ｓｉｎ１

ｃｊ＝ｂ
２－２ａｂｃｏｓθ－２ｂｌ１ｃｏｓ（ｊ－θ）＋ａ

２＋２ａｌ１ｃｏｓｊ
式（１）是关于 ｘ、ｙ的线性方程，从中解出 ｘ＝

ｘ（θ），ｙ＝ｙ（θ），代入 ｆ１，并替换 ｃｏｓθ＝
１－ｔ２

１＋ｔ２
，ｓｉｎθ＝

２ｔ
１＋ｔ２

，得到机构位置正解方程

∑
８

ｋ＝０
ａｋｔ

ｋ＝０ （２）

它是关于参数 ｔ的８次代数方程。
１２　机构速度、加速度分析

将机构每个分支看成开式运动链，该分支关节

运动速度到动平台的运动速度矢量的映射关系为
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式中　ｒ———分支序号
从式中反解出该分支的各关节速度


·（ｒ）＝（ＧＨ）

－１（ｒ）ｘ· ＝（ＧＨ）
（ｒ）ｘ· （３）

在各个分支中第一个运动副是输入副，从

式（３）中取出主动运动的方程，并将 ３个分支合写
成矩阵
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式中　ｑ·———输入速度矢量，下标“１：”表示矩阵的
第１行

当给定主动关节的速度后，可由上式反求得动

平台的运动速度

ｘ· ＝（ＧｑＨ）
－１ｑ· ＝ＧＨｑｑ

·
（４）

将ｘ·代入式（３）可求得各分支的关节运动速度。
在每个分支中，关节运动加速度到动平台运动

加速度的映射关系为
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ｘ··＝［θ
··

　ｘ··　ｙ··］Ｔ＝


·（ｒ）Ｔ

（ＨＨ）
（ｒ）
·（ｒ）＋（ＧＨ）

（ｒ）
··（ｒ）

式中（ＨＨ）
（ｒ）∈Ｒ３×３×３，称为二阶影响系数矩阵，其

每个元素都是一个３维矢量

（ＨＨ）
（ｒ）
ｍ：ｎ＝

［０　ｘｎ－ｘ　ｙｎ－ｙ］
（ｒ）Ｔ

（ｍ≤ｎ）

［０　ｘｍ－ｘ　ｙｍ－ｙ］
（ｒ）Ｔ

（ｍ＞ｎ{ ）

ｘｍ、ｙｍ、ｘｎ、ｙｎ的下标与该分支关节序号对应。
从上式中反解出该分支的关节加速度


··（ｒ）＝（ＧＨ）

（ｒ）
［ｘ
··

－
·（ｒ）Ｔ

（ＨＨ）
（ｒ）
·（ｒ）
］ （５）

从中取出含有输入运动的第一式，它是以动平

台加速度矢量为未知数的线性方程组，可整理成

（ＧＨ）
（ｒ）
１：ｘ
··＝

··（ｒ）
１ ＋（Ｇ


Ｈ）

（ｒ）
·（ｒ）Ｔ

（ＨＨ）
（ｒ）
·（ｒ）　

（ｒ＝１，２，３） （６）
在求得动平台加速度后，回代到式（５），即可求

得各支链的关节相对加速度 
··（ｒ）
。

当给定主动构件的关节转角、速度和加速度后，

可以按照式（２）、（４）及（６）求得动平台的位姿、速度
和加速度。

２　平面３自由度并联机构的有限元模型

２１　单元位移
将机构按构件划分成一个三角形单元和６个杆

单元（图 １）。三角形单元每个结点有 ２个位移分
量，如图 ２所示。单元位移列阵 δ（ｅ）＝［ｕ１　ｖ１　ｕ２
　ｖ２　ｕ３　ｖ３］

Ｔ
，单元内任意一点的位移可以表示成

该点的局部坐标和结点位移的线性函数

ｕ＝∑
３

ｉ＝１
Ｎｉ（ｘ，ｙ）ｕｉ（ｔ）

ｖ＝∑
３

ｉ＝１
Ｎｉ（ｘ，ｙ）ｖｉ（ｔ

{
）

（７）

图 ２　平面三角形单元

Ｆｉｇ．２　Ｐｌａｎａｒｔｒｉａｎｇｌｅｅｌｅｍｅｎｔ
　

杆单元承受轴向振动和横向振动，单元是按构

件划分的，杆单元与相邻单元以转动副连接，相邻单

元在结点处具有不同的转角，但曲率为零，因而对于

机构的杆单元，不考虑结点处的曲率，结点位移包括

轴向位移 ｕ１、ｕ２，横向位移 ｖ１、ｖ３，以及转角位移 ｖ２、

ｖ４，如图３所示。单元位移列阵δ
（ｅ）＝［ｕ１　ｖ１　ｖ２　

ｕ２　ｖ３　ｖ４］
Ｔ
，任意截面的纵向位移和横向位移可以

表示成结点位移的线性函数

ｕ（ｘ，ｔ）＝∑
２

ｉ＝１
ηｉ（ｘ）ｕｉ（ｔ）

ｖ（ｘ，ｔ）＝∑
４

ｊ＝１
ｊ（ｘ）ｖｊ（ｔ

{
）

（８）

利用边界条件可求得式（７）和（８）中的型函数
Ｎｉ（ｘ，ｙ）、ηｉ（ｘ）、ｊ（ｘ）。

图 ３　杆单元上的位移及广义力

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｏｒｃｅｏｎｐｏｌｅｅｌｅｍｅｎｔ
　
２２　单元广义力

当机构阻尼很小而可以忽略不计时，各单元的

运动微分方程具有相似形式

ｍδ
··（ｅ）＋ｋδ（ｅ）＝ｆ（ｅ）

式中　ｍ、ｋ———单元的质量矩阵和刚度矩阵
ｆ（ｅ）———单元广义力列向量

三角形单元上的作用力有：作用在动平台上的

集中载荷 Ｆ＝（Ｍ，Ｆｘ，Ｆｙ）
Ｔ
；相邻单元之间在节点处

的作用力，是系统的内力；由惯性引起的分布力。集

中载荷和惯性力所作的虚功

δｗ＝［δｕ１　δｖ１　δｕ２　δｖ２　δｕ３　δｖ３］·

ＮＴ｜ｘ＝ｘｐ，ｙ＝ｙｐ
Ｆｘ
Ｆ[ ]
ｙ

{ ＋∫
Ωｅ
ＮＴ
ｘ －ｙ[ ]ｙ ｘ

－θ
·２

θ
[ ]··

ｑｄｘｄ}ｙ
其中 Ｎ＝

Ｎ１ ０ Ｎ２ ０ Ｎ３ ０

０ Ｎ１ ０ Ｎ２ ０ Ｎ[ ]
３

式中　ｑ———单元的面积密度
ｘｐ、ｙｐ———集中力作用点的坐标

式中大括号里的表达式即是与各个广义坐标对应的

广义力。

杆单元上的作用力有：机构运动时由惯性引起

的分布力；相邻单元的内力。设单元上任意一点的

加速度为 ａｘＡ、ａ
ｙ
Ａ，对单元来说，惯性力所作的虚功

δｗ＝∫
ｌ

０
ｑａｘＡｄｘδｕ（ｘ，ｔ）＋∫

ｌ

０
ｑａｙＡｄｘδｖ（ｘ，ｔ）＝

∑
２

ｉ＝
[

１
∫
ｌ

０
ｑａｘＡηｉ（ｘ）ｄ ]ｘ δｕｉ（ｔ）＋

∑
４

ｊ＝
[

１
∫
ｌ

０
ｑａｙＡｊ（ｘ）ｄ ]ｘ δｖｊ（ｔ）
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式中各广义坐标虚位移前的积分即是与该广义坐标

对应的广义力。

２３　系统的运动微分方程
各单元的运动微分方程选用局部坐标系，各单

元的局部坐标系彼此之间方向不同，在建立整个系

统运动方程时，必须将各结点位移统一到同一坐标

系，称为总体坐标系。结点在局部坐标系 Ｏ′ｘ′ｙ′的
位移为 ｕ（ｅ）ｉ 、ｖ

（ｅ）
ｉ ，将它们转换到总体坐标系 Ｏｘｙ，即

ｕｉ、ｖｉ，如图４所示。

ｕ（ｅ）ｉ
ｖ（ｅ）







ｉ

＝
ｃｏｓα ｓｉｎα
－ｓｉｎα ｃｏｓ[ ]α

ｕｉ
ｖ[ ]
ｉ

＝ｌ
ｕｉ
ｖ[ ]
ｉ

（９）

式中　α———单元局部坐标系与总体坐标系间夹角

图 ４　单元位移向总体坐标系的变换示意图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｒｏｍ

ｅｌｅｍｅｎｔｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｏｏｖｅｒａｌｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
　
杆单元的转角位移不会随坐标系变化，平面三

角形单元和杆单元的变换矩阵分别为

Ｌ＝
ｌ
ｌ









ｌ
　Ｌ′＝

ｌ
１
ｌ













１

在确定了单元坐标系到总体坐标系的变换矩阵

后，各单元在总体坐标系中的运动方程为

ＬＴｍＬδ
··

＋ＬＴｋＬδ＝ＬＴｆ（ｅ）

经过坐标变化以后，各结点位移统一到了总体

坐标系，为了获得全系统的运动方程，先要建立单元

结点位移与系统位移之间的对应关系。系统由３条
完全相同的分支组成，在每个分支中，相邻单元用转

动副连接，如果不考虑转动副的间隙，则相邻单元在

转动副连接的结点上具有相同的线位移，而两个单

元分别属于不同的构件，因而具有不同的转角。由

于机构的机座一般具有较大的刚度，因而忽略机座

的位移，杆单元与机座连接的结点上，只有转角位

移。这样每条分支具有８个结点位移。按顺序记作
ｕ（ｒ）＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕ８］

Ｔ
。其中，ｕ１、ｕ４为杆ＡｒＢｒ在 Ａｒ

和 Ｂｒ处的转角位移；ｕ２、ｕ３为结点 Ｂｒ沿 ｘ、ｙ坐标方

向的位移；ｕ５、ｕ８为杆ＢｒＣｒ在 Ｂｒ和 Ｃｒ处的转角位
移；ｕ６、ｕ７为结点 Ｃｒ沿 ｘ、ｙ坐标方向的位移。因而

系统总共有２４个结点位移，合写成 Ｕ＝［ｕ（１），ｕ（２），

ｕ（３）］Ｔ。
对于机构第一个分支，杆Ａ１Ｂ１有 ４个结点位移

ｕ１，…，ｕ４，将单元矩阵（包括质量矩阵和刚度矩阵）
的元素ｍｉｊ和ｋｉｊ叠加到系统相应矩阵的Ｍｉｊ和Ｋｉｊ的元

素中。杆Ｂ１Ｃ１有 ６个结点位移 ｕ２，ｕ３，ｕ５，…，ｕ８，将
其单元矩阵的元素 ｍｉｊ和 ｋｉｊ叠加到系统相应矩阵的
Ｍｐｑ和 Ｋｐｑ的元素中，ｉ、ｊ到 ｐ、ｑ的转换关系为

ｐ＝
ｉ＋１ （ｉ≤２）
ｉ＋２ （ｉ＞２{ ）

ｑ＝
ｊ＋１ （ｊ≤２）
ｊ＋２ （ｊ＞２{ ）

杆Ａ１Ｂ１和杆Ｂ１Ｃ１的单元矩阵合并成了 ８阶方
阵，它位于系统矩阵的第 １～８行（列）。同样对于
机构第２和第３个分支，也先构建相同的８阶方阵，
然后将它们分别叠加到系统矩阵的第 ９～１６行
（列）和第１７～２４行（列）。

对于动平台上的三角形单元，有６个结点位移，
在系统位移中序号是 ８（ｒ－１）＋６和 ８（ｒ－１）＋７，
将其单元矩阵的元素 ｍｉｊ和 ｋｉｊ叠加到系统相应矩阵
的 Ｍｐｑ和 Ｋｐｑ元素中，ｉ、ｊ到 ｐ、ｑ的转换关系为 ｐ＝
６（ｒ－１）＋ｉ＋５，ｑ＝６（ｒ－１）＋ｊ＋５。

在单元矩阵向系统矩阵叠加时，单元广义力向

量的第 ｉ个分量也要叠加到系统广义力向量 Ｆ的第
ｐ个分量上。由此可以得到机构的运动微分方程

ＭＵ
··

＋ＫＵ＝Ｆ （１０）

３　机构动态特征

３１　机构振动模态频率和主振型
系统的质量矩阵和刚度矩阵是机构结构参数和

位形的函数，机构的模态频率是随着机构位形的变

化而变化的。为了避免发生谐振，应使各构件的运

行速度远离机构的各阶模态频率。当系统作第 ｒ阶
主振动时，各广义坐标的相对大小保持固定不变的

比值。将结点在总体坐标系的位移通过坐标变换

式（９）转换到单元局部坐标系中，则单元内任意点
Ｅ（ｘ′Ｅ，ｙ′Ｅ）在局部坐标系的位移 ｕ

（ｅ）
Ｅ 、ｖ

（ｅ）
Ｅ ，由该点所

属的单元位移函数（式（７）或（８））确定，将机构的
真实运动看作是机构的刚体运动和弹性振动的叠

加，该点随机构振动时，它在局部坐标系中的坐标为

ｘ″Ｅ＝ｘ′Ｅ＋ｕ
（ｅ）
Ｅ 　ｙ″Ｅ＝ｙ′Ｅ＋ｖ

（ｅ）
Ｅ

在总体坐标系中的坐标为

［ｘＥ　ｙＥ］
Ｔ＝ｌ［ｘ″Ｅ　ｙ″Ｅ］

Ｔ＋［ｘ０　ｙ０］
Ｔ
（１１）

式中　ｘ０、ｙ０———单元局部坐标系原点在整体坐标
系中的坐标

依次计算机构上各点的位置坐标，顺序连接即

是机构第 ｒ阶主振动的型态。
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３２　机构的弹性位移
用振型叠加法，可以求得系统在广义力激励下

的动态响应。在机构运动的任意位置，先求得系统

的各阶模态频率 ｐｒ和正则振型矩阵 ＡＮ，用正则坐
标 ＵＮ代替原广义坐标，进行线性变换

Ｕ＝ＡＮＵＮ （１２）

将式（１２）代入式（１０），并左乘 ＡＴＮ得到一组正
则坐标表示的互不耦合的强迫振动方程

ｕ··Ｎｒ＋ｐ
２
ｒｕＮｒ＝ＦＮｒ（ｔ）　（ｒ＝１，２，…，ｎ）

每个正则坐标的响应为

ｕＮｒ＝
ｕ·Ｎｒ０
ｐｒ
ｓｉｎ（ｐｒｔ）＋ｕＮｒ０ｃｏｓ（ｐｒｔ）＋

ＦＮｒ
ｐ２ｒ
［１－ｃｏｓ（ｐｒｔ）］ （１３）

式中　ｕＮｒ０、ｕ
·

Ｎｒ０———正则坐标下的初始值

由于系统的物理参数（Ｍ、Ｕ和 Ｆ）以及模态频
率 ｐｒ都是时间 ｔ的极其复杂的函数，式（１３）无法表
示成时间 ｔ的解析式。因而将时间离散，在每个微
小时间间隔，以上的物理参数和模态参数可看作常

量，每个时间间隔计时都从零开始，间隔用 ｔｋ表示，
系统的响应递推格式为

Ｕ（ｋ）Ｎ０ ＝Ａ
（ｋ）Ｔ
Ｎ Ｍ（ｋ）Ｕ（ｋ）０

Ｕ
· （ｋ）
Ｎ０ ＝Ａ

（ｋ）Ｔ
Ｎ Ｍ（ｋ）Ｕ

· （ｋ）
０

ｕ（ｋ＋１）Ｎｒ０ ＝
ｕ·（ｋ）Ｎｒ０
ｐ（ｋ）ｒ
ｓｉｎ（ｐ（ｋ）ｒ ｔｋ）＋

　　ｕ（ｋ）Ｎｒ０ｃｏｓ（ｐ
（ｋ）
ｒ ｔｋ）＋

Ｆ（ｋ）Ｎｒ
ｐ２（ｋ）ｒ

［１－ｃｏｓ（ｐ（ｋ）ｒ ｔｋ）］

ｕ·（ｋ＋１）Ｎｒ０ ＝ｕ·（ｋ）Ｎｒ０ｃｏｓ（ｐ
（ｋ）
ｒ ｔ）－

　　ｐ（ｋ）ｒ ｕ
（ｋ）
Ｎｒ０ｓｉｎ（ｐ

（ｋ）
ｒ ｔｋ）＋

Ｆ（ｋ）Ｎｒ
ｐ（ｋ）ｒ
ｓｉｎ（ｐ（ｋ）ｒ ｔｋ）

Ｕ（ｋ＋１）＝Ａ（ｋ＋１）Ｎ Ｕ（ｋ＋１）Ｎ０

Ｕ
· （ｋ＋１）＝Ａ（ｋ＋１）Ｎ Ｕ

· （ｋ＋１）
Ｎ

























０

（ｒ＝１，２，…，ｎ）
与机构的刚体运动相比，构件的弹性变形引起

的位移很小，这种弹性位移不会影响机构的刚体运

动，因而机构的真实运动可以看作是机构的刚体运

动和弹性振动的叠加，弹性位移标志着在运动过程

中振动量的大小，它是机构运动误差的度量。在得

到瞬时位置的广义坐标Ｕ（ｋ＋１）后，经过式（９）的坐标
变换，得到各节点在其局部坐标系的位移，再依次用

式（７）、（８）和（１１）求得机构各点的真实位置，将其
与机构作刚体运动的相应位置进行比较，即能确定

机构上各点振动量的大小，及最大位移误差出现的

部位。并联机构运动准确性可由动平台参考点的位

移误差度量，机构连续运动时，可得到动平台参考点

的弹性位移误差的变化曲线，从而对给定运动条件

下的机构运动精度进行评估。

３３　机构的动应力分析
将三角形单元的位移表达式求偏导数，得到单

元内任意一点的应变分量

εｘ＝
ｕ
ｘ
＝∑

３

ｉ＝１

Ｎｉ（ｘ，ｙ）
ｘ

ｕｉ（ｔ）

εｙ＝
ｖ
ｙ
＝∑

３

ｉ＝１

Ｎｉ（ｘ，ｙ）
ｙ

ｖｉ（ｔ）

γｘｙ＝
ｕ
ｙ
＋ｖ
ｘ
＝∑

３

ｉ＝１

Ｎｉ（ｘ，ｙ）
ｙ

ｕｉ（ｔ）＋

∑
３

ｉ＝１

Ｎｉ（ｘ，ｙ）
ｘ

ｖｉ（ｔ）

根据应力 应变关系方程得该点的应力分量

σｘ＝
Ｅ

１－μ２
（εｘ＋μεｙ）

σｙ＝
Ｅ

１－μ２
（εｙ＋μεｘ）

τｘｙ＝
Ｅ

１＋μ２
γ













 ｘｙ

（１４）

式中　Ｅ———材料的弹性模量
μ———材料的泊松比

该点的两个主应力和最大正应力、最大剪应力

为

σ１＝
σｘ＋σｙ
２ (＋

σｘ－σｙ)２

２

＋τ２
槡 ｘｙ

σ２＝
σｘ＋σｙ
２ (－

σｘ－σｙ)２

２

＋τ２
槡 ｘｙ

σｍａｘ＝σ１　τｍａｘ＝
σ１－σ２
２

杆单元纵向振动引起的轴向应力沿截面均匀分

布，杆横向振动产生的最大弯曲应力出现在截面上

离中性轴最远处，在线弹性范围内，杆单元任意截面

的最大正应力应是以上两种应力的叠加

σｍａｘ＝σ
（ｕ）＋σ（ｖ）ｍａｘ＝

∑
２

ｉ＝１

ηｉ（ｘ）
ｘ

ｕｉ（ｔ）＋
ＥＪ
Ｗｚ∑

４

ｊ＝１

２ｊ（ｘ）
ｘ２

ｖｊ（ｔ）

式中　Ｊ———截面的惯性矩
Ｗｚ———抗弯截面系数

机构的动应力是一个重要指标，过大的动应力

将导致构件疲劳破坏。由式（１４）可见，在机构的每
一位置，三角形平面单元的正应力和剪应力都与位

置坐标无关，单元内各点具有相同的应力状态。而

对于杆单元，最大正应力的轴向应力部分是位置坐

标的常值函数，弯曲应力是位置坐标的线性函数，所

以最大值出现在杆端部。
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４　应用实例

给定机构的结构参数：ａ＝６０ｃｍ，ｂ＝３６ｃｍ，
ｌ１＝１１２ｃｍ，ｌ２ ＝４２２ｃｍ，杆的直径分别为 ｄ１ ＝
３ｃｍ，ｄ２＝４ｃｍ，动平台为厚度 ｈ＝２５ｃｍ的均质板。

各个主动构件初始位置角 （０）１ ＝６０°，（０）２ ＝０，

（０）３ ＝２２０°，主动构件匀速转动，
·

＝［０６　０５　
０６６］（ｒａｄ／ｓ）。以支链２的主动件连续转动一周为
例，在每一时刻，机构位置正解方程式（２）有 ８组
解，其中４组符合机构的约束条件，即对每一组主动
件的输入参数，动平台有４组可达位姿，如何从多组
解中挑选出最优的一组，可以有不同的准则。通常

情况下采用行程最短准则，即在规划轨迹时选取一

组使动平台的位姿变化量最小的解，按照这个准则

规划的动平台的位姿及轨迹变化平缓、光滑，如图 ５
和图６所示。在规划了机构的运动轨迹后，动平台
的运动速度和加速度可以分别按式（４）和式（６）求
得，得到机构的速度特性和加速度特性曲线，如图 ７
和图８所示。在主动件一个运动周期中，按行程最
短准则进行路径规划，动平台的轨迹、速度和加速度

表现出较好的运动学性能。

图 ５　动平台位姿变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｐｏｓｔｕｒｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｐｌａｔｆｏｒｍ
　

图 ６　动平台中心运动轨迹

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｓｃｅｎｔｅｒ
　
机构运动时，系统的物理参数和模态参数等固

有特性都会随之变化，前几阶模态频率及其主振型

随机构位姿的变化规律如图 ９和 １０所示。结果显
示，机构模态频率密集，这表明除基频外，前几阶振

图 ７　动平台速度特性

Ｆｉｇ．７　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

图 ８　动平台加速度特性

Ｆｉｇ．８　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

图 ９　机构模态频率

Ｆｉｇ．９　Ｍｏｄａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
型对动态响应的影响不能低估，因而在利用式（１３）
计算由结点位移构成的广义坐标时，选取了机构的

所有振型。由机构的主振型可见，机构在低阶振型

下，各广义坐标振动的量级大致相当，随着振动阶次

的增高，杆单元的振动比动平台振动强，振动的型态

也变得复杂多样，尤其是杆的横向振动，长度较大的

杆单元成为机构的主要柔性环节。机构的真实运动

可以看作是机构的刚体运动和弹性振动的叠加，机

构瞬时残余振动的型态，反映了构件变形引起的运

动误差，机构按照预定的轨迹连续运动时，动平台的

位姿误差如图１１所示，动平台的真实运动是以其刚
体运动为中心的波动。ｘ坐标方向位置误差幅值为
６４５６ｍｍ，ｙ坐标方向位置误差幅值为 ９１５８ｍｍ，
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图 １０　机构主振型

Ｆｉｇ．１０　Ｍａｉｎｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｏｆｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 １１　动平台弹性位移变化曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｅｌａｓｔｉｃｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ

姿态误差的幅值为１２６３０°。如前所述杆单元最大
动应力出现在杆端部，三角形单元各点具有相同的

应力状态，图１２为支链２的杆端部最大动应力和动
平台的应力随机构位姿变化的规律，在主动件 ２转
动一周内，各个构件的应力状态是交替变化的，杆

Ａ２Ｂ２上动应力的变化范围为 ±３４６７１×１０
５Ｐａ，杆

Ｂ２Ｃ２上动应力的变化范围为 ±１３７９９×１０
５Ｐａ，动

平台上最大正应力变化范围为 －５５３０１×１０４～
６００９５×１０４Ｐａ，最大剪应力 ２７０８５×１０３Ｐａ，机构
最大动应力出现在输入杆上，动平台上剪应力很小。

图 １２　最大动应力的变化曲线

Ｆｉｇ．１２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｄｙｎａｍｉｃｓｔｒｅｓｓ
（ａ）杆件 Ａ２Ｂ２　（ｂ）杆件 Ｂ２Ｃ２　（ｃ）动平台

　

５　结束语

采用行程最短的准则规划了机构的运动轨迹，

使机构的轨迹、速度和加速度表现出较好的运动性

能。利用有限元方法建立机构运动微分方程，得到

机构模态频率随机构位姿的变化规律，通过模态分

析，揭示了机构残余振动的型态及动平台位姿误差

的变化规律，找出了机构的主要柔性环节。讨论了

动应力的分布及变化情况，找到了动应力危险部位。

通过上述研究，可对并联机器人的运动学和动力学

性能作出全面的评估。
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