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½Â2
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½Â3

�α = (a1, a2, · · · , an)T§β = (b1, b2, · · · , bn)T�ê�Fþ�n��þ§
½Â\{£~{¤

α + β = (a1 + b1, a2 + b2, · · · , an + bn)T

α− β = (a1 − b1, a2 − b2, · · · , an − bn)T

êþ¦{

k · α = (k · a1, k · a2, · · · , k · an)T, k ∈ F
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(1) α + β = β + α¶

(2) (α + β) + γ = α + (β + γ)¶

(3) α + 0 = α¶

(4) α + (−α) = 0¶

(5) 1 · α = α¶

(6) k(α + β) = kα + kβ, k ∈ F¶
(7) (k + l)α = kα + lα¶

(8) k(lα) = (kl)α"
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½Â1
�þα¡��þ|β1, β2, · · · , βr����5|Ü§XJkê�Fþ
��|êk1, k2, · · · , kr§¦�α = k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr"�¡
��þα�d�þ|β1, β2, · · · , βr�5LÑ"

~1 "�þ0´?¿�þ|��5|Ü£���Xê��0=
�¤"
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½Â2
éuü��þ|(V1)α1, α2, · · · , αs�(V2)β1, β2, · · · , βt§e�þ
|(V1)¥�z��þαi(i = 1, 2, · · · , s)Ñ�d�þ|(V2)�5L
Ñ"@o�þ|(V1)Ò¡��d�þ|(V2)�5LÑ¶XJü�
�þ|p��±�5LÑ§Ò¡ùü��þ|��d�"

·K1
XJ�þ|(V2)β1, β2, · · · , βt�d�þ|(V1)α1, α2, · · · , αs�5L
Ñ§�þ|(V3)γ1, γ2, · · · , γm�d(V2)�5LÑ§@o(V3)�
d(V1)�5LÑ"

íØ
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½Â3’
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·K2
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e��þ|α1, α2, · · · , αs(s ≥ 1)Ø�5�'§=Ø�3�|Ø�
�"�êk1, k2, · · · , ks§¦k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0§K¡�
þ|{α1, α2, · · · , αs}�5Ã'"½ö�d/`µ
dk1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0�±íÑk1 = k2 = · · · = ks = 0"

~3 n�ü �þε1, ε2, · · · , εs|¤��þ|´�5Ã'�
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~4 (1) �α1, α2, α3�5Ã'§y²α1 + α2, α2 + α3, α1 + α3�5
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~5 XJβ�dα1, α2, · · · , αs�5LÑ§�L«{��§y
²µα1, α2, · · · , αs�5Ã'"

~6 ��þ|α1, α2, · · · , αs�5�'¶α1, α2, · · · , αs, αs+1�5Ã

'§¯µ
(1) α1UÄdα2, · · · , αs�5LÑ¶
(2) αs+1UÄdα1, α2, · · · , αs�5LÑ.

Ü�� (þ°ã²�ÆA^êÆX) p��ê 1oÙ February 21, 2008 11 / 26



�þ|�Ü©�'Ú�N�'

·K3
£Ü©�'K�N�'¶�NÃ'K?¿Ü©ÑÃ'¤XJ��
�þ|α1, α2, · · · , αs�¹��Ü©|αi1 , αi2 , · · · , αik�5�'§K
���þ|α1, α2, · · · , αs�5�'¶XJ�þ|α1, α2, · · · , αs�

5Ã'§@o§�z�Ü©|Ñ�5Ã'"

~4 (1) �α1, α2, α3�5Ã'§y²α1 + α2, α2 + α3, α1 + α3�5

Ã'"
(2) y²�þ|α1 + α2, α2 + α3, α3 + α4, α1 + α4�5�'"

~5 XJβ�dα1, α2, · · · , αs�5LÑ§�L«{��§y
²µα1, α2, · · · , αs�5Ã'"

~6 ��þ|α1, α2, · · · , αs�5�'¶α1, α2, · · · , αs, αs+1�5Ã

'§¯µ
(1) α1UÄdα2, · · · , αs�5LÑ¶
(2) αs+1UÄdα1, α2, · · · , αs�5LÑ.

Ü�� (þ°ã²�ÆA^êÆX) p��ê 1oÙ February 21, 2008 11 / 26



�þ|�Ü©�'Ú�N�'

·K3
£Ü©�'K�N�'¶�NÃ'K?¿Ü©ÑÃ'¤XJ��
�þ|α1, α2, · · · , αs�¹��Ü©|αi1 , αi2 , · · · , αik�5�'§K
���þ|α1, α2, · · · , αs�5�'¶XJ�þ|α1, α2, · · · , αs�

5Ã'§@o§�z�Ü©|Ñ�5Ã'"

~4 (1) �α1, α2, α3�5Ã'§y²α1 + α2, α2 + α3, α1 + α3�5

Ã'"
(2) y²�þ|α1 + α2, α2 + α3, α3 + α4, α1 + α4�5�'"

~5 XJβ�dα1, α2, · · · , αs�5LÑ§�L«{��§y
²µα1, α2, · · · , αs�5Ã'"

~6 ��þ|α1, α2, · · · , αs�5�'¶α1, α2, · · · , αs, αs+1�5Ã

'§¯µ
(1) α1UÄdα2, · · · , αs�5LÑ¶
(2) αs+1UÄdα1, α2, · · · , αs�5LÑ.

Ü�� (þ°ã²�ÆA^êÆX) p��ê 1oÙ February 21, 2008 11 / 26



�þ|�Ü©�'Ú�N�'

·K3
£Ü©�'K�N�'¶�NÃ'K?¿Ü©ÑÃ'¤XJ��
�þ|α1, α2, · · · , αs�¹��Ü©|αi1 , αi2 , · · · , αik�5�'§K
���þ|α1, α2, · · · , αs�5�'¶XJ�þ|α1, α2, · · · , αs�

5Ã'§@o§�z�Ü©|Ñ�5Ã'"

~4 (1) �α1, α2, α3�5Ã'§y²α1 + α2, α2 + α3, α1 + α3�5

Ã'"
(2) y²�þ|α1 + α2, α2 + α3, α3 + α4, α1 + α4�5�'"

~5 XJβ�dα1, α2, · · · , αs�5LÑ§�L«{��§y
²µα1, α2, · · · , αs�5Ã'"

~6 ��þ|α1, α2, · · · , αs�5�'¶α1, α2, · · · , αs, αs+1�5Ã

'§¯µ
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�þ|�4��5Ã'|½Â

½Â1
éu���þ|(�U�kk���þ, ��UkÃ�õ��þ),
XJ3ù|�þ¥�3�Ü©�þ|α1, α2, · · · , αs, ÷ve�^
�:
(1) �5Ã';
(2) 3ù|�þ¥?¿�Ñ���þV\�, K, 7�5�'.
@o¡α1, α2, · · · , αs´ù��þ|���4��5Ã'|, {
¡4�Ã'|.
XJ���þ|´�5Ã'�, Kù��þ|�4��5Ã'|
Ò´ù��þ|g�.
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�þ|�4��5Ã'|

·K1
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þαi(2 ≤ i ≤ s)ÑØ´§c¡��þ��5|Ü,
Kα1, α2, · · · , αs�5Ã'.

·K2
?¿��4��5Ã'|��þ|���d.

Ún1
�α1, · · · , αr�β1, · · · , βs´ü��þ|§XJ
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(2) �þ|α1, · · · , αr�5Ã'§
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�þ|��

½n1
?��þ|�4��5Ã'|Ñ¹k�Ó�ê��þ"

?��þ|A�?�4��5Ã'|¤¹�þ�ê¡��þ|�
�. P�rank(A), ½r(A).

íØ1
��þ|A���r§KA�?Û���5Ã'�Ü©|¥¤¹�
þ��êØ�Lr.

íØ2
XJ�þ|A�d�þ|B�5LÑ§Kr(A) ≤ r(B)§?�d
�þ|����.
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Ý
�1�Ú��

½Â1
?�Ý
A�1�þ|��¡�ù�Ý
�1�, A���þ|�
�¡�A���.
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�F/Ý
�½Â

½Â2
��Ý
¡��F/(½1�F/), e§k±e5�:
1. z��"13z�"1�þ;
2. z�k���¤3�� uc�1k����m>;
3. ,�k���¤3�e����Ñ´".
e��Ý
�÷v±e5�, ¡§�{z�F/(½{z1�F/)
4. z��"1�k���´1;
5. z�k���1´T��¤3�����"��.

·K1
?�Ý
Ñ�²Ð�1C�z¤�F/; ?�Ý
Ñ�²Ð�C
�z¤{z�F/. �F/Ý
��Ò�uÙ¥�"1��ê.
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'uÝ
���
Ún!½nÚíØ

Ún1 Ð�1C�ØUCÝ
�1�; Ð��C�ØUCÝ

���.
Ún2 Ý
�1�3Ð��C�eØC§��3Ð�1C�
eØC.
½n1 Ý
�1����3Ð�C�eØC.
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�1��u��.
½Â3 Ý
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(3) r(A) = n;
(4) A´�_Ý
.
íØ4 ü�m× nÝ
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Ý
��1�ª�'X

½Â4
3Ý
A = (aij)m×n¥?¿À½k1�k�,  uù
1����:
?�k2���U�5�gS�¤��k�1�ª, ¡�A���k�
fª.

½n2
��Ý
��´r�¿©7�^�´: Ý
¥k��r�fªØ�
", Ó�¤kr + 1�fª��".
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�5�§|�L�/ªI

��/ªµ


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · · · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

;

Ý
/ªµAx = β§Ù¥A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

§

x =


x1

x2
...

xn

§β =


b1

bx2
...

bm

¶
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�5�§|�L�/ªII

�þ/ªµx1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = β§Ù
¥A = (α1, α2, · · · , αn).

O2Ý
µĀ = (A
...B).
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�5�§|���){

)�5�§u�Ð�C�µ

1. é�C� ò,ü��§p� �;
2. �¦C� ^���"ê�¦,��§;
3. �\C� ò,��§�eZ�\�,��§.
�5�§|¤��Ð�C�©OéAuÙO2Ý
�Ð�1C�,
�§|3C�c��Ó)'X�n)�ÙO2Ý
²Ð�1C�
�1�þ|��d'X.
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)��3½n

½n1
éu�5�§|, ke�(Ø:
(1) eXêÝ
A�O2Ý
Ā��Ñ�u��þ��ên, KT
�§|k��k����|);

(2) eXêÝ
A�O2Ý
Ā������un,
=r(A) = r(Ā) < n, K�§|kÃ¡õ|);

(3) er(A) 6= r(Ā), KT�§|Ã).
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)�5�ÚÄ:)X

)�5�µ àg�5�§|)��5|Ü�´�§|�)"

Ä:)Xµ

½Â1
àg�5�§|��|)η1, η2, · · · , ηt¡�§���Ä:)X§X
J

(1) �§|�?�)Ñ�±L«¤η1, η2, · · · , ηt��5|Ü¶
(2) η1, η2, · · · , ηt�5Ã'.
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)�5�ÚÄ:)X

)�5�µ àg�5�§|)��5|Ü�´�§|�)"

Ä:)Xµ

½Â1
àg�5�§|��|)η1, η2, · · · , ηt¡�§���Ä:)X§X
J

(1) �§|�?�)Ñ�±L«¤η1, η2, · · · , ηt��5|Ü¶
(2) η1, η2, · · · , ηt�5Ã'.

Ü�� (þ°ã²�ÆA^êÆX) p��ê 1oÙ February 21, 2008 23 / 26



)�(�

½n2
�kàg�5�§|

Ax = 0

Ù¥A = (aij)m×n. er(A) = r < n, KT�§|k�"), ¿�Ä
:)Xη1, η2, · · · , ηn−r¤¹�þ��ê�un− r, lT�§|�
?�|)þ�dη1, η2, · · · , ηn−r�5LÑ.
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)�5�

¡Ax = 0��àg�5�§|Ax = β��Ñ|"

)�5�

(1) �§|Ax = β���)�§��Ñ|���)�Ú�´ù�
�§|���).

(2) �§|Ax = β�ü�)��´Ù�Ñ|�).
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)�(�½n

½n3
�k�àg�5�§|Ax = β, §�XêÝ
A�O2Ý
Ā��
�ur, r < n. b½γ´Ax = β�?�A), �Ñ|�Ä:)X
�η1, η2, · · · , ηn−r, KÙ¤k)Ñ�L«¤Xe/G:

k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−rηn−r + γ

Ù¥k1, k2, · · · , kn−r�?Ûê.

~1 ¦)e��§|µ
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 1,
2x1 + 3x2 + 5x3 + 2x4 − 3x5 = 0,
3x1 + 5x2 + 2x3 − 2x4 − 10x5 = −1.
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