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多用户下行链路最小拥塞预编码算法及其性能分析 
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摘  要：该文针对多天线多用户系统的下行链路，提出了一种基于最小拥塞准则的线性预编码算法，并且利用非线

性规划理论推导出了其相应最优发射权值的闭式表达式。这种算法通过最小化期望用户对其他用户的干扰，可以在

保证一定性能的基础上，有效地降低系统的复杂度。此外，由于该系统为干扰受限，所以文中还考察了其信干比性

能，并利用前边得到的闭式解推导出了其分布的概率密度函数，从而给后续的分析和应用带来了方便。 
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A Minimum Jamming Precoding Algorithm and Its Performance  
Analysis for the Downlink Multiuser System 

Guo Wen-zhuo    Zhang Shu 
(College of Information and Communication Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China) 

Abstract: In this paper, a linearly precoding algorithm is presented based on the minimum jamming criterion for 
the downlink multi-element multi-user system. And by using nonlinear programming method, the closed-form 
expression of precoding weights is also derived, therefore reducing the complexity of the system significantly. 
Furthermore, due to its interference-limited property, the exact Probability Density Function (PDF) of the 
Signal-to-Interference Ratio (SIR) is also derived via the closed-form expression obtained, thus facilitating the 
analysis and application of the algorithm. 
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1  引言  
在无线衰落环境下，通过配置多根天线能够显

著增加通信系统的信道容量。因而，凭借自身良好

的抗衰落能力，多天线技术近年来得到了人们广泛

的关注。目前，在对多天线通信系统下行链路的研

究当中，单用户(点对点)通信技术已经较为成熟，

而对于多用户系统的研究则相对较少。因而在构架

实用的通信网络时，通常需要结合其他多址技术来

实现多用户联合通信，如频分、时分和码分等。这

种方式的缺点是没有考虑潜在的空间复用能力，所

以无法充分提取多天线带来的容量增益。 
如果基站处可以通过某种方式获得完整的信道

信息，那么理论上采用脏纸编码(DPC)技术可以获

得接近、甚至达到理想信道容量的性能[1]。不过这种

系统的计算量极高，且构成复杂，实际当中很难实

现。一种简化的策略是采用 Tomlinson-Harashima
非线性预编码技术[2,3]，它借用 DPC 的思想，通过

在发端对干扰进行非线性预消除来实现空间复用。

这种算法的复杂度相对于 DPC 有一定程度的降低，
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但是从实用的角度来说还是有很大的限制。 
目前来看，较为现实的策略还是使用线性预编

码方案。这类技术利用已知的信道状态信息，通过

变换直接为不同用户产生不同的预编码权值，进而

实现多个用户的空间复用。线性预编码技术可以获

得相对较高的系统容量，同时其实现方法较为简单，

因而受到了越来越广泛的关注。迫零算法是一种最

常见的多用户线性预编码方案，它通过对用户间干

扰强制迫零来实现系统的空间复用[4, 5]。这种方法的

缺点是它要求基站的发射天线个数要(近似)大于所

有移动台的接收天线个数的总和，所以很难应用在

用户数目较多的场合。针对以上情况， Tarighat 等
人提出了一种基于最大信号泄漏功率比(SLR)准则

的预编码方案[6]。这种算法与迫零法刚好相反，它不

再片面追求完全消除用户间干扰，而是期望获得某

种折中最优，因而该方案可以工作在用户个数较多

的环境，并且能够获得更优的误码率性能。 
本文给出了一种基于最小拥塞准则的线性预编

码算法，可以证明，这种方案同基于最大 SLR 的算

法在结论上是等价的。但是采用本文方法，能够推

导出其发射权值的闭式表达式，从而有效避免了原

本所需的广义特征值分解等运算，大大降低了系统
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的复杂度。此外，由于该系统本质上为干扰受限，

其信干比情况决定了系统的性能。所以本文利用前

面得到的闭式解，还推导出了其信干比的概率密度

函数，这给系统的性能分析和各种实用算法的应用

带来了很大方便。需要说明的是，为了简便起见，

本文中假设接收端只使用单根天线。由于在下行链

路当中，作为接收端的移动台体积普遍较小，难以

配置多根天线，所以这一假设是符合实际情况的。 

2  系统模型 
考察一个包含K 个用户的下行多天线系统。设

基站配置M 根发射天线，每个用户移动台使用单根

接收天线。令 ks 代表基站向第 k 个用户发送的数据

符号，每个符号的平均功率 HE[ ] 1k ks s = 。该符号经

过一个 1M × 维矢量 kw 加权后被送入信道，基站处

总的发射信号可以写成 

1

K

i i
i

s
=

=∑x w                      (1) 

假定信道是慢变平衰落的，则第 k 个用户的信

道可以用一个1 M× 维行向量 kh 表示，这样可以得

到该用户的接收信号为 

1

K

k k k k i i k
i

y z s z
=

= + = +∑h x h w       (2) 

这里 kh 的各元素代表从不同发射天线到第k 个用户

的接收天线的复信道增益， kz 代表该用户接收到的

噪声，假设它为复高斯变量，均值为零，方差为 2σzk 。 
这里定义“拥塞(Jamming)”为第 k 个用户对第

i 个用户的干扰。 

ki i kJ = h w                       (3) 

则对于第k 个用户来说，它所产生的拥塞向量为 
kk k=J H w                      (4) 

其中 T T T T T
1 1 +1[      ]k k k K−=H h h h h" " 。 

对某一特定用户来说，如果对它的期望信号和

其所产生的拥塞作出某种线性约束，则多用户线性

预编码就可以归为一个带有线性约束的非线性规划

问题。下一节我们就将具体推导此意义下的最小拥

塞预编码算法。 

3  最小拥塞算法 
对于实际系统来说，它的技术指标总是可以容

忍一定的干扰存在的，无需完全消除。所以可以这

样考虑，如果在保持第k 个用户所接收到的期望信

号功率恒定的条件下，令产生的总拥塞最小，那么

就能够获得基于最小化拥塞这一准则下的最优系

统。该非线性规划问题可以描述如下： 

Hmin
k

k k k

k k

= C⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ w

h w

J J                (5) 

其中 kC 为一个非零实数。 
以上最优化问题可以采用拉格朗日法求解，其

代价函数为 
( ){ }HH H= Rek kk k k k kF Cξ+ −w H H w h w     (6) 

这里 ξ 为一个复拉格朗日因子。以 *
kw 为变量对代价

函数求导，并令其为 0，解得最优权向量为 
( ) ( ) 1Hopt H=

2
k k kk

ξ −
−w H H h                (7) 

对式(7)左乘 kh ，由于 k k k= Ch w ，则 
( ) ( ) 1Hopt H=

2
k kk k k kkC = ξ −

−h w h H H h       (8) 

可以求得拉格朗日因子 

( ) 1H H

2 k

k kk k

Cξ −= −
h H H h

                (9) 

将式(9)代入式(7)，得到最优权值的闭式表达式 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1H H

1Hopt opt H
1H H

k kk k
k k kk k

k kk k

C
α

−
−

−=
H H h

w H H h
h H H h

� (10) 

其中 
( )

( )
opt

1H H

k
k

k kk k

Cα −=
h H H h

             (11) 

从上式中可以看出， kC 的值决定了最佳权值的

发射功率，因而可以用它来对各用户进行功率分配。

由于 kC 同 ( )opt
kα 只相差一个固定的常数，所以可以根

据发射功率要求等价的给 ( )opt
kα 赋值。设第k 个用户

的功率为 kP ，则 ( )opt
kα 可以取如下值： 

( ) ( ) 2Hopt H
k kk k kk Pα

−
= h H H h         (12) 

以上给出了一种基于最小化拥塞的线性预编码

策略，并推导了其权值的闭式解。下面将证明，这

一结论同最大 SLR 算法是等价的。对于最大 SLR
算法来说，其最佳发射权值，就是矩阵束 H( ,k kh h  

H )k kH H 的广义特征值 (max)
kλ 所对应的特征向量

(max)
kw  [6]，即它们满足特征方程 

( )H(max) (max) (max)H
k kk k k k kλ=h h w H H w     (13) 

在最优权值表达式(10)的等式左右两边同时乘

以 H
k kh h ，有 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1HH H
optH

1H H

H opt             

k kk k k k

k k k
k kk k

k k k

C

λ

−

−=

=

h h H H h
h h w

h H H h

H H w    (14) 

其中
H 1 H( )k kk kλ −= h H H h 为常数。比较式(13)和式

(14)可以看出，式(10)中得到的最优权值 ( )opt
kw ，刚

好就是矩阵束
HH( , )k kk kh h H H 的广义特征值 λ所对
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应的特征向量。由于 H
k kh h 的秩为 1，所以该矩阵束

只有一个非零广义特征值。以上的结果说明这两种

算法是完全等价的，即式(10)求得的最佳权值可以

直接用在最大 SLR 算法当中。 

4  性能分析 
上一节推导了基于线性约束的最小拥塞预编码

算法，给出了其最佳权值的闭式解，并证明了它同

现有最大 SLR 算法的等价性。但由于不再需要进行

广义特征值分解，所以这种算法有效地降低了系统

实现所需的计算复杂度，本节将从理论上分析此算

法所能达到的性能。从以上的分析可以发现，由于

该算法并没有使干扰强制迫零，而是致力于总干扰

最小，所以显而易见，此算法本质上属于一种干扰

受限系统。也就是说，在合理的工作信噪比(较高)
条件下，系统的性能主要由所受到的干扰决定。以

误码率为例，随着 SNR 的增加，其误码率将不能无

限制地降低，会产生所谓的地板效应。 
基于上述特点，以下将重点分析该系统的信号

干扰功率比(SIR)情况，并推导其分布概率密度的闭

式表达式。为了分析方便，这里先给出该算法的一

个等价结论。将式(5)改写如下： 

( )k
H HH H H H minmin

kk

k k k k k k

k kk k k k k

= C = C⎧ ⎧⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⇔⎨ ⎨⎪ ⎪−⎪ ⎪⎪ ⎪⎩⎩ ww

h w h w

w H Hww H Hw w h h w
 

                               (15) 

应用前述方法，可解得最优权向量为 
( ) ( ) 1opt H H

k kk α
−

=w H H h              (16) 

将所有用户的权值写成矩阵形式，有 
( ) ( ) ( ) ( )( )

j( )

opt opt optopt
1 2

opt
1 2

   

         = diag{    }

K

Kα α α

=W w w w

W

"

"      (17) 

这里j( )opt H 1 H( )−=W H H H 。 
下面考察如何确定 kα 的取值。由于该算法中的

信干噪比形式非常复杂，很难直接采用最优的注水

功率分配算法，这里考虑一种相对简单，但效果较

好的功率分配方案，即令所有用户的权值系数 kα 相

同(均为α )，并且总平均功率恒定为P ，这时权值

矩阵 
( ) j( ) ( ) 1optopt H Hα α

−
= =W W H H H     (18) 

其中 

( )( )2H HtracePα
−

= H H H H       (19) 

这样功率分配的优点是，发射功率可以自动与信道

状况相匹配，从而在更好的信道发送更多的数据。 
在前面的分析和假设基础上，以下考察系统

SIR 的分布情况。对于第k 个用户，其平均信干比

可以表达为 
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

Hopt opt H

Hopt opt H

1,

Hopt opt H

HH opt optopt opt H H

SIR

      

k kk k
k K

k i i k
i i k

k kk k

k k k kk k

= ≠

= ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

=
−

∑

h w w h

h w w h

h w w h

h W W h h w w h

         (20) 

将 ( )opt
kw 和 ( )optW 分别代入式(20)，化简得 

( )
( )

1H H

1H H
SIR

1

k k
k

k k

−

−=
−

h H H h

h H H h
           (21) 

令 H 1 H( )k k kη −= h H H h ，这样如果可以得到 kη 的分

布，则SIRk 的分布就能够获得。 
在 kη 的表达式中， kh 为H 的第k 行。这导致 kh

和 HH H 之间存在相关性，给后续的分析造成了困

难，所以有必要对其进行化简。 
由于 

HH H
k k k k= +H H H H h h               (22) 

根据矩阵求逆引理[7]，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1H HH
11 HH

1H H
=

1

k k k kk k
k k

k kk k

− −
−−

−−
+

H H h h H H
H H H H

h H H h

(23) 

将式(23)代入 kη 可得 

( )
( )

1H H

1H H1

k kk k

k
k kk k

η

−

−=
+

h H H h

h H H h
            (24) 

将式(24)中 kη 的值代入式(21)，则信干比变量可以写

成 

( ) 1H HSIR k
k kk k k

k

ρ
υ

−
= =h H H h         (25) 

其中 

( )
H

H
1H H

, k k
k k k k

k kk k

ρ υ −= = h hh h
h H H h

    (26) 

假设信道矩阵的每个元素为零均值、单位方差

的复高斯变量，并且相互独立，则根据定义，矩阵
H
k kH H 服从复 Wishart 分布。由于 kh 与

H
k kH H 相

互独立，根据 Wishart 分布的性质[8]，则变量 kυ 与 kh
也相互独立，并且2 kυ 服从自由度为 ( )2 K M− 的中

心卡方(Chi square)分布，即 ( )
2
22 k K Mυ χ −∼ 。此外，

由 kρ 的定义可知，2 kρ 服从自由度为2M 的中心卡方

分布，即 2
22 k Mρ χ∼ ，并且 kυ 和 kρ 是相互独立的。 
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将式(25)的信干比表达式改写成 

 
( ) ( )

2 /2
=SIR

2 /2
k

k k
k

MM
K M K M

ργ
υ

=
− −

     (27) 

根据卡方分布性质， ( ) /kK M Mγ− 服从 F 分布：

( ) ( )( )/ F 2 ,2kK M M M K Mγ− −∼ 。从而可以推导

出信干比变量 kγ 的概率密度函数为 

( )
( ) ( )

1

= 0
1 , 

M

Kf
B M K MΓ
γγ γ

γ

−

>
+ −

   (28) 

其中 ( )B ,⋅ ⋅ 为 beta 函数 

( ) ( )
1 11

0
= 1 d ,  0yxB x,y t t t x y−− − >∫     (29) 

这样就获得了最小拥塞预编码系统信干比的概

率密度函数，如式(28)所示，通过此结论可以很容

易求出该干扰受限系统的各种性能限。 

5  仿真结果 
以上推导了基于线性约束的最小拥塞预编码算

法，证明了它与最大 SLR 算法的等价性，并给出了

通用的发射权值和 SIR 分布的闭式表达式。下面将

通过具体的仿真来验证以上结论。首先对各主要的

仿真参数加以说明。这里假定信道服从相互独立，

零均值单位方差的复高斯分布。令基站总的发射功

率为K (数值上与用户个数相同)，则平均的归一化

信噪比参数可以写成 2SNR 1/ zkσ= 。最后假定系统采

用 BPSK 调制方式。 
首先验证本文提出的算法与最大SLR方案的等

价性。图 1 给出了当基站配置 8 根发射天线

( 8M = )，系统包含 9 个用户( 9K = )时，分别采用

传统的广义特征值分解与本文的闭式表达式，得到

的误码率曲线。从图中可以看出两条曲线是完全重

合的，从而证明了这两种算法是等价的。 
需要说明的是，为了保证矩阵

H
k kH H 的可逆

性，最小拥塞算法对天线个数的要求与迫零方案刚

好相反，本算法要求用户数目大于基站的天线个数，

即K M> 。不过对于实际无线网络来说，这个要求

无疑是合理的，并且更具普遍性。通常，此类系统

都要引入多用户分集来改善性能。对于最小拥塞算 

法来说，很少的可选用户个数就能够带来较明显的 
性能增益。图 2 给出了当 8, 9M K= = ，可选用户

个数 pK 为9(无多用户分集)至15时该系统的误码率

比较。可以看出，仅仅很小的多用户冗余(小于 6)，
就能显著地降低算法的误码率。所以当系统的用户

个数较多时，在一定的误码率要求下，最小拥塞算

法可以同时支持更多的用户，从而尽可能地充分提

取空间复用增益，因而实用性更强。而对于传统的

迫零算法来说，由于其对用户个数有上限要求

(K M≤ )，所以当引入多用户分集时，在一定的误

码率要求下，其容量增益不大，不能任意地增加同

时工作的用户数量，所以实际应用受到了很大的限

制。 
最后考察信干比的分布情况。图 3 给出了当

8, 9M K= = 时，系统 SIR分布的解析和仿真结果，

其中实线为理论推导的概率密度曲线，直方图为仿

真验证。可以看出，两种结论是相符合的，即文中

推导的结果是准确的。此外，图 4 还给出了不同情

况下(用( ), M K 表示)系统 SIR 的分布情况，可以看

出，当天线个数和用户数同时增加时，信干比概率

密度函数的拖尾增强，这也意味着系统的性能得到

了提高。 

6  结束语 
本文给出了一种基于线性约束的最小拥塞预编

码算法，并推导出了其最优权值的闭式表达式。文

中证明了该算法同最大 SLR 方案是等价的，这样采

用本文的闭式解就可以避免广义特征值分解等运

算，进而有效地降低了系统实现的复杂度。通过最

优权值的解析式，文中还给出了系统信干比的概率

密度函数，从而极大地方便了对算法性能的分析与

应用。此外，如果发射端能够获得移动台的噪声功

率信息，则最大 SLR 算法可以推广至小用户数目的

情况[9]，即其应用不再受天线个数的限制。这种情况

下，利用本文的方法，同样可以推出其相应的权值

闭式解。由于过程类似，这里不再赘述。 

 

图 1 最小拥塞预编码算法同               图 2 多用户分集条件下最小                图 3 最小拥塞算法 SIR 

最大 SLR 算法误码率比较               拥塞预编码算法的误码率性能                 分布的概率密度曲线 
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图 4 不同天线、用户数条件下，SIR 分布的概率密度曲线 
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