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强流柱对称相对论电子束的势能与发射度


代志勇，　江孝国，　陈思富，　谢宇彤

（中国工程物理研究院 流体物理研究所，四川 绵阳６２１９００）

　　摘　要：　推导了柱对称相对论电子束在漂移管内的空间电荷势及相互作用势能，分析了势能在束流传输

过程中的变化规律，并与束流均方根发射度的变化方程比较。指出一部分势能随束流传输过程中包络振荡而

呈现出可逆的变化；而另一部分势能则在束流传输系统及束流本身非线性力的作用下，随着电荷密度分布变化

而转为电荷横向热运动能量，从而导致束流归一化发射度的增长，这种转化是一个不可逆的过程。

　　关键词：　柱对称电子束；　相互作用势能；　均方根发射度；　电荷密度分布
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　　强流电子束在漂移管内传输时，一般会受到非线性力的影响而导致束流归一化发射度的增长
［１５］，由于很

难界定非线性力的具体表现形式，在理论分析上多采用能量守恒定律对束流的传输状态进行宏观描述。章冠

人曾经利用Ｔｏｎｋｓ定律分析并推导了电子束在传输过程中与管壁相互作用产生辐射场时的发射度变化公式，

并对发射度的物理意义作了另一种解释［６］。实际上，在直线感应加速器中，虽然束流在通过有阻抗的管壁时要

激发电磁波，并从束中抽取能量，但除非发生束流崩溃（ＢＢＵ），束流电磁辐射能力是很微弱的，这种壁阻抗效

应是影响束流发射度的原因之一，但不会成为束流传输过程中发射度增长的主要根源。本文也将从束流能量

的构成出发，讨论束流传输过程中势能的变化与发射度增长的关系。

１　束流的空间电荷势与相互作用势能

　　在柱对称直流模型中，运动坐标系下只存在径向电场，由高斯定律很容易得到２个区域的径向电场
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式中：ρｍ（狉）为粒子密度；犪为束流的边半径；犫为传输管道半径；ε０ 为介电常数；狇为粒子电荷量；狉为粒子径向

位置。利用关系式犈狉（狉）＝－（狉）／狉积分可以得到从狉（狉＜犪）到犪和从犪到犫的电势差
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　　设管道壁上的电势（犫）＝０，则可以得到电荷分布空间中任意点狉的电势
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　　通过洛伦兹（Ｌｏｒｅｎｔｚ）变换转到实验室坐标系，并用电流密度代替电荷密度，该点的电势表达式变为
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式中：犐（狉）为半径为狉的圆形截面内的束流强度；犐为总束流强度；β为相对论速度因子；犮为光速。对束流截面

中所有的带电粒子积分，得到单位长度束流的势能
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式中：ρ（狉）为实验室坐标系下粒子密度。对上式进行分部积分
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　　很明显，束流的势能由两部分构成。式（７）右边第一项表明势能与ＲＭＳ半径和传输管道大小直接相关，

除非有特殊目的，传输管道半径一般维持不变，束流无损失，而当电子束被加速到接近光速时，能量变化对势能

的影响是很微弱的，在该项中唯一敏感因素就是带电粒子束的ＲＭＳ包络半径，这说明束流势能随包络振荡而

变化，包络扩张时势能降低；包络收缩时势能增高，这是一个可逆过程；第二项则非常明确表明了势能只与束截

面荷电粒子密度分布方式有关。

２　柱对称直流电子束的犚犕犛发射度

　　Ｅ．Ｐ．Ｌｅｅ和Ｒ．Ｋ．Ｃｏｏｐｅｒ推导了柱对称电子束的均方根（ＲＭＳ）包络方程，在该方程中，其均方根发射度

表示为［７］
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式中：犚′＝ｄ犚／ｄ狕，狕为沿束流传输方向的位置；狏为束中所有粒子的ＲＭＳ横向速率（注意：这里的狏为无量纲

速率，指的是相对于轴向速率β犮的横向相对速率）；犔为与角动量相关的平均量（粒子的实际平均角动量珚狆θ ＝

γβ犿犮犔）；γ为相对论因子。

　　在式（８）的基础上，根据Ｇ．Ｊ．Ｃａｐｏｒａｓｏ的推导方法展开进一步的变换
［８］，得到发射度沿束流传输方向上的

微分方程
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式中：犐０ ＝４πε０犿犮
３／狇为特征电流；犿为荷电粒子质量。

　　从式（９）中可以看出，当束流在传输过程中保持“自相似”（所谓“自相似”指束流传输过程中维持束截面荷

电粒子分布方式不变）特点时，束截面荷电粒子密度分布与狕无关，而且边半径犪与均方根半径犚 保持固定的

比例关系，因此上式右边为０，表明发射度无增长；当束流截面的粒子密度分布在传输过程中发生变化时才导

致发射度的变化。

３　束流势能降低与发射度增长

　　比较式（７）和式（９），同样出现了ｌｎ
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，该项的值唯一确定于束截面荷电粒子密度分布方

式，在式（７）中构成了束流势能的一部分，在式（９）中代表着发射度有无增长，因此在束流传输过程中，由于粒子

密度分布变化引起的势能变化和发射增长之间必然存在着某种联系。

　　首先回到发射度的基本定义，在２维狓－狓′相平面，束流中荷电粒子在该平面的投影为一个点，所有粒子

的投影点在该平面所占据的面积就是发射度。显然，发射度表示的是粒子群体行为的一种无序状态，这种杂乱

无章的程度愈高，发射度就愈大，反之发射度就愈小，如果所有粒子的２个相坐标满足某种线性关系，则发射度

为０。然后再看束流传输过程中荷电粒子的横向运动情况，在传输磁场的约束下，粒子横向运动有其一致的方

面，在宏观上表现为束包络的振荡，用束包络半径描述；同时又有其不一致的方面，在微观表现为无规则的横向

运动，用发射度描述。发射度的增长标志着这种无规则横向运动趋于剧烈，需要有能量来源，而式（７）和式（９）

显示，导致束流发射度增长的能量正是来源于束流传输过程中束截面电荷密度分布的变化引起的势能降低。

　　式（７）和式（９）因为有了共同的一项，可以将发射度的变化与束流势能联系起来，而单纯的束包络振荡对发

射度增长没有贡献，它只是束截面荷电粒子分布发生变化的媒介，因此发射度的微分方程可以表示成
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　　束流在传输过程中如果不施加特别的手段，其发射度总是呈增长的态势，因此式（１０）左边是一个大于０的

正值，这说明束流在传输过程中其势能总是超着降低的方向发展。如果只考虑荷电粒子分布所决定的那一部

分势能，并令
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　　从式（１２）可以获得如下结论：（１）束流发射度的增长同所传输的束流强度密切相关，传输的束流强度愈

强，发射度增长愈快，必要时只能靠牺牲束流的强度来保证束流的品质；（２）束流在低能段发射度增长较在高

能段要快，因此在直线感应加速器中，注入器的发射度增长较快，长度只占到整个加速器１／１５的注入器的发射

度增长几乎达到出口处发射度的一半；（３）束包络半径对发射度增长的影响也十分巨大，因此小包络半径是该

类加速器所普遍采用的传输策略。这一点可以从另一个方面加以理解。束流传输空间都有一个好场区的范

围，超过这个范围，非线性效应将急剧增强，小的束包络半径可以保证束流总在好场区传输，即使束轴与几何轴

存在偏差。（４）两方面的原因需要采用尽可能高的加速梯度，其一是抑制低能段的发射度增长，其二是缩短束

势能降低这一渐变过程。

　　作为例子，比较一下均匀分布和高斯分布两种最常用的束截面荷电粒子分布形式之间势能的差别（高斯分

布取９０％的粒子截尾），即
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式（１３），式（１４）的结果说明，在同样的能量、流强及ＲＭＳ包络半径下，均匀束的势能比高斯束高，相比而言，高

斯分布是一个更稳定的分布，因此强流电子束在磁场的约束下进行传输时，其截面电子密度总是会从注入器出

口的近似均匀分布向加速器出口的近似高斯分布发展，这一结果已经被神龙一号加速器的实验测量结果所证

明。

４　结　论

　　本文推导了单位长度柱对称直流电子束的势能表达式，并与发射度增长的微分方程进行比较，阐述了束流

在传输过程中束截面荷电粒子密度分布变化引起势能的降低，这部分降低的势能导致了发射度的增长。如同

发射度的增长一样，荷电粒子密度总是朝着势能下降的分布形式发展，这是一个必然的过程。另外，从发射度

的基本定义出发，根据束流传输过程中束中粒子横向运动的不同方式，区分了对发射度无贡献的宏观束包络运

动和对发射度有贡献的无规则横向运动，对发射度的物理意义作了另一种阐释。基于这些理论分析结果，对影

响发射度的几种主要因素进行了逐条评述，并提出了抑制发射度增长的方式。
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