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 非正交联合对角化盲分离算法的可辨识性研究  
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摘  要：该文从非正交联合对角化的唯一性条件出发，研究了盲分离算法的可辨识性问题。由接收信号的二阶统计

量和高阶累积量分别组成的目标矩阵具有可对角化的结构，因此可以用非正交联合对角化的方法解决盲分离问题。

指出非正交联合对角化的唯一存在条件是：由对角矩阵中相同位置的对角元素所组成的向量两两线性无关。从该条

件出发推导出基于二阶统计量的非正交联合对角化算法实现盲分离的充分必要条件是源信号自相关函数的形状不

同，基于高阶累积量的算法实现盲分离的充分必要条件是源信号中没有高斯信号，从而为运用非正交联合对角化解

决盲分离问题提供了理论指导。数值仿真试验验证了结论的正确性。 
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Abstract: Based on the uniqueness condition of the solution of Nonorthogonal Joint Diagonalization (NJD), the 
identifiability for Blind Signal Separation (BSS) is analyzed. Firstly, it is proved that the target matrices consisting 
of Second-Order Statistics (SOS) or higher-order cumulant are diagonalizable, so the problem of BSS can be solved 
by NJD. The uniqueness condition for NJD is that the vectors  consisting of diagonal elements in the same 
position of diagonal matrix are pairwise linearly independent. From this proposition，the necessary and sufficient 
condition for BSS is deduced. For second-order statistics based BSS, the condition is that the source signals have 
not the identical autocorrelation shape. For higher-order cumulant, there is not Gaussian signal in sources. The 
above conclusion provides a mathematical foundation for the BSS methods based on the NJD. Numerical 
simulations confirm the conclusion in this paper. 
Key words: Signal processing; Blind Signal Separation (BSS); Joint diagonalization; Identifiability; Uniqueness 
condition; Higher-order cumulant 

1  引言  
盲信源分离[1,2] (BSS)经过 20 多年的发展，出现

了许多有效的算法，并广泛的应用于盲多用户检测、

语音通信、生物医学信号处理、地震波检测等领域，

现已成为信号处理领域的研究热点。 
在 BSS 问题中，源信号的统计独立性假设导致

由混合信号的统计量组成的特征矩阵具有特定的联

合对角化结构。BSS 的代数方法就是通过恢复这种

联合对角化结构来辨识混合矩阵实现盲分离。在这

些代数方法中，最早发展起来的是 Cardoso 提出的
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特 征 矩 阵 联 合 对 角 化 方 法 [1](JADE) 以 及

Belouchrani 等人提出的二阶盲辨识方法[2](SOBI)。
两种方法均要求对角化矩阵必须是正交的，分离矩

阵中的非正交部分通过一个预白化阶段来得到。这

种基于正交联合对角化的盲分离算法，因为存在一

个预白化阶段，限制了算法的性能和适用范围。近

几年来，研究者陆续提出了一些不需要预白化的非

正交联合对角化盲分离算法 [3 7]− ，均取得较好的分

离效果。 
在联合对角化盲分离算法的发展过程中，可辨

识性问题始终是研究者关注的一个焦点。文献[1,2]
研究了正交联合对角化 BSS 算法的可辨识性问题，

文献[8]初步研究了非正交联合对角化BSS算法的可
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辨识性问题，在文献[8]中特征矩阵仅仅局限于二阶

统计量矩阵，而且得出的可辨识性条件也没有与源

信号的统计特性联系起来。本文研究更一般意义下

非正交联合对角化 BSS 算法的可辨识性问题，给出

了非正交联合对角化唯一存在条件；并推导出特征

矩阵分别取二阶统计量和高阶累积量时唯一存在条

件对源信号的要求，从而为运用非正交联合对角化

方法实现盲分离提供了理论指导。 

2  盲信源分离问题 

BSS 的混合模型可以表示为[2] 
( ) ( ),   1,2,t t t= =x As          (1) 

其中 ( ) T
1[ ( ), , ( )]nt s t s t=s 是由 n 个相互独立的源

信号组成的向量；A为n n× 的非奇异混合矩阵；

( )tx 为n 维观测信号向量。 
可以通过辨识混合矩阵A来实现盲分离。由于

已知条件太少，A的辨识存在两种固有的不确定 
性[2]：(1)列向量排列顺序的不确定性；(2)列向量幅

值的不确定性。记A为A的辨识，这两种不确定性

可以表示为[2] 
= =A ADP AC               (2) 

其中P为n n× 的置换矩阵，D为n n× 的非奇异对

角矩阵，矩阵 =C DP为广义置换矩阵，它的任意

行任意列有且仅有一个非零元素。因此，BSS 可以

通过寻找与混合矩阵A本质相等[2]的矩阵A来实现

盲分离。 

3  接收信号统计量的可对角化结构 

3.1 二阶统计量目标矩阵的可对角化结构 
在盲信源分离中，源信号的统计独立性假设使

混合信号的某些统计量组成的目标矩阵具有可对角

化的结构，最典型的就是接收信号的二阶相关矩阵 
( ) ( )H H( ) ( )E t tτ τ τ⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎣ ⎦x sR x x AR A     (3) 

取 τ为不同值，则 
{ }1 2( ) | , , , Kτ τ τ τ τ=xR                 (4) 

构成一个可对角化矩阵集合，可采用非正交联合对

角化的方法来辨识A ,进而实现盲分离。 
下面讨论更一般的情况，即目标矩阵取

l ( )2n l> > 阶累积量矩阵的情况。 
3.2 高阶累积量目标矩阵的可对角化结构 

为后续处理方便起见，首先对接收信号进行零

均值化： ( ) ( )t t← − xx x m ，式中 ( )[ ]E t=xm x 。接

收信号的 l ( )2n l> > 阶累积量记为 1 2 1( , , , ,l
lC i i i −x  

1 2 1
) cum[ , ,..., , ]

l ll i i i ii
−

= x x x x ，其中 1 2 11 , , , ,li i i −≤  

li n≤ 。保持 1 2 2, , , li i i − 为固定值， 1,l li i− 在1 ~ n 之

间任意变动，则 ( )1 2 2, , , ,:,:l
li i i −xC 构成一矩阵(“:”

表示该位数值可以在1 ~ n 之间任意变动)。容易证

明 ( )1 2 2, , , ,:,:l
li i i −xC 具有如下的可对角化结构 

( )
( )1 2 2

H
1 2 2

1 2

, , , ,:,: ,

              1 , , ,
l

l
l i i i

l

i i i

i i i n
−− =

≤ ≤
xC AD A

     (5) 

其中
( )1 2 2li i i −

D 为对角矩阵，其对角元素为 

( ) ( )
( )

1 2 12 2
, , ,  1

l l

l
i i i i j i j

jj
C j j j n

− −
⎡ ⎤ = ≤ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦ sD A A  (6) 

所以可以由 ( )1 2 2, , , ,:,:l
li i i −xC 组成一个目标矩

阵集合 
( ){ }

( )1 2 2
1 2 2 1 , , ,
, , , ,:,:

l

l
l i i i n

i i i
−

− ≤ ≤xC        (7) 

然后运用非正交联合对角化的方法辨识混合矩阵A
实现盲分离。 

4  非正交联合对角化的唯一存在条件 

4.1 唯一存在条件的定义 
假设可对角化矩阵集合 { }1 2, , , Kℜ = R R R 中

的元素具有如下结构 
H,  1,2, ,k k k K= =R A AΛ          (8) 

 其中 kΛ 为对角矩阵，记 
[ ]( )1diag , ,k k knβ β=Λ               (9) 

非正交联合对角化所要解决的问题就是已知ℜ ，辨

识非奇异矩阵A。由于仅仅知道 kΛ 为对角矩阵，易

知存在对角矩阵 kE 及广义置换矩阵C 使得 
H( ) ,  1,2, ,k k k K= =R ACE AC    (10) 

因此若A能在相差任意一个广义置换矩阵C 的意

义上被辨识出来，即 =A AC ，则称此非正交联合

对角化的解是唯一存在的。 
4.2 唯一存在条件定理 

关于唯一存在条件，可以在正则分解/并行因子

分析 [9 11]−  (CANDECOMP/PARAFAC)中找到答

案。CANDECOMP/PARAFAC 是数据处理的一种

方法，近年来已陆续有人将其应用在信号处理中，

并取得了较好的效果。矩阵的非正交联合对角化可

看作是一个特定的 CANDECOMP/PARAFAC 问

题[12]，因此可以将文献[13]给出的 CANDECOMP/ 
PARAFAC 唯一存在的条件推广到非正交联合对角

化问题中。 
下面给出非正交联合对角化解唯一存在的条

件，为方便叙述先构造一个K n× 矩阵M  
[ ] ,  1 ,  1kiki k K i nβ= ≤ ≤ ≤ ≤M      (11) 

式(11)中 kiβ 的定义见式(8)，式(9)。M 和 kΛ 的关

系如图 1 所示。显然，M 的第k 行是由式(8)中矩阵

kΛ 的对角元素组成。矩阵M 可以写成列向量的形

式： [ ]1 2, , ,= nM m m m , ( )1i i n≤ ≤m 是由 (k kΛ  
1, , )K= 处于( ),i i 位置的K 个元素组成的向量。 
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图 1 M 和 kΛ 的关系 

定理 1  对于满足式(8)的可对角化矩阵集合

1 2{ , , , }Kℜ = R R R ，依据式(11)构造矩阵M 。假

设存在矩阵V 及对角矩阵 kD ，使得 
H,  1,2, ,k k k K= =R VDV  

当且仅当对于 1 i j n∀ ≤ ≠ ≤ ， im , jm 线性无关时,
存在一个广义置换矩阵C ，使得 
           =V AC                                  

文献[8]给出了唯一存在条件定理的另外一种叙

述形式，并给出了证明。由于 im , jm 分别由

( )1, ,k k K=Λ 处于 ( ),i i ， ( ),j j 位置的K 个元素组

成，所以定理 1 可以理解为当由 ( )1, ,k k K=Λ 对

角线上相同位置的元素组成的K 维向量两两线性无

关时，集合 { }1 2, , , Kℜ = R R R 的非正交联合对角

化解唯一存在。 

5  唯一存在条件对盲分离源信号的要求 

下面讨论唯一存在条件对源信号统计特性的要

求，也就是非正交联合对角化盲分离算法可辨识性

条件。 
5.1 由二阶相关矩阵组成目标矩阵的情况 

定理 2  采用式(4)作为非正交联合对角化盲分

离算法的目标矩阵集合，当且仅当源信号自相关函

数的形状互不相同的情况下，才可以实现盲分离。 
证明  对于式(4)的目标矩阵集合，下式成立 

( ) ( )H H

1 2

( ) ( ) ,
      , , , K

E t tτ τ τ
τ τ τ τ

⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎣ ⎦
=

x sR x x AR A
 

其中 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

H

*
1 1

*
2 2

( )

+           0                    0

          0         +            0

                                                 

          0                 

E t t

E s t s t

E s t s t

τ τ

τ

τ

⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

sR s s

( ) ( )*  0           +n nE s t s t τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

依据定理 1，当且仅当 

( ) ( ) ( ) ( )* *

1 2

,

     1 ,  , ,...,
i i j j

K

E s t s t rE s t s t

i j n

τ τ

τ τ τ τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≠ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∀ ≤ ≠ ≤ =

 

成立时(其中r 为任意非零实数)，也就是源信号的自

相关函数形状互不相同时，对目标矩阵集合

{ }1 2( ) | , , , Kτ τ τ τ τ=xR 进行联合对角化，辨识出

的混合矩阵 =A AC ，从而可以实现盲分离。 证毕 
文献[2]指出采用二阶相关矩阵作为目标矩阵

时，正交联合对角化盲分离算法实现盲分离的充要

条件是源信号具有不同形状的功率谱。由此可以得

出结论，当采用二阶相关矩阵作为目标矩阵时，非

正交联合对角化和正交联合对角化实现盲分离的条

件相同，均要求源信号具有不同形状的自相关函数/
功率谱。 
5.2 由高阶累积量矩阵组成目标矩阵的情况 

定理 3  采用式(7)作为非正交联合对角化盲分

离算法的目标矩阵集合，当且仅当源信号的 l ( )2l >
阶累积量 

( ), , 0,   1, ,lC j j j n≠ =s  

辨识出的混合矩阵 =A AC ，从而可以实现盲分

离。 
证明  必要性：采用式(7)作为非正交联合对角

化盲分离算法的目标矩阵集合，由定理 1 可知，如

果辨识出的混合矩阵 =A AC ，等价于对于任意

1 2 21 , , , li i i n−≤ ≤ ，下式成立 

( ) ( )1 2 1 22 2
, 1

l li i i i i i
qq pp

r p q n
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≠ ≤ ≠ ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦D D  

即 

( )
( )

( )
( )

1 12 2
, , , , ,

       1
l l

l l
i q i q i p i pC q q r C p p

p q n
− −

≠

≤ ≠ ≤
s sA A A A

 

上两式中 r 为非零实数。上式成立，可以推出

( ), , 0lC j j ≠s ，其中 1, ,j n= 。  
充分性：采用反证法，假设 ( ), , 0,lC j j ≠s  
1, ,j n= ，但辨识出的混合矩阵 ≠A AC 。由定理

1 可知，它等价于对于任意 1 2 21 , , , li i i n−≤ ≤ ，存

在1 p q n≤ ≠ ≤ ，使得 

( )
( )

( )
( )

1 12 2
, , , ,

l l

l l
i q i q i p i pC q q r C p p

− −
=s sA A A A  

因为矩阵A非奇异，在A的第q 列必存在一非

零元素，假设为 eqA 。固定 2 2, , li i − 为e ，则 
( )

( )
1 1

1

, ,

    , , ,  1,  

l
i q eq eq i p ep

l
ep

C q q r

C p p n i p q

=

≥ ≥ ≠

s

s

A A A A A

A
 

又 ( , , ) 0,  1, ,lC j j j n≠ =s ，所以存在一实数 r' ，
使得 

1 1 1,  1,  i q i pr' n i p q= ≥ ≥ ≠A A  

这与矩阵A的非奇异性矛盾。所以假设不成立，从

而充分性得证。                           证毕 
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考虑到高斯随机信号的高阶累积量(三阶及三

阶以上)恒等于零，有以下推论。 
推论  当源信号中存在高斯随机信号时，采用

式(7)作为非正交联合对角化盲分离算法的目标矩

阵集合，不能够实现盲分离。 
BSS 的最小互信息、最大熵等方法可以解决含

一个高斯信号时的盲分离问题[14]。这些方法通过建

立衡量分离输出信号独立性的对比函数，当输出信

号统计独立时，对比函数取极大/小值。算法通过自

适应的方法来调整分离矩阵、搜寻极值点来实现盲

分离。基于高阶累积量的非正交联合对角化方法是

通过恢复如式(5)所示的联合对角化结构来辨识混

合矩阵。虽然此对角化结构也是源信号统计独立性

的一种反映，但是当源信号中有一个高斯信号时，

则式(6)值为 0，不符合定理 1 给出的唯一性条件，

因此辨识出的A和A不是本质相等的关系，从而不

能够实现盲分离。 

6  数值试验 

本节采用 3 组数值试验来检验本文定理 1-定理

3 及推论的正确性。数值试验中的非正交联合对角

化采用文献[6]中提出的算法。 
当非正交联合对角化算法的解唯一存在时，其

分离-混合合成矩阵具备广义置换矩阵的形式，此时

可以实现最理想的盲分离。但非正交联合对交化算

法存在着计算误差，在应用于盲分离时，对目标矩

阵的估计也存在着误差，因此通常用串音误差[4] 

1 1 1 1

1 1
max max

N N N N
ij ij

k iki j j i k kj

c c
E

c c= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

(12) 

的大小来衡量非正交联合对角化算法的解是否唯一

存在，其中 { }ijc= =C BA为分离-混合合成矩阵。 
试验 1  在本试验中，矩阵集合ℜ 中的元素由

式(8)产生， 100K = ，A的阶数为 5。为验证本文

定理 1，考查以下 4 种情况下非正交联合对角化的

结果：(1) kΛ 的对角元素
11 55

( ) ( ), ,k kλ λ 独立产生；(2) 
( ),
11

kλ ( ) ( ) ( ), ,
33 44 55

k k kλ λ λ 独立产生， ( ) ( )
22 11

2k kλ λ= ；(3) ( )
11

,kλ  
( )
44

,kλ ( )
55

kλ 独立产生， ( ) ( )
22 11

2k kλ λ= ， ( ) ( )
33 44

3k kλ λ= ；(4) ( ),
11

kλ  
( ) ( ) ( ), ,
33 44 55

k k kλ λ λ 独立产生， ( )
22

0kλ = 。以上独立产生的

元素均服从标准正态分布。混合矩阵A的元素在每

次独立试验中随机产生，其取值分为以下两种情况：

(1)服从标准正态分布，记为 ~ (0,1)NA ；(2)服从

[ ]1, 1− + 区间的均匀分布，记为 ~ ( 1, 1)U − +A 。将上

述情况下的非正交联合对角化算法各独立的运行

200 次，串音误差均值如表 1 所示。 
从表 1 可以看出当 kΛ 按情况(2)，情况(3)，情 

表 1 串音误差均值 

 k
Λ 按(1)取值 

k
Λ 按

(2) 
取值 

k
Λ 按

(3) 
取值 

k
Λ 按

(4) 
取值 

~ (0,1)NA  157.0166 10−×  1.4524 4.2837 4.8247 

~ ( 1, 1)U − +A  131.1653 10−×  1.4701 3.7709 4.7424 

 
况(4)取值时，也就是 kΛ 相同位置的对角元素组成

的向量存在线性相关的关系时，串音误差均值较大，

说明非正交联合对角化的解不唯一存在。当在情况

(1)，也就是 kΛ 的对角元素独立取值、互不线性相

关时，串音误差均值接近于 0，说明非正交联合对

角化的解唯一存在。 
试验 2  在本试验中，将非正交联合对角化算

法运用于基于二阶统计量的盲分离中，以验证定理

2 的正确性。由模型式(1)产生混合信号，混合信号

的K 个自相关矩阵 ( )0k k K< ≤R 组成目标矩阵集

合。 
源信号在以下信号中选取： ( )1 sign(coss t =  

(2 100 )),tπ ( )2 sin(2 80 ),s t tπ= ( )3s t = sin(2 300tπ + 6  
cos(2 60 )),tπ⋅ ( ) 2

4 sin(2 100 ),s t tπ= ( )5 sin(2 25 )s t tπ=
sin(2 800 ),tπ⋅ ( )6s t ， ( )7s t 为不同参数的瑞利白噪声

信号，显然 ( )6s t ， ( )7s t 具有相同的自相关函数波形。

由 ( ) ( )1 5, ,s t s t 构成第 1 组源信号，由 ( )1 ,s t ( )2 ,s t  
( )3 ,s t ( )6 ,s t ( )7s t 构成第 2 组源信号。混合矩阵A的

阶数为 5，其元素的产生方式与试验 1 相同。这两

种形式的A分别与第 1 组、第 2 组源信号组合按照

模型式(1)产生观测信号，由观测信号在不同时延处

的自相关矩阵作为目标矩阵，采用文献[6]的算法进

行非正交联合对角化。4 组试验各自独立运行 200
次，所得到的串音误差均值如表 2 所示。 

表 2 串音误差均值 

 第 1 组源信号 第 2 组源信号 

~ (0,1)NA  0.4053 6.0653 

~ ( 1, 1)U − +A  0.3648 8.1793 

 
通过表 2 可以看出，第 2 组源信号在两种混合

矩阵取值时进行盲分离的串音误差均值都很大，说

明不能实现盲分离；而第 1 组源信号在两种情况下

的串音误差均值都很小，说明盲分离效果良好。对

比源信号和恢复信号的波形也可以得出同样的结

论。这说明采用二阶相关矩阵作目标矩阵时，必须

要求源信号具有不同的自相关函数波形，才能够实

现盲分离，从而验证了定理 2 的正确性。 
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试验 3  在本试验中，将非正交联合对角化算

法运用于基于高阶累积量的盲信号分离中。观测信

号产生的模型如式(1)所示。不失一般性，在仿真中

采用四阶累积量。源信号 ( ) ( )1 5, ,s t s t 的选取同试

验 2。 ( )6s t 是高斯随机信号。由 ( ) ( )1 5, ,s t s t 构成

第 1 组源信号，由 ( ) ( ) ( )1 4 6, , ,s t s t s t 构成第 2 组源

信号。混合矩阵A的阶数为 5，其元素的产生方式

与试验 1 相同。这两种形式的A分别与第 1 组、第

2 组源信号组合按照模型式(1)产生观测信号。由观

测信号的四阶累积量构成目标矩阵。4 组试验各独

立运行 200 次所得到的串音误差均值如表 3 所示。 

表 3 串音误差均值 

 第 1 组源信号 第 2 组源信号 

~ (0,1)NA  0.3701 9.6717 

~ ( 1, 1)U − +A  0.4032 11.7983 

 
通过表 3 可以看出，当采用观测信号的四阶累

积量构成目标矩阵时，当源信号中包含高斯信号时，

不能实现盲分离。只有当源信号不包含高斯信号时

才能够实现盲分离，从而验证了推论的正确性。 

7  结束语 

本文从非正交联合对角化的唯一存在条件出

发，研究了盲分离算法的可辨识性问题。指出当采

用二阶统计量构成目标矩阵时，只有当源信号自相

关函数形状互不相同时，才能够实现盲分离。当采

用高阶累积量构成目标矩阵时，只有当源信号中不

存在高斯信号时才能够实现盲分离。这一结论对基

于非正交联合对角化的盲分离算法具有理论指导意

义。 
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