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水平欠驱动机械臂的反步自适应滑模控制
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摘 要：针对二自由度水平欠驱动机械臂系统，提出了基于分层滑模控制思想的反步自适应滑模控制方法．该

方法能够在不对系统状态模型进行复杂坐标变换，并且没有约束方程限制的前提下实现对欠驱动系统的反馈滑模控

制．仿真结果表明了该方法的有效性，而且优化后的控制器具有较好的适应性和控制效果．
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Backstepping Adaptive Sliding Mode Control for Horizontal Underactuated Manipulators

LIN Zhuang，DUAN Guang-ren，SONG Shen-min
(School of Astronautics, Harbin Institute of Technology, Harbin 150001, China)

Abstract: A method of backstepping adaptive sliding mode control based on hierarchical sliding mode control theory
is presented for a 2-DOF horizontal underactuated manipulator. The method can achieve underactuated system’s feedback
sliding mode control without either complex coordinate transformation for the system state model or constraint equation
restrictions. Simulation results show that the method is valid and the optimized controller can get better adaptability and
control results.
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1 引言（Introduction）

近年来，欠驱动机械系统成为世界各国都在致

力研究的一个科研课题．到目前为止，在关于欠驱

动系统的诸如动力学分析、运动规划、反馈控制等

方面，已经取得了很多研究成果 [1∼3]．但是，由于欠

驱动系统特点是输入空间（即控制空间）维度小于

构造空间维度，不满足 Brockett关于光滑反馈镇定
的必要条件，因此通常采用非光滑控制器和时变的

光滑控制器，或两者混合的控制方法 [2,3]．

文 [4]提出了一种针对 Pendubot的分层滑模控
制思想，在确保系统的滑模稳定性的同时，具有很

好的抗扰性．但是，由于水平欠驱动机械臂系统不

存在重力因素，使其稳定控制器的设计难度有所加

大，这一定程度上降低了该方法对水平欠驱动系统

的适用性 [5,6]．虽然可以通过某些方法来解决其控制

器参数的优化选择问题 [7,8]，但却无法从根本上解决

问题．

反步（backstepping）设计方法也称为后推设计

法，它通常与李亚普诺夫型自适应律相结合，综合

考虑控制律和自适应律，使整个闭环系统满足期望

的动静态性能．其递推性的设计步骤不仅可以处理

非匹配不确定性，还可以处理有未知参数的非线性

系统，使其在非线性系统控制设计中表现出了很大

的优势．但是，反步设计法一般要求系统结构满足

所谓的块严格反馈条件，即只有对于满足一定几何

结构的非线性系统，才可以通过微分同胚变换转化

为具有下三角结构的系统来进行反步设计 [9,10]．

由于欠驱动系统的子系统之间没有明显的微分

关系，且存在不可积分的二阶约束，所以上述反步

设计的一般方法对欠驱动系统的控制无能为力．有

很多学者提出了解决这个问题的方法，如采用静态

的坐标变换在保证变换后的系统与原系统微分同胚

的基础上使其满足反步设计的要求 [11]，这也是一般

较为常用的设计思想．但是变化后的系统要求满足

三个辅助稳定方程和一个难以解析性求解的超越方

程，增加了设计难度，且需要在机械臂结构严格符

合相关条件的前提下才能得到一个近似的稳定解．
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而文 [12]证明只要能将系统的状态模型进行上三角
化或下三角化，就可以通过坐标变换方法使系统的

驱动部分和非驱动部分具有相对直观的微分关系，

从而使常规的反步设计法得以应用．但是其坐标变

换方法需要在引入诸如理想电机模型等辅助系统模

型的基础上，通过间接变换使系统状态矩阵满足上

下三角的条件，给复杂的系统模型增加了更多的不

确定因素．此外还有很多解决方法 [13,14]，但是都因

存在不同的限制条件而制约了其适用性．

因此，针对上述反步设计的问题，本文将反步

设计与分层滑模控制思想相结合，提出了一种适用

于水平欠驱动系统的基于分层滑模控制思想的反步

自适应滑模控制方法，使其在无需对原系统状态模

型进行复杂坐标变换且没有约束方程限制的前提下

实现稳定的反馈滑模控制，解决了因系统的复杂性

和多重约束带来的设计难度和稳定控制问题，实现

了二自由度水平欠驱动机械臂的有效控制，并在文

中给出了相应的理论推导和仿真结果．

2 水平欠驱动机器臂动力学模型（Dynamic
model of horizontal underactuated manip-
ulators）
模型建立考虑标准假设形式，如无摩擦等．图

1 中 m1、m2 分别是连杆 1 和 2 的质量，θ1 是连杆

1 相对初始位置（假设初始位置为系统两臂伸直
θ1 = θ2 = 0的初始状态，即 x轴）的角度，θ2 是连杆

2相对连杆 1的角度，l1 和 l2 分别是连杆 1、2的长
度，r1 和 r2 分别是连杆 1、2 的长度的一半，I1 和

I2 是连杆 1和连杆 2相对于其质心的转动惯量，τ1

是系统的外加控制输入量．系统参变量的坐标是

θ = (θ1, θ2)，可得系统的动力学方程 [6]：

AAA(θ)θ̈θθ+ hhh(θ, θ̇) = τττ (1)

图 1 水平欠驱动二自由度机械臂

Fig.1 2-DOF horizontal underactuated manipulators

θ̇i 和 θ̈i(i = 1,2) 分别是广义的速度和广义的加

速度，向量 hhh(θ, θ̇) ∈ R2，包括系统中的向心力和向心

加速力部分（科里奥利力），水平系统意味着忽略重

力部分．式 (1)可以写成：


a11 a12

a21 a22




θ̈1

θ̈2

+


h1

h2

 =


τ1

0

 (2)

a11 = I1 + I2 + m1r2
1 + m2

(
l2
1 + r2

2

)
+ 2m2l1r2c2

a12 = a21 = I2 + m2r2
2 + m2l1r2c2

a22 = I2 + m2r2
2

h1 = −2m2l1r2s2θ̇1θ̇2−m2l1r2s2θ̇
2
2

h2 = m2l1r2s2θ̇
2
1

这里，s2 = sinθ2，c2 = cosθ2．

3 自适应反步分层滑模控制器设计（Design
of adaptive backstepping sliding mode
controller）
式 (2) 是典型的单输入、多输出的非线性耦合

系统，令 x1 = θ1，x2 = θ̇1，x3 = θ2，x4 = θ̇2，将驱动部

分和非驱动部分分开，并为方便计算，假设其输入

分为 uPa 和 uPu：
ẋ1 = x2

ẋ2 = f1 (X) + b1 (X)uPa + F1


ẋ3 = x4

ẋ4 = f2 (X) + b2 (X)uPu + F2

(3)

F1 = ∆ f1 +∆b1

F2 = ∆ f2 +∆b2

(4)

其中，f1 (X) , f2 (X) 和 b1 (X) ,b2 (X) 代表相应的非线
性函数 [7]，∆ f1,∆b1 和 ∆ f2,∆b2 代表不同子系统在实

际控制时的参数不确定性，F1和 F2为相应参数不确

定性的加和．假设总不确定性的上限为 |F1| 6 F̄1 和

|F2|6 F̄2，且参数的不确定性为慢变，即 Ḟ1 = Ḟ2 = 0．
首先，对于式 (3)中的驱动子系统部分，定义：



z1 = x1− x1d

α1 = c1z1,c1 > 0

z2 = ż1 +α1 = x2 + c1z1

(5)

其中，α1 是稳定项辅助方程，注意到这里 x1d（期望

值）为常数，所以 ż1 = ẋ1．令李亚普诺夫函数

V1 =
1
2

z2
1 (6)

对 V1 求导，则

V̇1 = z1ż1 = z1z2− c1z2
1 (7)
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再定义李亚普诺夫函数

V2 = V1 +
1
2
σ2

1 (8)

其中 σ1 为驱动子系统的滑模子函数，为

σ1 = k1z1 + z2,k1 > 0 (9)

对 V2 求导，则

V̇2 =V̇1 +σ1σ̇1

=z1z2− c1z2
1 +σ1[

k1 (z2− c1z1) + f1 + b1uPa + F1 + α̇1
]

(10)

这样，取反馈控制律

uPa =b−1
1

[− k1 (z2− c1z1)− f1− F̄1sgn(σ1)

− α̇1−h1
(
σ1 +β1sgn(σ1)

) ]
(11)

其中，h1 > 0,β1 > 0．将其代入式 (10)得

V̇2 = −c1z2
1 + z1z2 +

∣∣∣σ1

∣∣∣
(
|F1| − F̄1

)
−h1σ

2
1−h1β1 |σ1|

6 −c1z2
1 + z1z2−h1σ

2
1−h1β1

∣∣∣σ1

∣∣∣ (12)

这里取

QQQ1 =


c1 + h1k2

1 h1k1− 1
2

h1k1− 1
2

h1

 (13)

则当 |QQQ1| = h1 (c1 + k1)− 1
4
> 0时，有

V̇2 6 −ZZZT
1 QQQ1ZZZ1−h1β1 |σ1| 6 0 (14)

其中，ZZZ1 = [ z1 z2 ]T，那么只要通过取 h1、c1 和

k1 来使 |QQQ1| > 0，从而保证 QQQ1 为正定阵，则必有

V̇2 6 0，也就保证了驱动子系统是李亚普诺夫意义下
稳定的．

类似的方法对应非驱动子系统，定义


z3 = x3− x3d

α2 = c2z3,c2 > 0

z4 = ż3 +α2 = x4 + c2z3

(15)

其中，α2 是稳定项辅助方程．类似的定义李亚普诺

夫函数和非驱动子系统的滑模子函数为：



V3 =
1
2

z2
3

V4 = V3 +
1
2
σ2

2

σ2 = k2z3 + z4,k2 > 0

(16)

同理，得到反馈控制律

uPu =b−1
2

[− k2 (z4− c2z3)− f2− F̄2sgn(σ2)

− α̇2−h2
(
σ2 +β2sgn(σ2)

) ]
(17)

然后取

QQQ2 =


c2 + h2k2

2 h2k2− 1
2

h2k2− 1
2 h2

 (18)

|QQQ2| = h2 (c2 + k2)− 1
4

(19)

那么，只要同样地通过取 h2、c2和 k2来保证 QQQ2

为正定阵，则必有 V̇4 6 0，同样也就保证了非驱动子
系统是李亚普诺夫意义下稳定的．

同时，为避免固定 F1、F2 上界带来的抖振等

问题 [7]，采用自适应算法对其进行进一步设计：

设 F̂1、F̂2 为 F1、F2 的估计值，估计误差为 F̃1 =

F∗1 − F̂1、F̃2 = F∗2 − F̂2．定义李亚普诺夫函数


V5 = V2 +
1

2γ1
F̃2

1

V6 = V4 +
1

2γ2
F̃2

2

(20)

其中 γ1、γ2 为正常数．

对式 (20)求导可得：


V̇5 =z1z2− c1z2
1−

1
γ1

F̃1

( ˙̂F1−γ1σ1

)
+σ1

[
k1 (z2− c1z1) + f1 + b1uPa + F̂1 + α̇1

]

V̇6 =z3z4− c2z2
4−

1
γ2

F̃2

( ˙̂F2−γ2σ2

)
+σ2

[
k2 (z4− c2z3) + f2 + b2uPu + F̂2 + α̇2

]

(21)

定义自适应律为

˙̂F1 = γ1σ1,
˙̂F2 = γ2σ2 (22)

设计相应的自适应反馈控制律为


ûPa =b−1
1

[− k1 (z2− c1z1)− f1−
F̂1− α̇1−h1

(
σ1 +β1sgn(σ1)

) ]

ûPu =b−1
2

[− k2 (z4− c2z3)− f2−
F̂2− α̇2−h2

(
σ2 +β2sgn(σ2)

) ]
(23)

将式 (22)和 (23)代入式 (21)，且由式 (13)和 (18)得
到 

V̇5 = −ZZZT
1 QQQ1ZZZ1−h1β1 |σ1| 6 0

V̇6 = −ZZZT
2 QQQ2ZZZ2−h2β2 |σ2| 6 0

(24)

其中，ZZZ2 = [ z3 z4 ]T，其仍然能够保证各子系统是

李亚普诺夫稳定的．但是需要注意的是，如果总的

控制输入仅仅包括各个子系统的相应控制输入，是

不能保证总的系统能够在有限时间内达到滑动模总
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表面的 [4,15]．因此，为保证整个系统稳定，定义总滑

模表面函数 σ为：

σ = ã1σ1 + ã2σ2, (ã1 > 0, ã2 > 0) (25)

令总控制输入 ûtotal 为

ûtotal = ûPa + ûPu + ûf (26)

系统总的李亚普诺夫函数为

V7 = V2 + V4 +
1
2
σ2 +

1
2γ

(
F̃2

1 + F̃2
2

)
(27)

其中 γ = min(γ1,γ2)．
对其求导得

V̇7 =
(
z1z2− c1z2

1 +σ1σ̇1

)
+

(
z3z4− c2z2

3 +σ2σ̇2

)

− 1
γ

F̃1

( ˙̂F1−γσ1

)
− 1
γ

F̃2

( ˙̂F2−γσ2

)

+σ
[
(ã1b1ûPu + ã2b2ûPa) + (ã1b1 + ã2b2) ûf

− ã1h1
(
σ1 +β1sgn(σ1)

)
+ ã1F̂1 (28)

− ã2h2
(
σ2 +β2sgn(σ2)

)
+ ã2F̂2

]

针对式 (28)最后部分的总滑动模平面部分，取
高为炳先生的第二种滑模到达律 [17] 可得

σ̇ = (ã1b1ûPu + ã2b2ûPa) + (ã1b1 + ã2b2) ûf − ã1h1(
σ1 +β1sgn(σ1)

)− ã2h2
(
σ2 +β2sgn(σ2)

)

+ ã1F̂ + ã2F̂2

=− ĥσ− β̂sgn(σ) (29)

那么，由李亚普诺夫反馈法可得 ûf 为

ûf =
− (ã1b1ûPu + ã2b2ûPa) + ã1F̂1 + ã2h2

(
σ2 +β2sgn(σ2)

)
+ ã2F̂2 + ã1h1

(
σ1 +β1sgn(σ1)

)− ĥσ− β̂sgn(σ)
(ã1b1 + ã2b2)

(30)

这样，对式 (27)求导，并将式 (23)、(24)和 (30)
代入，得

V̇7 =−ZZZT
1 QQQ1ZZZ1−h1β1 |σ1| −ZZZT

2 QQQ2ZZZ2

−h2β2 |σ2| − ĥσ2− β̂ |σ| 6 0

这里同样需要保证矩阵 QQQi均为正定，即需要满

足 hi (ci + ki) >
1
4
，就一定有 V̇7 6 0，即系统在李亚普

诺夫意义下稳定．

最后可得系统总输入为：

ûtotal =
ã1F̂1 + ã1h1

(
σ1 +β1sgn(σ1)

)
+ ã2F̂2ã2h2

(
σ2 +β2sgn(σ2)

)
+−ĥσ− β̂sgn(σ)

ã1b1 + ã2b2
(31)

4 反步滑模控制器稳定性分析（Stability
analysis on backstepping sliding mode
controller）

由上面的推导过程可见，反步法实际上是一种

由前向后递推的设计方法，通过逐步迭代设计李

亚普诺夫函数使系统的误差为指数渐近稳定，最

终实现系统的全局镇定．同时，由于渐近稳定的系

统一定会到达滑模表面，因此对各滑模面的渐近

稳定性证明就能够从另一方面保证整个系统的稳

定可控性 [4,15]．所以，下面通过证明系统全部滑模

表面函数的李亚普诺夫渐近稳定性来说明这一点．

这里仅给出定理 1 的证明，其他请参考文 [7] 定理
5.2、5.3、5.4、5.5的证明，在此不再赘述．
定理 1：二自由度水平欠驱动机械臂的自适应

分层反步滑模变结构控制系统的总的滑动模表面函

数及其导数属于 L∞ 空间，并且总的滑动模表面函
数还属于 L1 和 L2 空间．

证明：首先令

W̃ = ZZZT


QQQ1 000

000 QQQ2

ZZZ +δ1 |σ1|+δ2 |σ2|+ ĥσ2 + β̂ |σ|

(32)
式中，ZZZ = [ z1 z2 z3 z4 ]T，δ1 = h1β1，δ2 = h2β2．

对式 (31)两端同时积分有式 (34)和 (35)[16]：

0 6
tw

0

W̃dτ 6 V7 (0) (33)

lim
t→∞

tw

0

W̃dτ 6 V7 (0) <∞ (34)

因为，ZZZT
1 QQQ1ZZZ1，h1β1 |σ1|，ZZZT

2 QQQ2ZZZ2，h2β2 |σ2|，̂hσ2，̂β |σ|
这六项均大于或等于 0，所以由式 (34)可得

tw

0

(h1β1 |σ1|)dτ <∞,
tw

0

(h2β2 |σ2|)dτ <∞ (35)

由上式可得结论 σ1 ∈ L1，σ2 ∈ L1，也即滑模子

表面函数均是绝对可积的；而实际上由这个结论，
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本文很容易得到 σ ∈ L1，即滑模总表面函数也为绝

对可积的，这是因为有：
tw

0

|σ|dτ 6
tw

0

|ã1σ1|dτ+

tw

0

|ã2σ2|dτ <∞ (36)

再由式 (35)有

lim
t→∞

tw

0

(
ZZZT

1 QQQ1ZZZ1

)
dτ <∞, lim

t→∞

tw

0

(
ZZZT

2 QQQ2ZZZ2

)
dτ <∞ (37)

这说明系统的虚拟量 Zi (i = 1,2,3,4) 是有界的
变量，那么由文 [4,7]的相关证明必有

V7 = V2 + V4 +
1
2
σ2 +

1
2γ

(
F̃2

1 + F̃2
2

)
<∞ (38)

同时已知上式中 V2、V4 有界，F̃2
1、F̃2

2 是有

界的不确定因素和扰动，所以必定有 σ2 < ∞ 和∫ t

0
σ2dτ < ∞，也就是说 σ ∈ L2 是平方可积的且

σ ∈ L∞．由式 (39)和文 [7]中相关结论可知 σ̇ ∈ L∞，
得证．

证明：由定理 1、文 [7]的相关证明和 Babarlat
引理（Babarlat’s lemma）的相关结论，最终可以得到
lim
t→∞

σ̇1 = 0，lim
t→∞

σ̇2 = 0和 lim
t→∞

σ1 = 0，lim
t→∞

σ2 = 0，证

毕．

以上证明了系统各滑动模表面是李亚普诺夫意

义下渐近稳定的，这就说明控制器能够在有限时间

内驱动系统到达滑模表面，最终到达并稳定在目标

位置．同时由于反步法的递阶倒推特性，该结论也

就意味着有 lim
t→∞

zi = 0, i = 1,2,3,4，从而保证了系统

在滑动面 σ = 0上的稳定性，说明了控制器设计的
有效性．

5 控制系统仿真与分析（Control system
simulation and analysis）
设定两臂的初始位置为：θ10 = 55◦，θ20 = 15◦；

期望位置为：θ1d = 50◦，θ2d = 20◦；初始和停止的
角速度均为 0．系统参数为：m1 = 1.5 kg，m2 =

1 kg，l1 = 1 m，l2 = 0.5 m，Ii =
4
3

mil2
i (i = 1，2)，a1 =

3.3750，a2 = 1.39583，a3 = 0.25，c1 = 47，c2 = 1，h1 =

6.5，h2 = 60，β1 = 1，β2 = 5，k1 = 23.6，k2 = 7.8，F (t) =

0.05sin(2πt) 经过遗传优化 [7] 选取的控制器参

数为：ã1 = 7.9270，ã2 = 5.2280，ĥ = 18.2202，β̂ =

20.0291，自适应参数 γ = 0.9．仿真的结果见图 2∼4．

图 2 有驱动关节和非驱动关节角度误差

Fig.2 Angle errors of actuated and underactuated joints

图 3 有驱动关节子系统和非驱动关节子系统滑模面函数轨迹

Fig.3 Sliding mode surface trajectory of actuated and underactuated joint subsystems
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图 4 系统总滑模面函数轨迹和分层反步滑模控制器输入

Fig.4 System’s total sliding mode surface trajectory and hierarchical backstepping sliding mode controller inputs

在对仿真图和数据进行分析后可以看出，控制

器输入能够使机械臂的两臂基本保持以同一步调到

达目标位置并实现稳态，控制器输入平滑无抖动．

相对于文 [15] 基于经验试凑参数的滑模控制和文
[6]开环谐振控制的稳定时间，25 s左右的稳定时间
大大缩短；虽然存在干扰项，但其对系统的控制影

响很小，基本可以忽略．与文 [15]的控制效果相比，
几乎不存在稳态误差且抖振明显减小，控制精度和

控制效果得到显著提高．

6 结论（Conclusions）
本文以水平的二自由度欠驱动机械臂为研究对

象，完整地介绍了水平欠驱动机械臂的分层自适应

反步滑模控制策略原理，并通过仿真分析对其有效

性和实用性进行了检验．在对仿真图和实际数据进

行严密的分析后，本文认为对于水平欠驱动机械臂

这一控制对象来说，基于反步设计法的分层滑模控

制策略原理是有效可行的，并且也具有较好的控制

效果和控制精度．同时，通过合理选择遗传操作方

式及惩罚系数，对于不同的欠驱动系统控制和相应

的优化设计目标，可以采用不同的性能指标、控制

算法甚至优化策略．因此，该方法并不仅可以应用

于本文的研究对象，其对其他欠驱动系统的优化控

制研究也有较好的参考应用价值．
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