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螺旋锥齿轮齿面误差修正

苏进展　方宗德　谷建功
（西北工业大学机电学院，西安 ７１００７２）

　　【摘要】　研究了基于数控加工螺旋锥齿轮齿面误差修正技术。提出了一种由摇台型机床调整参数向 Ｆｒｅｅ

Ｆｏｒｍ机床转换的方法，建立了基于数控加工齿面误差模型；在此基础上，以齿面误差平方和最小为目标函数，优化

摇台型机床调整参数，再将其转换为数控加工形式，从而实现数控齿面修正。最后通过算例表明，经过改变加权系

数和优化可以达到齿面误差较高精度修正要求。
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　　引言

螺旋锥齿轮是传动机械中的关键部件，其齿面

精度是影响齿轮传动平稳性、可靠性及耐久性的重

要因素。由于机床调整参数误差及热处理变形及其

他不可预测因素影响，实际齿面将偏离理论齿面，其

传动性能将不能满足设计要求。国内外学者对齿面

误差模型及修正技术作了大量研究
［１～７］

，主要集中

在两个方面：一方面是基于误差敏感矩阵 ＣＮＣ齿面
误差修正

［１～３］
，可实现齿面误差高阶修正，但由于齿

面误差及其导数表达式非常复杂，实用性也受到了

限制；另一方面是基于摇台型机床的齿面误差修

正
［４～８］

，但可调加工参数有限不能实现高精度误差

修正。本文用坐标变换方法推导摇台型铣齿机向

ＦｒｅｅＦｏｒｍ机床转换方法，建立基于数控加工齿面误
差模型；以齿面误差平方和最小为目标函数，优化摇

台型机床调整参数和改变加权系数。

１　转换原理和方法

螺旋锥齿轮包括弧齿锥齿轮和准双曲面齿轮，

齿面数学模型是以锥齿轮加工方法和齿轮啮合理论

为基础建立的，具体的加工方法可见文献［２］，在此
主要研究机床调整参数转换，该转换方法可适用于

格里森齿制（ＳＧＭ、ＨＦＴ、ＨＧＭ等）和奥利康齿制



（Ｓｐｉｒｏｆｌｅｘ、Ｓｐｉｒａｃ、Ｅｌｏｉｄ等）。转换基本思想是考虑
在摇台型机床坐标系和 ＦｒｅｅＦｏｒｍ坐标系中，刀具
和工件必须满足一定的相对位置和相对运动关系。

在摇台型机床加工坐标系中，由于刀倾结构的存在，

工件轴和刀具轴之间最短距离矢量不断变化，而在

ＦｒｅｅＦｏｒｍ坐标系中两者最短距离矢量的方向是不
变的，并且始终平行于某一坐标轴。这表明若将

ＦｒｅｅＦｏｒｍ坐标系中工件轴和刀具轴之间的相对位
置和相对运动关系在传统坐标系中表示，应与摇台

型机床坐标系中刀具轴和工件轴的相对位置和相对

运动关系是等价的。如图 １所示，引入辅助坐标系
Ｓｎ，ｊｎ为工件轴与刀具轴最短距离单位矢量，ｋｎ与刀
具轴 ｊｔ平行，ｉｎ＝ｊｎ×ｋｎ，通过确定出刀具坐标系 Ｓｔ
初始位置（β０＝０）在摇台型机床坐标系 Ｓｍ１中表示
和确定工件坐标系 Ｓ１初始位置（０）在 Ｓｍ１中表示，
得到如下表达式

图 １　Ｓｎ在 Ｓｍ１坐标系中表示

Ｆｉｇ．１　ＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍＳｎｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＳｍ１
　

ｊｎ＝

－ｃｏｓγｍ１ｃｏｓｉ－ｓｉｎγｍ１ｓｉｎ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎｉ

ｓｉｎγｍ１ｃｏｓ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎｉ

ｃｏｓγｍ１ｃｏｓ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎ









ｉ

（１）

ｋｎ＝［－ｃｏｓ（ｑ＋ｊ）－ｓｉｎ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎｉｃｏｓｉ］
Ｔ
（２）

ｉｎ＝

ｓｉｎγｍ１ｃｏｓ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎｉｃｏｓｉ－
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２
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　ｓｉｎγｍ１ｓｉｎ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎｉｃｏｓｉ
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２ｉ＋ｃｏｓγｍ１ｓｉｎｉｃｏｓｉｓｉｎ（ｑ＋ｊ
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（３）

其中 ｑ＝０＋ｍｃ１φ１
式中　γｍ１———轮坯根锥角　　ｉ———刀倾角

ｊ———刀转角　　ｑ———摇台转角

φ０———摇台初始转角 ｍｃ１加工滚比
φ１———小轮转角

在 ＦｒｅｅＦｏｒｍ坐标系中，待确定六坐标分别为
Ｘ，Ｙ，Ｚ，α，β，γ，如图 ２所示定义 Ｘ为刀具中心水平
方向平动，Ｙ为刀具中心垂直方向平动，Ｚ为床位的
移动方向，α为工件转角，β为刀具转角，γ为轮坯根
锥角。Ｓｄ为 ＦｒｅｅＦｏｒｍ机床坐标系，定义向量 Ｖ为

刀具中心到工件轴与 Ｚ交点 Ｏｐ之间的向量，在传
统坐标系 Ｓｍ１中可以得如下向量方程

Ｏｍ１Ｏ１－ＯｐＯ１－Ｖ＋ＯｈＯｔ－Ｏｍ１Ｏｔ＝０ （４）
其中 Ｏｍ１Ｏ１＝［－ＳＲｓｉｎｑ，ＳＲｃｏｓｑ，０］

Ｔ

Ｏｍ１Ｏｔ＝［Ｅｍ，Ｘｐｃｏｓγｍ１，Ｘｐｓｉｎγｍ１＋Ｘｂ］
Ｔ

ＯｐＯ１＝Ｐｄ［０，－ｃｏｓγｍ１，－ｓｉｎγｍ１］
Ｔ

ＯｈＯｔ＝ｈ［－ｃｏｓ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎｉ，

　　　 －ｓｉｎ（ｑ＋ｊ）ｓｉｎｉ，ｃｏｓｉ］













 Ｔ

式中　ＳＲ———径向刀位　　Ｅｍ———垂直轮位
Ｘｐ———轴向轮位　　Ｘｂ———床位
Ｐｄ———工件安装距，即工件节锥顶点 Ｏ１到

Ｏｐ的距离
ｈ———刀盘安装距刀盘中心 Ｏｔ到刀盘座中心

Ｏ１距离

图 ２　Ｓｄ在 Ｓｍ１坐标系中表示

Ｆｉｇ．２　ＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍＳｄｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＳｍ１
　
求解式（４）向量方程可以得到向量 Ｖ表达式

Ｖ＝

Ｅｍ＋ｈｃｏｓ（ｑ＋ｊ）＋ＳＲｓｉｎｑ

（Ｘｐ＋Ｐｄ）ｃｏｓγｍ１－ｈｓｉｎ（ｑ＋ｊ）－ＳＲｃｏｓｑ

（Ｘｐ＋Ｐｄ）ｓｉｎγｍ１＋ｈｃｏｓｉ＋Ｘ











ｂ

（５）
最后可得到六轴运动的表达式。将式（６）展开成多
项式，一般展开到六次项就可以满足高精度的要求。

Ｒ６（ｑ）＝［Ｘ　Ｙ　Ｚ　α　β　γ］
Ｔ

（６）
其中　Ｘ＝－Ｖ·ｉｎ　Ｙ＝－Ｖ·ｊｎ　Ｚ＝－Ｖ·ｋｎ

α＝ａｒｃｃｏｓ（－ｉ１·ｊｎ）　β＝ａｒｃｃｏｓ（ｊｔ·ｊｎ）
γ＝ａｒｃｃｏｓ（－ｋ１·ｉｎ）

在 ＦｒｅｅＦｏｒｍ机床上，Ｘ，Ｙ，Ｚ，Ａ，Ｃ轴联动可以
展成格里森齿制锥齿轮，Ｘ，Ｙ，Ｚ，α，β，γ六轴联动
可以展成奥利康齿制锥齿轮。本文主要研究格里森

制齿展成转换，在 Ｒ６（ｑ）中去除对刀具轴转角 β联
动控制。

２　齿面误差模型

２．１　齿面方程
为研究方便，对图 ２坐标系进行简化，建立如

图３所示六轴五联动 ＦｒｅｅＦｏｒｍ数控铣齿机坐标
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系，Ｓｔ刀具坐标系，Ｓｍ１机床坐标系，Ｓｐ工件辅助坐标
系，Ｓ１固联于工件坐标系，将刀具坐标系通过坐标
变换变换到工件坐标系下，得到齿面位矢。

图 ３　ＦｒｅｅＦｏｒｍ坐标系

Ｆｉｇ．３　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｏｆＦｒｅｅＦｏｒｍｈｙｐｏｉｄｇｅｎｅｒａｔｏｒ
　

ｒ１（ｕ，β，ｑ）＝Ｍ１ｄ（ｑ）Ｍｄｔ（ｑ）ｒｔ（ｕ，β） （７）
在机床坐标系下，产形轮和工件的啮合方程为

ｆｄ（ｕ，β，ｑ）＝ｎｄ·ｖ
（ｃ１）
ｄ （８）

啮合点在机床坐标系下的位矢和法矢为

ｒｄ＝Ｍｄｔ（Ｘ（ｑ），Ｙ（ｑ），Ｚ（ｑ））ｒ（ｕ，β） （９）
ｎｄ（ｕ，β）＝ｎｔ（ｕ，β） （１０）

产形轮与工件在机床坐标系下的相对速度为

ｖ（ｃ１）ｄ ＝ｖ（ｃ）ｄ －ｖ
（１）
ｄ

其中 ｖ（ｃ）ｄ ＝［Ｘ
·

（ｑ）　Ｙ
·

（ｑ）　Ｚ
·

（ｑ）］Ｔ

ｖ（１）ｄ ＝ω（１）ｄ ×ｒ（１）ｄ
ω（１）ｄ ＝［βｃｏｓ（γ）　γ　βｓｉｎ（γ）］Ｔ

ｒ（１）ｄ ＝［ｘｄ＋Ｐｄｃｏｓ（γ）　ｙｄ＋Ｐｄｓｉｎ（γ）　ｚｄ］
Ｔ

联立式（７）～（１０）可求得齿面坐标。
２．２　齿面误差表示

如图 ４所示，在齿面的旋转投影面上取一定数
目测量点（一般取４５点），通过求解非线性方程组

ｙ２１（ｕ，β，ｑ）＋ｚ
２
１（ｕ，β，ｑ槡 ）＝Ｒ

ｘ１（ｕ，β，ｑ）＝Ｌ

ｆ１（ｕ，β，ｑ）
{

＝０

（１１）

可以确定理论齿面位矢 ｒ１
（ｉ）
和法矢 ｎ１

（ｉ）
。

图 ４　齿面测量点

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆａｔｏｏｔｈｆｌａｎｋｇｒｉｄ
　
使用三坐标测量仪沿着齿面网格测得的实际齿

面为

ｒ（ｉ）ｍ ＝［ｘ
（ｉ）
ｍ 　ｙ

（ｉ）
ｍ 　ｚ

（ｉ）
ｍ ］　（ｉ＝１，２，…，ｎ）（１２）

则齿面误差为：在齿面任一给定点上，实际齿面偏离

理论齿面的距离在法向方向上投影

δ（ｉ）＝（ｒ（ｉ）ｍ －ｒ
（ｉ）
１ ）·ｎ

（ｉ）
１ 　（ｉ＝１，２，…，ｎ）（１３）

δ值为正时，方向与法矢相同，δ值为负时，方向与法
矢相反。

３　齿面误差修正

根据第 ２节齿面误差模型计算出齿面误差，优
化机床调整参数直到满足齿面误差平方和最小，并

转换成数控加工形式。由于在实际齿面和理论齿面

上相应点有相同的曲面参数，而实际齿面可以近似

地看成是由一组机床调整参数直接产成的，为了求

出实际的机床调整参数，建立以下优化目标函数
［５］

ｍｉｎｆ（ｄｊ）＝ Ｃｉ｜δ
（ｉ）
（ｄｊ）｜

２　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

（１４）

式中 Ｃｉ（ Ｃｉ＝１）为加权系数，其取值不同将影

响最终齿面误差分布，一般在齿面中部取值大些，两

边可以取小些。ｄｊ为摇台型机床调整参数。由于测
量点 ｎ远大于调整参数，可采用最小二乘法求解，本
文采用不需求导的 Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ Ｍａｒｑｕａｒｄｔ算法，优化
后的摇台型机床调整参数为 ｄ′ｊ。

４　算例

以加工弧齿锥齿轮副小轮为例，进行齿面误差

修正，篇幅有限仅列出工作面（小轮凹面）修正参

数。采用变性法加工，机床调整参数列于表 １；表 ２
为 ＦｒｅｅＦｏｒｍ数控加工各运动轴相关系数。人为给
定调整参数产生的齿面作为实际齿面，利用本文提

出的方法求得修正后调整参数。人为给定和通过优

化方法得到机床调整参数是不同的，原因是齿面展

成的多解性，在其拓扑空间域中，不同机床调整参数

能够展成几乎一致的齿面。从转换数控加工的结果

来看变性法加工仅需三轴联动就可实现，不同的机

床参数（Ｐｄ，ｈ），其数控形式略有不同。图 ５为修正
前后的齿面偏差，修正前齿面最大偏差为 ３４μｍ，经
过第１次修正后齿面最大偏差为 ８μｍ，调整优化目
标函数的加权系数 Ｃｉ，得到第 ２次修正后的齿面最
大偏差为３μｍ，并且使齿面中部具有高的精度（齿
面偏差均小于０．５μｍ）。采用 Ｌ Ｍ方法避免了对
齿面误差 δ（ｉ）复杂表达式及其导数求解，可以提高
其计算效率，但该方法是对所有加工参数进行优化，

优化参数较多，一次优化过程耗时３４６０８ｓ，运行条
件为 ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍ４ＣＰＵ２６ＧＨｚ和１００ＧＢ内存。
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图 ５　齿面偏差图

Ｆｉｇ．５　Ｆｌａｎｋｔｏｐｏｇｒａｐｈｉｃｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ
（ａ）修正前齿面误差　（ｂ）第１次修正后齿面误差

（ｃ）第２次修正后齿面误差
　

表 １　摇台型机床调整参数

Ｔａｂ．１　Ｃｒａｄｌｅｔｙｐｅｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌｓｅｔｔｉｎｇｓ

　调整参数 理论数值 实际数值 修正数值

刀具齿形角／（°） ２２．８ ２２．５ ２２．４４８５
刀尖半径／ｍｍ ９３．０６２９ ９３．０３２９ ９３．０９７１
径向刀位／ｍｍ １０９．９２７０ １０９．９０７０ １０９．８８８
角向刀位／（°） ４８．６８３７ －４８．６６３７ －４８．６６８
滚比 ０．３４７５８ ０．３４７３ ０．３４７３
垂直轮位／ｍｍ ２．７５３４ ２．６５３４ ２．７１５４
轴向轮位／ｍｍ －１．８９２９ －１．８９２９ －１．８９３８
床位／ｍｍ ０．６９５２ ０．５９５２ ０．６５１２
轮坯安装角／（°） １７．９２８２ １８．３２８２ １８．３１７５
二阶变性系数 Ｃ －０．０４２７ －０．０４２５ －０．０２１４
三阶变性系数 Ｄ ０．０９１５ ０．０９１３ ０．０１５０３

５　结束语

提出了摇台型机床调整参数向 ＦｒｅｅＦｏｒｍ机床
转换新方法，该转换的方法不仅适合于六轴五联动

端面铣齿，同样也适用于六轴联动端面滚齿加工，此

转换方法更具工程实用价值。齿面误差修正算例表

明，通过多次优化和改变加权系数可以达到齿面较

高精度修正要求，从而保证齿面的啮合质量。将优

化后的机床调整参数转换成数控加工形式，可实现

齿面误差的数控加工修正。本文建立的机床调整参

数转换和齿面误差模型为实现基于数控技术齿面误

差高阶修正打下基础。

表 ２　ＦｒｅｅＦｏｒｍ系数

Ｔａｂ．２　ＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆＦｒｅｅＦｏｒｍ

运动主轴 常数项 １次项 ２次项 ３次项 ４次项 ５次项 ６次项

Ｘ ６８．０２８６ ８２．５１５１ ３６．２８５６ －１３．７５２５ －３．０２３９ ０．６８７４ ０．１０１２

Ｙ ７９．７９９６ ７２．５７３０ －４１．２５７５ －１２．０９５５ ３．４３８１ ０．６０４６ －０．１１４２

Ｚ ４７．１９８４ ０ ０ ０ ０ ０ ０

α ０．０ －２．８７９１ －０．０６１７ ０．０４３３ ０．０００２ －０．０００１４ －０．０００１

γ １８．３１７５ ０ ０ ０ ０ ０ ０
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