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一类空间连接系统的分布式状态估计及其收敛性分析

梁化勇 1 周彤 1

摘 要 针对一类一维空间连接系统, 本文提出了一种分布式递推状态估计算法, 给出了其收敛的充要条件. 与集总式

Kalman 滤波算法相比, 该算法可大幅度降低计算的时间复杂度和内存占用量, 并具有可简单地实现并行计算的特点. 这一算

法还可直接推广到多维空间连接系统. 数值仿真结果表明, 该算法通常只牺牲少量的滤波精度.
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Distributed State Estimation for Spatially Interconnected Systems and Its
Convergence Analysis
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Abstract A procedure is suggested in this paper for state estimation of one-dimensional spatially interconnected

systems. Convergence properties of the algorithm are studied and some necessary and sufficient conditions are obtained.

Compared with the lumped Kalman filter, the suggested procedure greatly reduces both time complexity and memory

requirements. In addition, this distributed state estimator can be realized through parallel computations and directly

extended to multi-dimensional spatially interconnected systems. Numerical experiment results show that this estimator

usually does not sacrifice estimation accuracy very much.
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现实生活中很多系统是由许多子系统相互连接

而成的, 例如自动高速公路系统 [1], 飞机编队飞行
系统 [2]，车辆协调控制系统 [3], 造纸过程中的交互
控制系统 [4], 等等. 虽然这些子系统可能特性相似,
彼此之间的连接也比较简单, 但是由它们组成的大
系统却可能具有非常复杂而丰富的特性. 随着信息
化和网络化技术的发展, 此类系统越来越广泛地得
到研究人员的关注. 文 [5] 将此类系统称为 “空间
连接系统”(Spatially Interconnected Systems). 文
[6][7][8][9][10] 研究了此类系统的分布式控制问题,
文 [11][12] 研究了此类系统的稳定性问题. 但是, 对
于此类系统滤波问题的研究还比较少见. 一般的方
法是用一个高维的状态空间模型对系统进行描述,
从而应用 Kalman 滤波算法. 此种方法被称为集总
式 Kalman 滤波. 集总式 Kalman 滤波在一定条件
下可以得到系统状态的最优估计. 但是随着子系统
个数的增加, 系统状态个数随之增加, 造成集总式
Kalman 滤波的计算复杂度急剧增大. 这种处理方
式对计算机的计算速度和精度以及存储容量都会带
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来很苛刻的要求, 故不十分有利于工业上的应用. 因
此针对多维空间分布系统分布式滤波的研究逐渐成

为学术研究的热点.
针对空间连接系统滤波的研究多采用 Roesser

模型和 FM 模型. 具体而言, 文 [13] 针对 2-D FM
模型提出了一种 2-D Kalman 滤波算法, 该算法采
用同时递推单点的估计误差协方差阵和相邻两点的

互协方差阵的方法来减小计算量, 但文中没有给出
算法的收敛性证明; 文 [14] 将 1-D 系统中的状态估
计结果推广至 m-D Roesser 模型中, 所得滤波器以
牺牲滤波性能为代价来保持因果性; 文 [15] 分别给
出了基于观测器结构和一般形式的 2-D Roesser 模
型 H∞ 滤波器, 前者适用于稳定和不稳定的 2-D 系
统, 而后者仅适用于稳定的 2-D 系统. 这些模型不
能很好地反映空间连接系统子系统之间的双向影响,
具有一定的局限性. 而本文所研究的 Andrea 模型
可以比较直观的反映子系统之间的物理连接. 但是
针对 Andrea 模型的分布式滤波的研究, 目前还没
有发现比较有意义的研究结果.

本文针对 Andrea 模型所提分布式算法虽然在
估计精度上稍逊于最优的集总式 Kalman 滤波, 但
是可以大幅度提高计算效率, 而且可以实现并行计
算, 具有很好的空间可扩展性. 同时本算法及其理论
结果可以比较容易地推广到多维空间连接系统.
本文其余部分结构如下. 第 1 节介绍了本文研

究的系统模型, 该模型是在文献 [5] 的基础上得到
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的. 第 2 节推导出了分布式状态估计算法, 并对该算
法的收敛性和计算复杂度做了理论上的证明. 第 3
部分是数值仿真实验, 主要从滤波精度和计算复杂
度两个方面对分布式滤波和集总式 Kalman 滤波进
行了比较. 最后给出了本文的总结.

本文采用以下记号. [X]i 表示把矩阵 X 按指

定的行数划分后的第 i 个子矩阵; [X]ij 表示把矩
阵 X 按指定的行数和列数划分成四个子矩阵, 取
其中第 i 个行块和第 j 个列块的重叠部分构成的

子矩阵, i, j = 1, 2; col(x i|li=1) 表示将向量/矩阵
x 1,x 2, · · · ,x l 按从上到下的顺序叠置后构成的向

量/矩阵; diag(Zi|li=1)表示由矩阵Z1, Z2, · · · , Zl 构

成的分块对角阵; E(·) 表示对随机变量求数学期望.
其它记号都是标准记号, 不再在此详述.

1 问题描述

考虑图 1a 所示的一维空间连接系统，其单个子

系统如图 1b 所示.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 系统的整体结构
(a) Overall structure of the system

 

 

 

 

             u     y     d                       

        v+                  w+                   
 

        w−                  v−                   
 

                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( , )G t p  

(b) 子系统

(b) One subsystem

图 1 一维空间连接系统

Fig. 1 A system with one spatial dimension

文 [5] 给出了单个子系统的状态空间模型,

x (t + 1, p) =ATT (t, p)x (t, p) + ATP (t, p) v (t, p)

+ BT (t, p)u (t, p)

w (t, p) =APT (t, p)x (t, p) + APP (t, p) v (t, p)

+ BP (t, p)u (t, p)

y (t, p) =CT (t, p)x (t, p) + CP (t, p) v (t, p)

+ D (t, p)u (t, p) + d (t, p) (1)

其中 t ≥ 0 表示时间, p ≥ 1且 p ∈ Z 表示子系统
在一维空间上的编号. A 矩阵的不同下标主要用于

区分时间域和空间域. 具体而言, TT 表示子系统

前一时刻的状态对其当前时刻状态的影响; TP 表

示子系统输入连接变量对其当前时刻状态的影响;
PT 表示子系统当前时刻状态对其输出连接变量的

影响; PP 表示子系统输入连接变量对其输出连接

变量的影响. 矩阵 B 和 C 的下标具有类似的物理

含义. u(t, p) 和 d(t, p) 分别是均值为零协方差阵
为 Q(t, p) 和 R(t, p) 的高斯白噪声向量, 代表子系
统的外部输入和测量误差, 其维数分别设为 m 和
q. x (0, p) 是均值为零协方差阵为 Π(0, p) 的高斯
向量, 其维数为 n, 表示子系统的初始状态. u(t, p)
、d(t, p) 和 x (0, p) 彼此相互独立. 另外,

v(t, p) =

[
v+ (t, p)
v− (t, p)

]
,w (t, p) =

[
w+ (t, p)
w− (t, p)

]

代表系统的 “内部” 输入、输出向量, 也即相邻子系
统之间的连接变量. 从图 1 所描述的相邻子系统之
间的物理连接可知,

v+ (t, p + 1) = w+ (t, p) , v− (t, p) = w− (t, p + 1)

1 ≤ p ≤ pm − 1 (2)

这里 pm 表示子系统的个数.
相对于文 [5] 来说，本文所采用的模型除了允许

每个子系统的参数是时间和空间的函数外, 其子系
统个数有限而且每个子系统可以有不同的输入输出

维数. 从实际应用的角度看, 这种模型更具有一般
性. 所以本文研究的模型除了满足方程 (2) 的连接
关系外, 还必须满足边界条件,

v+ (t, 1) ≡ 0,

w− (t, 1) ≡ 0,

v− (t, pm) ≡ 0
w+ (t, pm) ≡ 0

(3)

针对上述系统, 本文研究如何根据每个子系统
的输出测量值 {y (k, p) |tk=0 , t ≥ 0, 1 ≤ p ≤ pm} 对
其状态 {x (t, p) , t ≥ 0, 1 ≤ p ≤ pm} 进行估计.

2 分布式滤波

2.1 算法推导

由方程 (1) 可知, 在 v (t− 1, p) 已知时, 第 p

个子系统的状态估计可以由标准 Kalman 滤波器给
出; 而在 x (t, p) 和 u (t, p) 已知时, 根据 w (t, p) 和
v (t, p) 的关系可以直接计算出 v (t, p). 基于这一
发现, 本文提出一种由一步 Kalman 滤波和一步迭
代算法构成的空间连接系统的分布式状态估计方法,
其计算顺序如下式所示.

· · · →
{

x̂w (t− 1|t− 1, p)
ûw (t− 1|t− 1, p)

→ v̂ (t− 1, p)

→
{

x̂w (t|t, p)
ûw (t|t, p)

→ v̂ (t, p) → · · ·

下面具体叙述上述状态估计算法的每个步骤.
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2.1.1 由 x̂w (t− 1|t− 1, p)、ûw (t− 1|t− 1, p) 和
v̂ (t− 1, p) 求 x̂w (t|t, p) 和 ûw (t|t, p)

设一维空间连接系统的子系统个数满足 3 ≤
pm < ∞,且其第 p个子系统的输出量测向量 y (t, p)
的维数大于子系统之间的连接向量 v (t, p) 的维数.
一般的工程问题通常满足这一要求. 把 Cp(t, p) 按
照列数由上到下划分成若干方阵. 如果最后几行
不能组成方阵, 可以从已划分的方阵 [Cp(t, , p)]i,
1 ≤ i < l, 中抽出相应数量的行构成最后一个方阵
[Cp(t, , p)]l. 具体如下式所示.

CP (t, p) = col
(
[CP (t, p)]i |li=1

)

这样式 (1) 中的输出方程可以重写为,

[y (t, p)]i = [CT (t, p)]i x (t, p) + [CP (t, p)]i v (t, p)

+ [D (t, p)]i u (t, p) + [d (t, p)]i , 1 ≤ i ≤ l (4)

设矩阵 [CP (t, p)]i , 1 ≤ i ≤ l , 可逆1 则当 2 ≤ p ≤
pm − 1 时, 由式 (4) 可得,

v(t, p) = ([CP (t, p)]i)
−1 [y(t, p)]i

− ([CP (t, p)]i)
−1 [CT (t, p)]i x (t, p)

− ([CP (t, p)]i)
−1 [D(t, p)]i u(t, p)

− ([CP (t, p)]i)
−1 [d(t, p)]i (5)

将此关系代入方程 (1) 中关于 w (t, p) 的等式, 可进
一步得到如下关系.

w (t, p) = APP (t, p) ([CP (t, p)]i)
−1 [y (t, p)]i

+
(
APT (t, p)−APP (t, p) ([CP (t, p)]i)

−1

× [CT (t, p)]i)x (t, p) + (BP (t, p)−APP (t, p)

× ([CP (t, p)]i)
−1 [D (t, p)]i

)
u (t, p)−APP (t, p)

× ([CP (t, p)]i)
−1 [d (t, p)]i (6)

依据 w+(t, p) 和 w−(t, p) 的维数将 App(t, p)
做如下分解,

APP (t, p) = col ([APP (t, p)]1 , [APP (t, p)]2)

由 式 (5) 和 式 (6) 可 以 求 得

v+ (t, p)、 v− (t, p)、w+ (t, p) 和 w− (t, p). 将

v+ (t, p) 和 w− (t, p) 的表达式中的 p 用 p + 1 代
替, 可以得到 v+ (t, p + 1) 和 w− (t, p + 1). 将

v+ (t, p + 1)、w+ (t, p)、v− (t, p) 和 w− (t, p + 1)
代入式 (2) 的两个等式中, 可以消去输出方程中的

1本文结论可直接推广到 [CP (t, p)]i 右可逆的情形. 如果该条件不
能得到满足, 则满足式 (4) 的 v(t, p) 可能不存在, 也可能存在但不唯一.
该情形需要做进一步的研究.

连接变量, 从而得到当 2 ≤ p ≤ pm − 1 时与式 (1)
等价的系统方程为,

x (t + 1, p, p + 1) =A (t, p, p + 1)x (t, p, p + 1)

+ B (t, p, p + 1)u (t, p, p + 1)

+ E (t, p, p + 1) v (t, p, p + 1)
(7)

y (t, p, p + 1) =C (t, p, p + 1)x (t, p, p + 1)

+ D (t, p, p + 1)u (t, p, p + 1)

+ F (t, p, p + 1)d (t, p, p + 1)
(8)

其中,

F = diag




[
F1i F2i

F3i F4i

]l

i=1




F1i = − [APP (t, p)]1 ([CP (t, p)]i)
−1

F2i =
[
([CP (t, p + 1)]i)

−1
]
1

F3i =
[
([CP (t, p)]i)

−1
]
2

F4i = − [APP (t, p + 1)]2 ([CP (t, p + 1)]i)
−1

y(t, p, p + 1) = F col (col([y(t, p)]i ,

[y(t, p + 1)]i)|li=1

)

x (t, p, p + 1) = col (x (t, p) , x (t, p + 1))
v (t, p, p + 1) = col (v (t, p) , v (t, p + 1))
d(t, p, p + 1) = col (col([d(t, p)]i ,

[d(t, p + 1)]i)|li=1

)

u (t, p, p + 1) = col (u (t, p) , u (t, p + 1))

C (t, p, p + 1) = col




[
C1i C2i

C3i C4i

]l

i=1




D (t, p, p + 1) = col




[
D1i D2i

D3i D4i

]l

i=1




C1i = [APT (t, p)]1
− [APP (t, p)]1 ([CP (t, p)]i)

−1 [CT (t, p)]i
C2i =

[
([CP (t, p + 1)]i)

−1
]
1
[CT (t, p + 1)]i

C3i =
[
([CP (t, p)]i)

−1
]
2
[CT (t, p)]i

C4i = [APT (t, p + 1)]2 − [APP (t, p + 1)]2
× ([CP (t, p + 1)]i)

−1 [CT (t, p + 1)]i
D1i = [BP (t, p)]1
− [APP (t, p)]1 ([CP (t, p)]i)

−1 [D (t, p)]i
D2i =

[
([CP (t, p + 1)]i)

−1
]
1
[D (t, p + 1)]i

D3i =
[
([CP (t, p)]i)

−1
]
2
[D (t, p)]i
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D4i = [BP (t, p + 1)]2 − [APP (t, p + 1)]2
× ([CP (t, p + 1)]i)

−1 [D (t, p + 1)]i
A (t, p, p + 1) = diag (ATT (t, p) , ATT (t, p + 1))
B (t, p, p + 1) = diag (BT (t, p) , BT (t, p + 1))
E (t, p, p + 1) = diag (ATP (t, p) , ATP (t, p + 1))

基于同样的代数运算, 当 p = 1 和 p = pm 时,
可以得到与式 (7) 和 (8) 类似的状态空间模型.
值得注意的是, 式 (1) 描述的是单个子系统的

输入输出关系, 而式 (7) 和 (8) 描述的是前后相连的
两个子系统的输入输出关系.
对于式 (7) 和 (8) 来说, 如果 v (t− 1, p, p + 1)

的值由估计值 v̂ (t− 1, p, p + 1) 代替, 则可以应用
标准 Kalman 滤波得到状态 x (t, p, p + 1) 和输入
u (t, p, p + 1) 的估计值.

需要注意的是,对于第 p (2 ≤ p ≤ pm − 1)个子
系统来说, 它既可以和第 p− 1 个子系统组合, 得到
其状态估计值 [x̂ (t|t, p− 1, p)]2 及其估计误差协方
差阵 [P (t|t, p− 1, p)]22, 又可以和第 p + 1 个子系
统组合, 得到其状态估计值 [x̂ (t|t, p, p + 1)]1 及其
估计误差协方差阵 [P (t|t, p, p + 1)]11. 为提高状态
估计精度, x̂w (t|t, p) 和 ûw (t|t, p) 可按下式计算.

x̂w(t|t, p) =
(
([P (t|t, p− 1, p)]22)−1

+([P (t|t, p, p + 1)]11)−1
)−1

× (
([P (t|t, p− 1, p)]22)−1[x̂ (t|t, p− 1, p)]2

+([P (t|t, p, p + 1)]11)−1[x̂ (t|t, p, p + 1)]1
)

(9)

ûw(t|t, p) =
(
([Pu(t|t, p− 1, p)]22)−1

+([Pu(t|t, p, p + 1)]11)−1
)−1

× (
([Pu(t|t, p− 1, p)]22)−1[û(t|t, p− 1, p)]2

+([Pu(t|t, p, p + 1)]11)−1[û(t|t, p, p + 1)]1
)

(10)

2.1.2 由由由x̂w (t|t, p)和和和ûw (t|t, p)求求求v̂ (t, p)
定义向量 z (t, p)、z+(t, p) 和 z−(t, p) 如下,

z (t, p) =col (z+(t, p), z−(t, p))

=APT (t, p)x (t, p) + BP (t, p)u (t, p)

其中 z+(t, p) 和 z−(t, p) 分别与 w+(t, p) 和
w−(t, p) 具有相同的维数. 根据 z+ (t, p) 和
z− (t, p) 的维数, 将 APP (t, p) 做如下分解.

APP (t, p) =

[
[APP (t, p)]11 [APP (t, p)]12
[APP (t, p)]21 [APP (t, p)]22

]

当 2 ≤ p ≤ pm − 1 时, 假设 [APP (t, p)]22 可
逆2, 则由式 (1) 的第二个方程所描述的 v (t, p) 和

2本文结论可以推广至 [AP P (t, p)]22 不可逆的情形. 这一假设主要
是为了叙述简洁.

w (t, p) 的关系可得,

col (w+(t, p− 1), v−(t, p)) =[
I 0

− ([APP (t, p)]22)
−1 [APP (t, p)]21 ([APP (t, p)]22)

−1

]

×
[

w+(t, p− 1)
v−(t, p− 1)

]
+

[
0

− ([APP (t, p)]22)
−1

]
z− (t, p)

(11)

col (w+(t, p), v−(t, p)) =[
[APP (t, p)]11 [APP (t, p)]12

0 I

]

×
[

w+(t, p− 1)
v−(t, p)

]
+

[
I 0
0 0

][
z+(t, p)
z−(t, p)

]

(12)

把式 (11) 代入式 (12) 可得,
[

w+(t, p)
v−(t, p)

]
=Φ(t, p, p− 1)

[
w+(t, p− 1)
v−(t, p− 1)

]

+ Γ(t, p, p− 1)z (t, p) (13)

其中,

Φ(t, p, p− 1) =

[
Φ1(t, p, p− 1) Φ2(t, p, p− 1)
Φ3(t, p, p− 1) Φ4(t, p, p− 1)

]

Φ1(t, p, p− 1) = [APP (t, p)]11
Φ2(t, p, p− 1) = [APP (t, p)]12 ([APP (t, p)]22)

−1

Φ3(t, p, p− 1) = − ([APP (t, p)]22)
−1 [APP (t, p)]21

Φ4(t, p, p− 1) = ([APP (t, p)]22)
−1

Γ(t, p, p− 1) =

[
I Γ1(t, p, p− 1)
0 Γ2(t, p, p− 1)

]

Γ1(t, p, p− 1) = − [APP (t, p)]12 ([APP (t, p)]22)
−1

Γ2(t, p, p− 1) = − ([APP (t, p)]22)
−1

这样就实现了 col (w+(t, p), v−(t, p))在空间上的递
推.
对于第一个和最后一个子系统, 根据式 (3) 所

描述的边界条件, 分别有以下关系.
[

w+(t, 1)
v−(t, 1)

]
=

[
APP (t, p)

I

]
v−(t, 1)

+ col (I, 0) z (t, 1) (14)
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[
APP (t, pm) −I

]

× col (w+(t, pm − 1), v−(t, pm − 1))

+ z (t, pm) = 0 (15)

定义 Φ(t, 1, 0) 和 Γ (t, 1, 0) 分别为,

Φ(t, 1, 0) =

[
APP (t, 1)

I

]
,Γ(t, 1, 0) =

[
I

0

]

则由递推式 (13) 和 (14) 可得,

[
w+(t, pm − 1)
v−(t, pm − 1)

]
=

pm−1∑
j=1

Φ(t, pm − 1, j)

Γ(t, j)z (t, j) + Φ(t, pm − 1, 0)v−(t, 1) (16)

这里 Φ(t, pm − 1, pm − 1) = I, Φ(t, pm − 1, j) =∏pm−j

k=2 Φ(t, pm − k + 1, pm − k), 0 ≤ j ≤ pm − 2.
把式 (16) 代入式 (15) 可得,

v−(t, 1) = −
([

APP (t, pm) −I
]

×Φ(t, pm − 1, 0))−1
([

APP (t, pm) −I
]

pm−1∑
j=1

Φ(t, pm − 1, j)Γ(t, j)z (t, j) + z (t, pm)

)

(17)

由式 (17) 求得 v−(t, 1) 后, 可以通过式 (13) 和式
(14) 求得 v(t, p) , 1 ≤ p ≤ pm . 如果 x (t, p) 和
u (t, p) 分别由其估计值 x̂w (t|t, p) 和 ûw (t|t, p) 代
替, 则可得到 v(t, p) 的估计值 v̂(t, p) .

2.2 收敛性和计算复杂度分析

虽然上述状态估计方法是分布式的, 但在分析
其收敛性时, 我们先将其转化为等价的集总式状态
估计形式. 借助于集总式算法收敛性分析的结果, 可
以得到本文算法收敛的一个充要条件. 具体表述如
下.
定理 1.在 1 ≤ p ≤ pm− 1 时, 定义矩阵 R1(t, p, p +
1)、As (t, p, p + 1)、Qs (t, p, p + 1)、M(P (t|t− 1))

和 N(P (t|t− 1)) 分别为,

R1(t, p, p + 1) =

F (t, p, p + 1)R(t, p, p + 1)FT(t, p, p + 1)

+ D(t, p, p + 1)Q(t, p, p + 1)DT(t, p, p + 1)

As(t, p, p + 1) = A(t, p, p + 1)−B(t, p, p + 1)

×Q(t, p, p + 1)DT(t, p, p + 1)

×R−1
1 (t, p, p + 1)C(t, p, p + 1)

Qs(t, p, p + 1) = Q(t, p, p + 1)−Q(t, p, p + 1)

×DT(t, p, p + 1)R−1
1 (t, p, p + 1)

×D(t, p, p + 1)QT(t, p, p + 1)

M(P (t|t− 1)) = (A(t) + E(t)H1(t))E5((
E1P1(t)ET

1

)−1
+

(
E2P2(t)ET

2

)−1
)−1

×
((

E1P1(t)ET
1

)−1
E3 +

(
E1P1(t)ET

1

)−1
E4

)

(18)

N (P (t|t− 1)) = (A(t) + E(t)H1(t))E5((
E1P1(t)ET

1

)−1
+

(
E2P2(t)ET

2

)−1
)−1

×
((

E1P1(t)ET
1

)−1
E3 +

(
E1P1(t)ET

1

)−1
E4

)

×Kf (t) + (B(t) + E(t)H2(t))E5((
E1Pu,1(t)ET

1

)−1
+

(
E2Pu,2(t)ET

2

)−1
)−1

×
((

E1Pu,1(t)ET
1

)−1
E3 +

(
E1Pu,1(t)ET

1

)−1
E4

)

×Q(t)D(t)R−1
e (t) (19)

假设式 (1) 中的参数不依赖于时间, 则 2.1 节所描述
的分布式状态估计算法是收敛的, 当且仅当以下条
件都得到满足.

(1)矩阵对 {A (t, p, p + 1) , C (t, p, p + 1)} , 1 ≤
p ≤ pm − 1, 是可检测的;

(2) 矩 阵 对 {As(t, p, p + 1), B(t, p, p +
1)(Qs(t, p, p + 1)) 1

2 },1 ≤ p ≤ pm − 1, 是可镇定
的; 并且如果As (t, p, p + 1)存在单位圆上的特征根
时, 此矩阵对对于该特征根是可控的;

(3) M(P (t|t− 1))−N(P (t|t− 1))C(t) 是稳定
的.
其 中 C(t) 的 定 义 参 见 式 (A.10);
A(t)、B(t)、D(t)、E(t)、 F (t)、Q(t) 和 R(t)
在附录 A 中也做了相应的定义, 具体形式与 C(t)
类似; H1(t) 和 H2(t) 的定义参见式 (A.33); P1(t)
和 P2(t) 的定义参见式 (A.14) 和 (A.15); Pu,1(t) 和
Pu,2(t) 的定义参见式 (A.22) 和 (A.23); Kf (t) 和
Re(t) 的定义参见式 (A.11); E1、E2、E3、E4 和 E5
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的定义分别参见式 (A.16)、(A.17)、(A.18)、(A.19)
和 (A.25).
证明: 见附录 A.
下面, 我们分析上述状态估计算法的计算复杂

度, 并与集总式 Kalman 滤波进行比较. 根据问题
的描述可知每个子系统的维数都是 n, 输入维数为
m. 根据子系统个数为 pm 的假设可知, 整体系统可
以用一个高维的状态空间方程来描述, 其状态维数
为 npm. 注意到 Kalman 滤波的计算复杂度主要取
决于估计误差方差阵的求逆运算. 若对此系统运用
集总式 Kalman 滤波进行状态估计, 则计算复杂度
为 O ((npm)a), 其中 a 根据已有的不同的矩阵求逆

算法取 2 到 3 之间的一个值.
在本文所提分布式状态估计算法中, 相邻两子

系统用一个状态空间方程来描述, 状态维数为 2n.
此分布式算法包括 Kalman 滤波算法和迭代算法两
部分. 分布式 Kalman 滤波需要计算 pm − 1 次, 总
体计算复杂度为 O(na) × (pm − 1), 其中 a 的取值

同集总式 Kalman 滤波. 迭代算法需要计算 v(t, p).
设 v(t, p) 维数为 s. 迭代算法的计算复杂度主要
取决于式 (13)、(14)、(16) 和 (17) 的计算. 其中式
(13) 和 (14) 的计算复杂度为 O(pms2); 式 (16) 需
要求得 Φ(t, pm − 1, j), 0 ≤ i ≤ pm − 2, 其计算
复杂度为 O((pm − 1)s3); 式 (17) 的计算复杂度为
O((pm − 1)s(s + m + n) + s3). 综合考虑以上因素
可知, 该迭代算法的计算复杂度为,

O(pms2) + O((pm − 1)s(s + m + n) + s3)

+ O((pm − 1)s3) = O(pms(s2 + m + n))

由此可知, 分布式滤波总体计算复杂度为 O((pm −
1)na) + O(pms(s2 + m + n)).
综上所述, 集总式 Kalman 滤波算法的计算复

杂度随着 pm 的增加以 pa
m 的速度增加, 而分布式

滤波算法的计算复杂度随着 pm 的增加而线性增加.
这一分析结果将在下一节的数值仿真中得到验证.
对两种算法的内存占用量, 我们也可做类似的

理论分析, 并得到类似的结果. 由于篇幅关系, 在此
不再详述.

3 仿真实验

为了考察本文算法的状态估计性能, 我们将其
与集总式Kalman滤波进行比较. 利用计算机群, 我
们随机选择了 400 个不同的仿真例进行了数值仿真
实验. 本节选择了其中比较典型的一例仿真实验进
行说明. 主要讨论两方面, 一是状态估计精度; 二是
计算复杂度. 所用系统模型的参数矩阵如下.

ATT (t, p) = diag(
p

p + 2
,−p + 1

p + 4
,−p + 1

p + 7
,
2p− 1
2p + 2

)

BT (t, p) =
6

p + 4




2 5 1
3 7 4
−2 −4 −8
−5 7 6




APT (t, p) =
1

5p + 5

[
10 −4 12 8
8 2 6 −10

]

APP (t, p) =
1
5

[
5 0
0 −13

]

BP (t, p) = k

[
−3 5 7
2 −4 −6

]

CT (t, p) =

[
1 2 −7 5
3 −8 −6 4

]

CP (t, p) =

[
2 0
0 −3

]

ATP (t, p) =
1

5p + 15




1 7
3 6
2 −3
−2 −7




D (t, p) =

[
1 2 −1
2 −1 −4

]

u (t, p) 和 d (t, p) 都假设是方差为 1 的白噪声, 而 k

是一个待选参数. 这一设定可使我们探讨外部干扰
强度对状态估计精度的影响. 本节所报告的结果是 k

分别取值 0.1 和 0.5 时的数值仿真结果.
本节所报告的数值仿真实验采用以下设置. 仿

真时间: T = 1000; 独立实验次数: Num = 500; 子
系统个数: pm = 200. 另外, 状态估计精度的评价由
系统总体滤波误差 Terr(t) 和单个子系统的滤波误
差 Serr(t, p) 两个指标构成, 其定义分别为,

Terr(t) ∆=
1

Num

Num∑
n=1

pm∑
p=1

‖x̂ (t, p)− x (t, p)‖2

2

Serr(t, p) ∆=
1

Num

Num∑
n=1

‖x̂ (t, p)− x (t, p)‖2

2

在上述仿真实验设置下, 得到的仿真结果如图 2 和
图 3 所示.
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(b) k = 0.5

图 2 总体滤波误差

Fig. 2 Overall estimation error

(a) k = 0.1

(b) k = 0.5

图 3 单个子系统的滤波误差

Fig. 3 Estimation error of a single subsystem

由图 2 和图 3 可以看出, 在系统总体滤波误差和单
个子系统的滤波误差两个指标上, 分布式算法都要
稍逊于集总式算法, 但这种性能劣化不是很大. 另
外, 这两种滤波算法在时间轴和空间轴上都有一个
相似的渐近稳定的过程. 同时, 图 2 还表明, 分布式
滤波算法估计误差的理论值和Monte Carlo 仿真的
计算值有很好的一致性. 这从另一个侧面验证了算
法的正确性和仿真实验的合理性.

为了比较本文算法和 Kalman 滤波算法的计算
速度, 我们还做了如下的数值仿真实验. 即当 pm 取

3 到 200 之间的整数值时, 分别对系统进行分布式
滤波和集总式 Kalman 滤波, 并记录下两种滤波所
占用的 CPU 时间. 实验结果如图 4 所示.
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(a) Estimation time
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(b) 状态估计时间之比

(b) Ratio of estimation time

图 4 分布式和集总式状态估计的计算效率比较

Fig. 4 Comparison of computational efficiency

图 4a 给出了 pm 从 3 到 200 变化时, 分布式滤波和
集总式 Kalman 滤波所用的 CPU 时间的变化, 其
结果与第 3.2 节中的理论结果吻合.
图 4b 描述的是 pm 从 3 到 200 变化时, 分布式

滤波和集总式 Kalman 滤波所用的 CPU 时间之比.
由该图可以看出, 当 pm 较小时, 集总式 Kalman 滤
波计算效率较高. 但随着 pm 的增加, 两者的比值迅
速下降. 这是因为当 pm 较小时, 系统的总状态个数
较少, 而此时分布式滤波要进行迭代运算, 所以其计
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算效率较低. 但当 pm 增加到一定程度时, 集总式
Kalman 滤波中需进行高维矩阵运算的劣势就明显
表现出来, 而分布式滤波中由于一般不会出现高维
矩阵运算的情况, 故可以避免其影响, 所以其计算效
率较高.
另外, 在子系统个数为 200 时, 集总式 Kalman

滤波需要的内存最低大约为 4MB, 而分布式滤波只
需大约 96KB 即可. 由此可以看出, 本文所给出的分
布式状态估计算法极大地降低了对计算机内存的要

求, 使其具有良好的移植性.

4 总结

针对一类一维空间分布系统, 本文提出了一种
分布式状态估计算法, 并得到了该算法收敛的一个
充要条件. 与集总式 Kalman 滤波算法相比, 在子系
统个数较多时, 该算法大幅度降低了计算复杂度和
对数据存储容量的要求, 并能实现分布式计算, 而在
估计精度上与最优估计相比并没有十分明显的损失.

本文所提算法可以推广到多维空间连接系统,
得到针对多维空间连接系统的状态估计算法. 该算
法同样由一步 Kalman 滤波算法和一步迭代算法组
成. 其中的 Kalman 滤波算法可以由本文所提的相
应算法直接推广, 迭代算法可以转化为大型稀疏线
性方程组的求解问题. 后一问题可以借助于已有的
方法加以解决, 具体参见文献 [16]. 推广后的算法收
敛性证明与本文算法没有实质性区别, 在此不再详
述.
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附附附录录录 A

在证明定理 1 之前先给出两个有用的引理. 设
线性定常系统的状态空间模型为,

x (t + 1) = Ψx (t) + Gµ(t)
y(t) = Hx (t) + ε(t)

(A.1)

其中 µ (t) 和 ε (t) 分别是均值为零协方差阵为 Q(t)
和 R(t) 的白噪声随机过程, 且二者是相关的, 互协
方差矩阵为 S(t). 对此模型可以应用标准 Kalman
滤波进行状态估计. 下面的引理 1 给出了 Kalman
滤波的收敛条件 [17]. 为此引入以下变量.

Ψs = Ψ−GSR−1H, Qs = Q− SR−1ST

引理 1.对式 (A.1) 所描述的模型, Kalman 滤波算
法是收敛的, 当且仅当以下条件都得到满足.

(1) 矩阵对 {Ψ,H} 是可检测的;
(2) 矩阵对

{
Ψs, GQs/2

}
是可镇定的; 并且如

果 Ψs 存在单位圆上的特征根时, 此矩阵对对于该特
征根是可控的.
引理 2.考虑如下矩阵递推式

Pi+1 = FTPiF + Q , Q > 0 (A.2)

如果 F 是稳定的, 即 F 的特征值都在单位圆内，则

Pi 收敛于一常值正定阵 P .
证明: 因为 F 是稳定的, 则 Lyapunov 方程

P = FTPF + Q , Q > 0 (A.3)

有唯一的正定解 P . 由式 (A.2) 和式 (A.3) 可得,

Pi+1 − P = FT (Pi − P ) F

由此递推关系可得,

Pi − P = (FT)i (P0 − P ) F i

根据 F 是稳定的条件, 有 lim
i→∞

F i = 0. 因此

lim
i→∞

(Pi − P ) = 0. 即 Pi 收敛于常值矩阵 P , 且

P 是满足方程 (A.3) 的唯一的正定阵. ¤
根据上述引理, 下面我们利用本文算法的等价

集总式形式来证明其收敛性. 为此, 首先推导本算法
的等价集总式算法表达式. 该推导由以下步骤构成,

ˆ̄x (t|t− 1) → ˆ̄x (t|t) → ˆ̄xw (t|t) → ˆ̄x (t + 1|t)
其中,

ˆ̄x (t|t− 1) =col(x̂ (t|t− 1, p, p + 1)|p=pm−1
p=1 ) (A.4)

ˆ̄x (t|t) =col(x̂ (t|t, p, p + 1)|p=pm−1
p=1 ) (A.5)

ˆ̄xw(t|t) =col (x̂ (t|t, p)|p = 1, 2, 2, 3, 3,

· · · , pm−1, pm−1, pm) (A.6)

这种分法的实质是把分布式算法分成 Kalman
滤波的测量更新算法、状态估计加权算法和Kalman
滤波一步预测算法等三个步骤. 下面具体给出每一
步的推导过程, 并最终得到其等价的集总式形式.
(1) ˆ̄x (t|t− 1) → ˆ̄x (t|t)
对式 (9) 和式 (10) 应用 Kalman 滤波算法中

的测量更新算法, 把预测值 x̂ (t|t− 1, p + 1, p) 更新
为滤波值 x̂ (t|t, p + 1, p), 同时得到 û (t|t, p + 1, p).
其等价集总式形式为,

ˆ̄x (t|t) = ˆ̄x (t|t− 1) + Kf (t)e(t)
ˆ̄u(t|t) = Q(t)DT(t)R−1

e (t)e(t)
e(t) = ȳ(t)− C(t)ˆ̄x (t|t− 1)

(A.7)

其中,

ˆ̄u (t|t) = col
(
x̂ (t|t, p, p + 1) |pm−1

p=1

)
(A.8)

ȳ (t) = col
(
y (t, p, p + 1) |pm−1

p=1

)
(A.9)

C(t) = diag(C(t, p, p + 1)|pm−1
p=1 ) (A.10)

D(t) 和 Q(t) 的定义与上述 C(t) 的定义类似. 增益
矩阵Kf (t) 由下式求出,

Re(t) =D(t)Q(t)DT(t) + F (t)R(t)FT(t)

+ C(t)P (t|t− 1)CT (t)

Kf (t) =P (t|t− 1)C(t)R−1
e (t) (A.11)

这里,

P (t|t− 1) = diag
(
P (t|t− 1, p, p + 1) |pm−1

p=1

)

F (t) 和 R(t) 的定义与 C(t) 的定义式 (A.10) 类似.

(2) ˆ̄x (t|t) → ˆ̄xw (t|t).
式 (9) 是单个子系统的加权形式, 由此可推出

等价的集总式加权形式为,

x̂w
1 (t|t) =

((
E1P1(t)ET

1

)−1
+

(
E2P2(t)ET

2

)−1
)−1

×
((

E1P1(t)ET
1

)−1
E3 +

(
E2P2(t)ET

2

)−1
E4

)

× ˆ̄x (t|t) (A.12)

其中,

x̂w
1 (t|t) =col(x̂ (t|t, p)|pm

p=1) (A.13)

P1(t) =diag (P (t|t, 1, 2),

diag
(
P (t|t, p, p + 1)|pm−1

p=1

))
(A.14)

P2(t) =diag
(
diag

(
P (t|t, p, p + 1)|pm−1

p=1

)
,

P (t|t, pm − 1, pm)) (A.15)
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E1 = diag
([ √

2In×n 0n×n

]
,
[

0n×n In×n

]
,

· · · ,
[

0n×n In×n

]
,
[

0n×n

√
2In×n

])

(A.16)

E2 = diag
([ √

2In×n 0n×n

]
,
[

In×n 0n×n

]
,

· · · ,
[

In×n 0n×n

]
,
[

0n×n

√
2In×n

])

(A.17)

E3 =diag
(
In×n,

[
In×n 0n×n

]
, · · · ,

[
In×n 0n×n

]
, In×n

)
(A.18)

E4 =diag
(
In×n,

[
0n×n In×n

]
, · · · ,

[
0n×n In×n

]
, In×n

)
(A.19)

同样对于 u (t, p) 也有,

ûw
1 (t|t) =

((
E1Pu,1(t)ET

1

)−1

+
(
E2Pu,2(t)ET

2

)−1
)−1 ((

E1Pu,1(t)ET
1

)−1
E3

+
(
E2Pu,2(t)ET

2

)−1
E4

)
ˆ̄u(t|t) (A.20)

其中,

ûw
1 (t|t) =col

(
ûw (t|t, p) |pm

p=1

)
(A.21)

Pu,1(t) =diag (Pu(t|t, 1, 2),

diag
(
Pu(t|t, p, p + 1)|pm−1

p=1

))
(A.22)

Pu,2(t) =diag
(
diag

(
Pu(t|t, p, p + 1)|pm−1

p=1

)
,

Pu(t|t, pm − 1, pm)) (A.23)

参照 ˆ̄xw(t) 的定义式 (A.6), 可以定义 ˆ̄uw(t).
由此可得,

ˆ̄xw (t|t) = E5x̂
w
1 (t|t) , ˆ̄uw (t|t) = E5û

w
1 (t|t)

(A.24)
其中,

E5 = diag

(
In×n,

[
In×n

In×n

]
, · · · ,

[
In×n

In×n

]
, In×n

)

(A.25)
把式 (A.12) 和式 (A.20) 分别代入式 (A.24) 的两式
中，可得,

ˆ̄xw (t|t) = E5

((
E1P1(t)ET

1

)−1

+
(
E2P2(t)ET

2

)−1
)−1 ((

E1P1(t)ET
1

)−1
E3

+
(
E2P2(t)ET

2

)−1
E4

)
ˆ̄x (t|t) (A.26)

ˆ̄uw (t|t) = E5

((
E1Pu,1(t)ET

1

)−1

+
(
E2Pu,2(t)ET

2

)−1
)−1 ((

E1Pu,1(t)ET
1

)−1
E3

+
(
E2Pu,2(t)ET

2

)−1
E4

)
ˆ̄u(t|t) (A.27)

(3) ˆ̄xw (t|t) → ˆ̄x (t + 1|t)
在 x̂w(t, p) 和 ûw(t, p) 已知的情况下, 由式 (1)

的第二个方程可以求得 v̂(t, p)，其等价集总式形式
为,

ˆ̄v (t) = (T(t)−APP (t))−1
APT (t)ˆ̄xw (t|t)

+ (T(t)−APP (t))−1
BP (t) ˆ̄uw (t|t) (A.28)

其中,

ˆ̄v (t) =col (v̂ (t, p) |p = 1, 2, 2, 3, 3,

· · · , pm − 1, pm − 1, pm) (A.29)

APP (t) =diag (APP (t, p)|p = 1, 2, 2, 3, 3,

· · · , pm − 1, pm − 1, pm) (A.30)

BP (t) 和 APT (t) 的定义与 APP (t) 的定义式 (a.30)
类似. 矩阵 T(t) 表示相邻子系统之间的连接关系,
且满足关系式 ˆ̄w (t) = T(t)ˆ̄v (t). 而 T (t)− APP (t)
的逆的存在性可以由空间连接系统的适定性得到保

证, 具体参见文献 [1].
由 Kalman 滤波一步预测算法可得,

ˆ̄x (t + 1|t) =A(t)ˆ̄xw (t|t) + B(t) ˆ̄uw (t|t)
+ E(t)ˆ̄v (t) (A.31)

其中 A(t)、B(t) 和 E(t) 的定义与 C(t) 的定义式
(A.10) 类似. 将式 (A.28) 代入式 (A.31), 得,

ˆ̄x (t + 1|t) = (A(t) + E(t)H1(t)) ˆ̄xw (t|t)
+ (B(t) + E(t)H2(t)) ˆ̄uw (t|t) (A.32)

其中:

H1(t) = (T(t)−APP (t))−1
APT (t)

H2(t) = (T(t)−APP (t))−1
BP (t) (A.33)

综合式 (A.7)、(A.26)、(A.27) 和 (A.32) 可得,

ˆ̄x (t + 1|t) = M (P (t|t− 1)) ˆ̄x (t|t− 1)

+ N(P (t|t− 1))
(
ȳ (t)− C ˆ̄x (t|t− 1)

)

其中 M((t|t − 1)) 和 N(P (t|t − 1)) 如式 (18) 和
(19) 所示. 由此得到与分布式滤波器等价的集总式
滤波器, 如下所示,

ˆ̄x (t + 1|t) = M (P (t|t− 1)) ˆ̄x (t|t− 1)

+ N (P (t|t− 1))
(
ȳ(t)− ˆ̄y (t|t− 1)

)

ˆ̄y(t|t− 1) = C(t)ˆ̄x (t|t− 1)
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令 ˜̄x (t + 1) = ˆ̄x (t + 1|t) − x̄ (t + 1), 则得到
分布式状态估计误差方程的等价集总式形式为,

˜̄x (t + 1|t) = f(P (t|t− 1))˜̄x (t|t− 1)

+ (B(t) + E(t)H2(t)−N (P (t|t− 1))D(t)) ū (t)

−N (P (t|t− 1))F (t)d̄ (t) (A.34)

其中

f(P (t|t−1)) = M(P (t|t−1))−N(P (t|t−1))C(t)

ū(t) 和 d̄(t) 的定义与 y(t) 的定义式 (A.9) 类似.
假设模型 (1)描述的是线性定常系统,即其系数矩阵
不依赖于时间变量 t, 则以上涉及的系统参数都是常
值. 当这些参数满足引理 1 中的条件 (1) 和 (2) 时,
随着 t 的增大, P (t|t− 1) 收敛为一常值矩阵 P . 此
时式 (A.34) 变为一个常系数递推关系.

˜̄x (t + 1|t) = f(P )˜̄x (t|t− 1)

+ (B + EH2 −N(P )D) ū (t)−N(P )F d̄ (t)

由 P˜̄x (t|t− 1) = E
(
˜̄x (t|t− 1) ˜̄xT (t|t− 1)

)
可得,

P˜̄x (t + 1|t) = f (P ) P˜̄x (t|t− 1) fT (P ) + Π (P )
(A.35)

其中,

Π(P ) =(B + EH2 −N(P )D)Q

× (B + EH2 −N(P )D)T

×+N(P )FRFTNT(P ) > 0

由引理 2 可知, 当M (P ) − N(P )C 是稳定的矩阵
时, P˜̄x (t|t− 1) 收敛到常数矩阵. 这意味着分布式
算法是收敛的. 以上证明了 2.2 节的三个条件是分
布式算法收敛的充分条件.
另外, 当分布式算法收敛时, 必须要求其按分布

式方式进行的 Kalman 滤波是稳定的, 即必须满足
定理 1 中的条件 (1) 和 (2). 除此之外, 分布式算法
的收敛性还要求式 (A.35) 中的 P ˜̄X

收敛, 这意味着
条件 (3) 也必须得到满足. 由此可知, 定理 1 中的三
个条件也是分布式状态估计算法的必要条件. ¤


