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多丢包不确定离散系统的
鲁棒Kalman滤波

郭 戈 1 王宝凤 1

摘 要 研究了同时具有不确定性和多丢包情况下的离散时变系统的

鲁棒滤波问题, 其中的不确定性是时变的, 范数有界的, 且存在于系统的

状态矩阵和输出矩阵中. 通过把多丢包问题建模成具有随机参数的系统

模型, 在允许的不确定性情况下, 给出了估计误差方差的上界, 并进一步

基于矩阵范数的意义最小化该上界. 结果表明, 通过求解两个 Riccati

差分方程, 可以设计鲁棒滤波器. 最后, 提出适合在线计算的鲁棒滤波算

法, 并通过仿真实例表明所提算法的有效性和实用性.
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Robust Kalman Filtering for Uncertain
Discrete-Time Systems with Multiple

Packet Dropouts

GUO Ge1 WANG Bao-Feng1

Abstract This paper is concerned with the robust filtering

problem for a class of discrete time-varying systems with uncer-

tainties and multiple packet dropouts. The system under con-

sideration is subjected to time-varying norm-bounded parameter

uncertainties in both the state and output matrices. Based on a

model of multiple packet dropouts, the system is modeled to one

with stochastic parameter. An upper bound on the variance of

the state estimation error is first found under admissible param-

eter uncertainties. Then, a robust filter is derived by minimizing

the prescribed upper bound in the sense of the matrix norm. It is

shown that the desired filter can be obtained in terms of the solu-

tions to two discrete Riccati difference equations. Eventually, a

robust filtering algorithm suitable for online computation is sum-

marized and a simulation example is presented to demonstrate

the effectiveness and practicable of the proposed algorithm.

Key words robust estimation, parameter uncertainties, mul-

tiple packet dropouts, Networked Control Systems(NCSs)

随着MEMS、DSP 和通信技术的飞速发展, 分布式网络

控制系统 (NCSs) 被广泛应用于工业控制、通信等领域, 它通

过共享网络实现了空间分布设备的连接, 从而使得系统结构

更具柔性, 且能减少装置、降低维护费用等. 然而, 由于网络

的承载能力和通信带宽有限, 网络系统中不可避免地引入了

两类不确定性因素: 一类是系统中存在网络时延
[1, 2]
、数据

丢包
[2, 3]
、量化失真

[4]
等问题, 这类问题通常被称为媒介不

确定性; 另一类是系统模型中存在的参数不确定性, 常被描

述为范数有界不确定性
[5, 6]

或凸多面体不确定性
[7]

. 上述

所有不确定性问题不仅大大降低了系统的性能而且也增加了

滤波估计的难度. 因此, 不确定性系统的估计技术具有十分
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重要的实际意义, 成为国内外备受关注的研究热点 [1-13]. 例

如, 文 [9][10] 中考虑了具有 i.i.d 丢包过程的不确定性离散系

统的鲁棒状态估计问题, 文 [11] 研究了系统同时具有两类不

确定性的鲁棒 H∞ 估计, 其中的媒介不确定性包括时延、丢

包及量化失真, 参数不确定性描述为凸多面体不确定性.

在实际应用中, 由于受到网络所采用的通信协议、负荷

情况、网络传输速率及信息包大小等诸多因素的影响, 连续

丢包问题逐渐突显. 特别地, 随着无线通信网络快速代替有

线通信网络, 多丢包问题尤为突出. 然而, 已有文献对具有多

丢包网络控制系统的滤波问题研究相对较少. 对具有多丢包

的线性离散随机系统, S.L.Sun 做过相关的研究: 文 [14] 中

通过把系统转换成具有时延和有色噪声的方法给出了的最

优无偏滤波器; 文 [15] 基于多丢包模型研究了最优线性估计

器, 包括滤波器、预估器和平滑器; 文 [16] 则研究了最优全

阶及最优降阶估计器. 此外, M.Sahebsar 分别在文 [17] 和

[18] 中, 研究了具有多丢包网络控制系统的最优 H2 滤波器

和最优 H∞ 滤波器, 且在文献 [19] 中考虑了具有随机延迟、

多丢包或不确定性量测时的最优滤波器. 上述文献虽然考虑

了多丢包问题, 但所得结论仍具有一定的局限性, 他们研究

的前提假设均是系统模型精确已知, 且完全忽略系统模型中

的参数不确定性因素影响, 而这些不确定性往往是不容忽视

的. 同时, 由于统计特性的复杂性, 同时考虑多丢包和不确定

性的网络系统状态估计问题仍没有得到很好的解决.

本文主要研究了具有多丢包不确定离散系统的鲁棒滤波

问题, 其中的参数不确定性为范数有界的, 不仅存在于系统

的状态矩阵中, 并且存在于系统的输出矩阵. 基于一个新的

多丢包模型, 把连续丢包概率转化为系统模型中的随机参数,

在容许的两类不确定性情况下给出估计误差方差的上界, 并

通过求解两个 Riccati 差分方程, 设计了相应的最优鲁棒滤

波器. 最后针对科学计算的特点, 给出适合在线递归计算的

鲁棒滤波算法, 并用仿真实例验证算法的实用性.

本文的组织结构如下, 第 1 部分对所研究问题进行数学

描述, 把具有多丢包的离散不确定系统建模成具有随机参数

的不确定系统, 并在第 2 部分给出相应的估计误差方差上界,

本文的主要结论及算法在第 3 部分给出, 并在第 4 部分进行

实例仿真. 最后, 第 5 部分进行总结.

1 问题定义

考虑如下具有多丢包的线性离散时变不确定系统:





x̃k+1 = (Ãk + ∆Ãk)x̃k + B̃kw̃k

zk = (C̃k + ∆C̃k)x̃k + ṽk

yk = γkzk + (1− γk)yk−1

(1)

这里, x̃k ∈ Rn 是系统状态, zk ∈ Rm 是系统量测输出,

yk ∈ Rm 是估计器端的量测输入, w̃k 和 ṽk 都是噪声向量.

不失一般性, 对系统的初始值及噪声的统计特性做如下假设.

假设1. 设初始值 x̃0, w̃k, ṽk 两两相互独立, 且满足

1) E{x̃0} = E{w̃k} = E{ṽk} = 0

2) E{x̃0x̃
T
0 } = P̃0

3) E

{[
w̃k

ṽk

] [
w̃T

l ṽT
l

]}
=

{
In+m for k = l

0 for k 6= l

假设 1 意味着 w̃k 和 ṽk 为相互独立的白噪声.

Ãk, B̃k, C̃k 为具有适当维数的时变矩阵. ∆Ãk, ∆C̃k 分别

表示系统状态转移矩阵和观测矩阵的范数有界不确定参数,
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且具有结构

[
∆Ãk

∆C̃k

]
=

[
H̃1,k

H̃2,k

]
FkẼk (2)

这里 Fk 为不确定时变矩阵, 满足

FkFT
k ≤ I, ∀k ∈ [0, N ] (3)

H̃1,k, H̃2,k, Ẽk 为适当维数的已知时变矩阵. 通常称满足式

(3) 的不确定矩阵 Fk 为可容许不确定性. γk ∈ R 为取值 0

或 1 的随机变量, 且统计特性满足假设 2.

假设2. 设 γk ∈ R 是取值为 0 或 1 的贝努力分布序列,

其统计特性为 Prob{γk = 1} = E{γk} := γ̄k

显然，由假设 2 可得

1) Prob{γk = 0} = 1− E{γk} := 1− γ̄k

2) E{(γk − γ̄k)} = 0

3) E{(γk − γ̄k)2} = (1− γ̄k)γ̄k := σ2
γ

4) E{γ2
k} = γ̄k

注1. 对于 (1) 中的多丢包模型, 最早在文献 [17] 中出

现, 用来研究简单线性系统多丢包问题. 基于假设 2 可知, 估

计器端的量测输入 yk 以概率 γ̄k 接收量测值 zk, 当量测值发

生丢失时, 前一时刻的测量输入 yk−1 将以概率 1 − γ̄k 做为

估计器的输入值. 进一步, yk 可记为

yk = γkzk + (1− γk)γk−1zk−1

+ (1− γk)(1− γk−1) · · · (1− γk−i+1)γk−izk−i + . . .

(4)

由上式知, 当 γk = 0, γk−1 = 1 时, 量测值 zk 丢失, yk =

zk−1. 同理, 当 γk = γk−1 = 0, γk−2 = 1 时, 量测值 zk 和

zk−1 均丢失, yk = zk−2, 即发生了连续丢包. 以此类推, 可

知 (4) 式可以很好地描述多丢包问题.

定义 xk = [ x̃T
k yT

k−1 ]T, 则系统 (1) 可描述如下

{
xk+1 = (Ak + H1,kFkEk)xk + Bkwk

yk = (Ck + H2,kFkEk)xk + vk

(5)

其中

Ak =

[
Ãk 0

γkC̃k (1− γk)Im

]
, Bk =

[
B̃k 0

0 γkIm

]

Ek = [ Ẽk 0 ], Ck = [ γkC̃k (1− γk) Im ]

H1,k =

[
H̃1,k

γkH̃2,k

]
, H2,k = γkH̃2,k

wk =

[
w̃k

ṽk

]
, vk = γkṽk (6)

对于系统 (5) 中的 wk 和 vk, 由假设 1 可得其统计特性为

1) E{wk} = E{vk} = 0

2) E{wkwT
k } =

[
w̃k

ṽk

]
[ w̃T

k ṽT
k ]

=

[
In 0

0 Im

]
:= In+m

3) E{wkvT
k } = γk

[
w̃k

ṽk

]
ṽk =

[
0

γ̄kIm

]
:= Sk

4) E{vkvT
k } = γ2

k
ṽkṽT

k = γ̄kIm

对于矩阵 Ak, Bk, Ck, H1,k, H2,k, 由于含有随机参数 γk,

根据假设 2, 显然下列结果成立

Āk = E{Ak} =

[
Ãk 0

γ̄kC̃k (1− γ̄k)Im

]

B̄k = E{Bk} =

[
B̃k 0

0 γ̄kIm

]

H̄1,k = E{H1,k} =

[
H̃1,k

γ̄kH̃2,k

]

H̄2,k = E{H2,k} = γ̄kH̃2,k

C̄k = E{Ck} = [ γ̄kC̃k (1− γ̄k) Im ] (7)

此外, 为了问题分析过程中表述方便, 定义下列符号表示

¯̄Ak :=

[
0 0

C̃k −Im

]
, ¯̄Bk :=

[
0 0

0 Im

]

¯̄Ck :=
[

C̃k −Im

]
, ¯̄H1,k :=

[
0

H̃2,k

]
(8)

注2. 根据 (8) 中的符号定义, 显然下列式子成立:

1) Ak − Āk = (γk − γ̄k) ¯̄Ak,

2) Bk − B̄k = (γk − γ̄k) ¯̄Bk,

3) H1,k − H̄1,k = (γk − γ̄k) ¯̄H1,k,

4) H2,k − H̄2,k = (γk − γ̄k)H̃2,k,

5) Ck − C̄k = (γk − γ̄k) ¯̄Ck.

对系统 (5), 如果采用如下形式的滤波器:

x̂k+1 = Gkx̂k + Kk(yk − C̄kx̂k) (9)

则本文的问题可描述为: 对系统 (5) 设计滤波器 (9), 选择参

数 Gk 和 Kk, 使得系统对所有可容许不确定性和多丢包问

题, 估计误差方差具有上界, 即存在正定矩阵序列 Qk(0 <

k ≤ N) 满足

E[(xk − x̂k)(xk − x̂k)T] ≤ Qk (10)

2 误差方差的上界

本节的主要目标是给出时变不确定系统 (5) 的估计误差

方差上界. 由上节可以看出, 系统 (5) 既具有不确定性又含

有随机参数 γk, 因此, 精确求出误差方差的上界是一个复杂

的过程. 下面, 首先定义

ek = xk − x̂k (11)

则

ek+1 = xk+1 − x̂k+1

= (Gk −KkC̄k)ek + Bkwk −Kkvk

+ (Ak −Gk + ∆Ak −Kk∆Ck −Kk(Ck − C̄k))xk

(12)
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考虑扩展系统状态 ηk = [ xT
k eT

k ]T, 则由系统 (5) 及 (12)

有 {
ηk+1 = (

^

Ak +
^

HkFkÊk)ηk +
^

Bkŵk

ek = [ 0 Im+n ]ηk

(13)

其中

^

Ak =

[
Ak 0

Ak −Gk −Kk(Ck − C̄k) Gk −KkC̄k

]

^

Bk =

[
Bk 0

Bk −Kk

]
,

^

Hk =

[
H1,k

H1,k −H2,k

]

Êk = [ Ek 0 ], ŵk =

[
wk

vk

]
(14)

扩展状态系统 (13) 中除了含有不确定性约束 Fk 外, 在矩阵
^

Ak,
^

Bk 及
^

Hk 中还包含随机矩阵Ak, Bk, Ck, H1,k 及H2,k.

由于其统计特性的复杂性, 很少文献中涉及具有多丢包不确

定系统的鲁棒滤波器设计问题. 下面以引理形式给出扩展系

统 (13) 的状态 ηk 的方差矩阵的线性迭代方程.

引理1. 令扩展系统状态 ηk 的方差阵 E{ηkηT
k } = Σ̂k,

则 Σ̂k 的线性迭代方程为

Σ̂k+1 = (Âk + ĤkFkÊk)Σ̂k(Âk + ĤkFkÊk)T

+ γ̄k(1− γ̄k)(Φ̂k + M̂kFkÊk)Σ̂k×
(Φ̂k + M̂kFkÊk)T

+ B̂kWkB̂T
k + γ̄k(1− γ̄k)Γ̂kWkΓ̂T

k

(15)

其中

Âk =

[
Āk 0

Āk −Gk Gk −KkC̄k

]
, B̂k =

[
B̄k 0

B̄k −Kk

]

Ĥk =

[
H̄1,k

H̄1,k −KkH̄2,k

]
, Φ̂k =

[
¯̄Ak 0

¯̄Ak −K ¯̄Ck 0

]

M̂k =

[
¯̄H1,k

¯̄H1,k −KkH̃2,k

]
, Γ̂k =

[
¯̄Bk 0
¯̄Bk 0

]

Wk =

[
In+m Sk

ST
k Im

]
(16)

¯̄Ak, ¯̄Bk, ¯̄Ck, ¯̄H1,k 如注 2 定义.

证明. 扩展系统 (13) 可表示为

ηk+1 = (Âk + ĤkFkÊk)ηk + (Φk + MkFkÊk)ηk

+ B̂kŵk + Γkŵk

其中,Âk, Ĥk, Êk 分别如 (14)(16), 由式 (8) 及注 2 可知,

Φk =

[
Ak − Āk 0

Ak − Āk −Kk(Ck − C̄k) 0

]

= (γk − γ̄k)Φ̂k

Mk =

[
H1,k − H̄1,k

H1,k − H̄1,k −Kk(H2,k − H̄2,k)

]

= (γk − γ̄k)M̂k

Γk =

[
Bk − B̄k 0

Bk − B̄k 0

]
= (γk − γ̄k)Γ̂k

由假设 2 知, Φk, Mk, Γk 是均值为 0 的随机矩阵序列, 因此,

由式 (7)(8) 及假设 2 知

E{(Φk + MkFkÊk)Σ̂k(Φk + MkFkÊk)T}
= γ̄k(1− γ̄k)(Φ̂k + M̂kFkÊk)Σ̂k(Φ̂k + M̂kFkÊk)T

E{ΓkΣ̂kΓT
k } = γ̄k(1− γ̄k)Γ̂kWkΓ̂T

k

Wk = E{ŵkŵT
k } = E

{[
wk

vk

]
[ wT

k vT
k ]

}

=

[
In+m Sk

ST
k Im

]

因此 (15) 式成立. ¤
引理2[20]. 设 A, H, E, F 及 Σ 是适当维数的实矩阵,

其中 FFT ≤ I，Σ > 0 且 Σ = ΣT. 对任意 α > 0 且满足

α−1I − EΣET > 0, 有

(A + HFE)Σ(A + HFE)T

≤ A(Σ−1 − αETE)−1AT + α−1HHT
(17)

引理3[21]. 设 fk(·), gk(·) : R2(n+m)×2(n+m) →
R2(n+m)×2(n+m),0 ≤ k < N 是矩阵函数序列, 且满足

fk(A) = fT
k (A), ∀A = AT > 0

fk(B) ≥ fk(A) ∀B = BT > A = AT > 0

及

gk(A) = gT
k (A) ≥ fk(A), ∀A = AT > 0

则方程 Ak+1 = fk(Ak), Bk+1 = gk(Bk), A0 = B0 > 0 的解

{Ak}0≤k<N 和 {Bk}0≤k<N 满足Ak ≤ Bk,其中 0 ≤ k < N .

定义1. 如果对给定正数序列 αk 和 βk,0 ≤ k ≤ N , 存在

对称正定矩阵 Σk = ΣT
k ≥ 0, (0 ≤ k ≤ N), 对所有满足式

(3) 的不确定性矩阵 Fk 有下列关系成立：

Σk+1 = Âk(Σ−1
k − αkÊT

k Êk)−1ÂT
k + α−1

k ĤkĤT
k

+ γ̄k(1− γ̄k)Φ̂k(Σ−1
k − βkÊT

k Êk)−1Φ̂T
k

+ (1− γ̄k)γ̄kβ−1
k M̂kM̂T

k + B̂kWkB̂T
k

+ γ̄k(1− γ̄k)Γ̂kWkΓ̂T
k

(18)

α−1
k I − ÊkXkÊT

k > 0 (19)

β−1
k I − ÊkXkÊT

k > 0 (20)

则称滤波器 (9) 是与矩阵序列 Σk 二次一致的滤波器.

定理1. 如果存在两个分别满足式 (19) 和 (20) 的正数序

列 αk 和 βk,0 ≤ k ≤ N , 则扩展系统 (13) 的状态方差有上

界：

Σ̂k ≤ Σk (21)

这里 Σk 满足式 (18), 且 Σ0 = Σ̂0.

证明. 由引理 1 知 {Σ̂k}满足如下递归算法:

Σ̂k+1 = f(Σ̂k)

∆(Âk + ĤkFkÊk)Σ̂k(Âk + ĤkFkÊk)T

+ γ̄k(1− γ̄k)(Φ̂k + M̂kFkÊk)Σ̂k×
(Φ̂k + M̂kFkÊk)T

+ B̂kWkB̂T
k + γ̄k(1− γ̄k)Γ̂kWkΓ̂T

k
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根据引理 2, 对 f(Σ̂k) 式右边的第一项及第二项, 如果存在两

个正数 αk 和 βk, 0 ≤ k ≤ N 满足 (19)(20), 则有

(Âk + ĤkFkÊk)Σ̂k(Âk + ĤkFkÊk)T

≤ Âk(Σ−1
k − αkÊT

k Êk)−1ÂT
k + α−1

k ĤkĤT
k

及

(Φ̂k + M̂kFkÊk)Σ̂k(Φ̂k + M̂kFkÊk)T

≤ Φ̂k(Σ−1
k − βkÊT

k Êk)−1Φ̂T
k + β−1

k M̂kM̂T
k

另外,Σ0 = Σ̂0, 则由引理 3 得 Σ̂k ≤ Σk. ¤

3 鲁棒滤波器设计

本文的主要结论以定理 2 的形式给出, 包括状态估计误

差方差上界 Qk 的存在条件, 以及使该上界达到最小值时, 滤

波器结构 (9) 中参数 Gk 和Kk 的值.

定理2. 给定正数序列 αk, βk > 0 满足不等式 α−1
k I −

EkPkET
k > 0及 β−1

k I−EkPkET
k > 0,如果下列两个Riccati

方程

Pk+1 = Āk(P−1
k − αkET

k Ek)−1ĀT
k

+ α−1
k H̄1,kH̄T

1,k + B̄kB̄T
k

+ γ̄k(1− γ̄k)( ¯̄Ak(P−1
k − βkET

k Ek)−1 ¯̄AT
k

+ β−1
k

¯̄H1,k
¯̄HT

1,k + ¯̄Bk
¯̄BT

k ), P0 ≥ Q0

(22)

和

Qk+1 = −(Nk + B̄kSk)R−1
k (Nk + B̄kSk)T

+ Āk(Q−1
k − αkET

k Ek)−1ĀT
k

+ α−1
k H̄1,kH̄T

1,k + B̄kB̄T
k

+ γ̄k(1− γ̄k)( ¯̄Ak(Q−1
k − βkET

k Ek)−1 ¯̄AT
k

+ β−1
k

¯̄H1,k
¯̄HT

1,k + ¯̄Bk
¯̄BT

k )

(23)

有正定解 Pk 和 Qk, 那么

Σn =

[
Σ1,n Σ2,n

Σ2,n Σ2,n

]
, n ∈ [0, N ] (24)

且存在二次一致滤波器 (9) 使得状态估计误差方差有上界

Qk, 其中滤波器的待定参数 Gk 和Kk 分别为

Gk = Āk+(Āk−KkC̄k)QkET
k (α−1

k I−EkQkET
k )−1Ek (25)

及

Kk = (Nk + B̄kSk)R−1
k (26)

其中, 矩阵 Āk, B̄k, C̄k, H̄1,k, H̄2,k, ¯̄Ak, ¯̄Bk, ¯̄Ck, ¯̄H1,k 满足

式 (7)(8) 中定义, 且

Nk = Āk(Q−1
k − αkET

k Ek)−1C̄T
k + α−1

k H̄1,kH̄T
2,k

+ γ̄k(1− γ̄k)( ¯̄Ak(P−1
k − βkET

k Ek)−1 ¯̄Ck

+ β−1
k

¯̄H1,kH̃T
2,k)

(27)

Rk = I + C̄k(Q−1
k − αkET

k Ek)−1C̄T
k

+ γ̄k(1− γ̄k)( ¯̄Ck(P−1
k − βkET

k Ek)−1 ¯̄CT
k

+ β−1
k H̃2,kH̃T

2,k) + α−1
k H̄2,kH̄T

2,k

(28)

证明. 当 n = 0 时,(24) 式显然成立, 即

Σ0 =

[
Σ1,0 Σ2,0

Σ2,0 Σ2,0

]
= Σ̂0 =

[
P0 0

0 0

]

假设当 n = k时,式 (24)成立. 那么,下面来证明当 n = k+1

时, 式 (24) 仍然成立.

首先, 假设

Σk+1 =

[
Σ1,k+1 Σ12,k+1

ΣT
12,k+1 Σ2,k+1

]

根据 (18) 将 Σk 按上式展开, 显然 Pk+1 = Σ1,k+1 满足式

(22), 并且可得

Σ12,k+1 = ĀkPk(Āk −Gk)T

+ ĀkΣ12,k(Gk −KkC̄k)T

+ ĀkPkET
k (α−1

k I − EkPkET
k )−1×

EkPk(Āk −Gk)T

+ ĀkPkET
k (α−1

k I − EkPkET
k )−1×

EkΣ12,k(Gk −KkC̄k)T

+ α−1
k H̄1,k(H̄1,k −KkH̄2,k)T + B̄kB̄T

k

+ γk(1− γk)[ ¯̄AkPk( ¯̄Ak −Kk
¯̄Ck)T

+ ¯̄AkPkET
k (β−1

k I − EkPkET
k )−1×

EkPk( ¯̄Ak −Kk
¯̄C)T

+ β−1
k

¯̄H1,k( ¯̄H1,k −KkH̃2,k)T + ¯̄Bk
¯̄BT

k ]

(29)

Σ2,k+1 = Qk+1 = [ 0 I ]Σk+1[ 0 I ]T

= [ Āk −Gk Gk −KkC̄k ]×
(Σ−1

k − αkÊT
k Êk)−1[ Āk −Gk Gk −KkC̄k ]T

+ α−1
k (H̄1,k −KkH̄2,k)(H̄1,k −KkH̄2,k)T

+ γ̄k(1− γ̄k)[ ¯̄Ak −Kk
¯̄Ck 0 ]×

(Σ−1
k − βkÊT

k Êk)−1[ ¯̄Ak −Kk
¯̄Ck 0 ]T

+ γ̄k(1− γ̄k)β−1
k ( ¯̄H1,k −KkH̃2,k)×

( ¯̄H1,k −KkH̃2,k)T

+ B̄kB̄T
k −KkST

k B̄T
k − B̄kSkKk

+ KkKT
k + γ̄k(1− γ̄k) ¯̄Bk

¯̄BT
k

(30)

现在, 对 Qk+1 分别关于参数 Gk 和Kk 求偏微分, 并令其值

等于 0, 即

∂Qk+1
∂Gk

= [ Āk −Gk Gk −KkC̄k ]×
(Σ−1

k − αkÊT
k Êk)−1[ −I I ]T

= 0

(31)

∂Qk+1
∂Kk

= [ Āk −Gk Gk −KkC̄k ]×
(Σ−1

k − αkÊT
k Êk)−1[ 0 C̄k ]T

− α−1(H̄1,k −KkH̄2,k)H̄T
2,k

+ γ̄k(1− γ̄k)([ ¯̄Ak −Kk
¯̄Ck 0 ]×

(Σ−1
k − βkÊT

k Êk)−1[ ¯̄Ck 0 ]T

− β−1
k ( ¯̄H1,k −KkH̃2,k)H̃T

2.k)

− B̄kSk + Kk

= 0

(32)
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对式 (31) 及 (32) 中的 (Σ−1
k −αkÊT

k Êk)−1 由矩阵逆理论知

(Σ−1
k − αkÊT

k Êk)−1 = Σk + ΣkÊT
k (α−1

k I − ÊkΣkÊT
k )ÊkΣk

进一步, 把 Σk 及 Êk 代入上式, 通过矩阵运算, 可得最小化

Qk+1 时, 最优滤波器参数 Gk 和Kk 的值分别为 (25),(26).

设

Ωk = ET
k (ξ−1

k I − EkPkET
k )−1

Ξk = ET
k (ξ−1

k I − EkQkET
k )−1

可以得出如下关系式

Ξk = (I + Ωk(Pk −Qk))−1Ωk (33)

把 (25)-(28) 分别代入 (29)(30), 并利用 (33) 式中 Ωk 与 Ξk

的转换关系, 可以得出

Σ12,k+1 = Σ2,k = Qk

= (Nk + B̄kSk)R−1
k (Nk + B̄kSk)T

+ α−1
k H̄1,kH̄T

1,k + B̄kB̄T
k

+ Āk(Q−1
k − αkET

k Ek)−1ĀT
k

+ γ̄k(1− γ̄k)( ¯̄Ak(Q−1
k − βkET

k Ek)−1 ¯̄AT
k

+ β−1
k

¯̄H1,k
¯̄HT

1,k + ¯̄Bk
¯̄BT

k )

(34)

其中 Nk 满足式 (27). 因此, 可知

Σk+1 =

[
Σ1,k+1 Σ2,k+1

Σ2,k+1 Σ2,k+1

]

从而得出 (23) 且 (24) 式成立. ¤
通过最小化估计误差方差的上界 Qk, 定理 2 给出了最

优鲁棒滤波器的设计方法. 已知著名的卡尔曼滤波不仅是最

优线性估计器, 并且具有适合科学计算的算法结构. 同样, 这

里给出适合科学计算的鲁棒滤波器递归算法.

1) x̂1
k = (I + QkET

k (α−1
k I − EkQkET

k )−1Ek)x̂k

2) x̂k = Ākx̂1
k + Kk(yk − C̄kx̂1

k)

3) Kk = (Nk + B̄kSk)R−1
k , 其中,Nk 和 Rk 分别满足

(27) 和 (28)

4) Pk+1 = Āk(P−1
k − αkET

k Ek)−1ĀT
k

+ α−1
k H̄1,kH̄T

1,k + B̄kB̄T
k

+ γ̄k(1− γ̄k)[ ¯̄Ak(P−1
k − βkET

k Ek)−1 ¯̄AT
k

+ β−1
k

¯̄H1,k
¯̄HT

1,k + ¯̄Bk
¯̄BT

k ]

5) Qk+1 = −(Nk + B̄kSk)R−1
k (Nk + B̄kSk)T

+ Āk(Q−1
k − αkET

k Ek)−1ĀT
k

+ α−1
k H̄1,kH̄T

1,k + B̄kB̄T
k

+ γ̄k(1− γ̄k)( ¯̄Ak(Q−1
k − βkET

k Ek)−1 ¯̄AT
k

+ β−1
k

¯̄H1,k
¯̄HT

1,k + ¯̄Bk
¯̄BT

k )

其中,Nk 和 Rk 分别满足 (27) 和 (28).

4 数值算例

本节通过一个仿真算例来证明文中所提算法的有效性及

实用性. 考虑具有多丢包问题的离散不确定系统 (1) 如下:

x̃k = (

[
0 0.2 sin 2k

0.3 0.3

]
+

[
0.2

0.1

]
Fk[ 0.1 0.3 ])x̃k+1

+

[
1

0.6

]
w̃k

zk = ([ 0.7 + 0.5 sin 2k 1 ] + 0.2Fk[ 0.1 0.3 ])x̃k + ṽk

yk = γkzk + (1− γk)yk−1

其中, w̃k, ṽk, γk 的统计特性满足假设 1 和假设 2, 并且取

γ̄k = 0.6. 设 Fk = sin 3k, 则满足 FkFT
k ≤ I, ∀k ∈ [0, N ].

另外, 设 αk 和 βk 的值分别取为 0.2 和 0.3, 并设 P0 =

5I3,Q0 = 2I3,则对误差方差上界,通过MATLAB仿真实验,

可得状态 x1 和状态 x2 的误差方差上界 Q(1, 1) 和 Q(2, 2),

分别如图 1 中 (a) 和 (b) 所示. 此外, 使用文中所提鲁棒滤波

器算法, 通过 100 次采样, 给出从时刻 t = 0 到时刻 t = 450

的实际估计误差期望, 如图 1 所示. 由图 1 可以看出实际误

差方差未超出各自上界, 从而证明本文算法的有效性, 同时,

本文所提算法可递归求值, 适合科学计算, 具有一定的实用

性.

(a) 状态 x1

(a) The state x1

(b) 状态 x2

(b) The state x2

图 1 状态 (x1, x2)T 的实际误差与上界

Fig. 1 Upper bound and actual error of state (x1, x2)T

5 结束语

本文基于一个新的多丢包模型, 研究了离散不确定系统

的状态估计问题, 设计了相应的鲁棒滤波器策略, 并给出适

合在线计算的具体算法. 最后, 通过实际算例展示了算法的

有效性和实用性.
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基于本文的工作, 进一步的研究方向及需要考虑的问题

为:1) 同时具有延迟、量化失真、多包丢失网络环境中的估计

问题;2) 系统模型更复杂的情况, 如非线性系统的状态估计问

题.
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