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l 引言 中心力场中的弪典轨道封闭性的条件·这里我们拓 

中心力场中运动的粒子，其经典轨道保持在平 

面内，但一般是不封闭的．Bertrand定理指出，只 

有Coulomb场和各向同性谐振子势才能保证经典 

轨道是闭合的[1]．同时，在超对称量子力学中，也 

只有 Coulomb场和各向同性谐振子势才可以保证 

径向Schr6dinger方程因式分解产生能量和角动量 

的升降算子口“]．此外，对于 Coulomb场，存在守 

恒的 Rungo-Lenz矢量保证轨道的封闭性 ，它使得 

系统具有高于几何对称性 SO 的动力学对称性 

SO L5 ]．对于各向同性谐振子势，也有类似的结 

论 ．可见，对于 Coulomb场和各向同性谐振子势 

经典轨道的封闭性和径向Schr6dinger方程因式分 

解具有明显的对应性嘲．本文针对组合中心势将进 
一 步考察这种特殊的经典和量子力学对应性，即研 

究在部分破坏这两种势的对称性情况下，经典轨道 

的封闭性和径向Schr6dlngor方程因式分解的相应 

表现形式，更详细的内容可参见文献[9，l0]． 

2 Bertrand定理的推广 

Bertrand定理给出了幂指数型( 0)一n ) 

宽这种假设的限制，讨论更一般的情况．对于组合 

中心势 

( )一 (r)+ ， (1) 

在适当的角动量下， ( )为 Coulomb场和各向同 

性谐振子势．仍可保证经典轨道是闭合的． 

证明过程可以简述如下： 

从轨遭运动方程出发，要求存在圆轨道并保持 
r 2 

稳定性，即要求力是向心的和等效势 V(r)+ 的 

二节导数为正，可得：当a>O，v>O；当d<0，一2 

< <0．此时势的附加项 不影响轨道的稳定性． 
， 

当系统参数变化对应于给圆轨道以小扰动影响时． 

对轨道方程进行Taylor展开取一节小量，可得偏 

离轨道 闭合的条 件：( + 2) 为 有理数 ( = 

I 

√l+巷)．进一步研究在大扰动下，类似Bertand u 

定理的证明，可得轨道仍然保持封闭的条件为 = 

一 l或 =2．因此，可知 为有理数． 

(1)碱金属 的价电子势可以近似采 用屏蔽 
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Coul0mb场描述为 

( )一 

轨道方程可写为 

=  1[】+ 丁 j · 

轨道 的进 动都 限制 在 近 日点 圆(r 一 · 

(2) El-√r 玎])和远 日点圆( = · 

这里 =√l一等．由于 <】( >。)，所以不存在椭 
圆轨道．一般情况下，即当 取无理数时，轨道是 

不封闭的，在一个不变环面上进动，参见图 ． 

图1在r一。平面内屏蔽c。ul。Ⅲb势(2) 塑非闭合轨道进 
动 (̂=0．2， _-u_0 5和 =l／2+√ 2／10O) 

图2在 一日平面内屏蔽 Coulomb势(2)式的闭合轨道(̂： 

咀2和 月：一0．5) 

(a) =1／2(L—z／3√ 】{(b) 一2／s(L一3，5、／j五j； 

(c) =3／4(L；4／7 】；(d) 一4／5(̂一Z／S√ ) 

rl+ 玎= 可面_-])之间．但当 取有理数时，仍 

存在闭合轨道，一些例子参见图 2(a)～(d)．轨道 

的几何依赖于角动量L，而与能量 无关．近日点 

坐标为 目。一0。=2n ．远 日点坐标为 0 一目c= 

(2“Tl1 A．此时Runge Lenz矢量不在是守恒量， 

但存在矢量 

一 × 一 ( +2 Z '／r。， ( 

在近 日点和远 日点满足dR／d =0，并且 lRl= 

√2(日一当)L +(1+等) 分别保持不变嘲-该广义 
Runge—Lenz矢量表明系统仍具有高于几何对称性 

的动力学对称性． 

(2)屏蔽的各向同性谐振子势可写为 

矿 (r)一 r 

轨道方程可写为 

这里 = ，『=i ．同样当 取有理数时，轨道 

是闭台的．近日点坐标为 一日。一n ／ ，远 日点坐 

标为 0．一 =( +l／2) ／ 当 取 l／Z，2／3，3／d 

和d／5时，运动轨道参见图 3(a)～(d)． 

图3 在 一日平面内屏蔽各向同性谐振子势(5)式的闭合轨道 

(̂：0．2和 一5) 

一 一 ～ 一 

0  0  0  0  2  

m L 叭 
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3 径向Schr6dinger方程的因式分解 

对于组合中心势 ( )= )+6／r。．当 (r) 

为Coulomb场或各向同性谐振子势，径向Schrdd— 

inger方程的因式分解产生能量升降算子．但不能 

产生角动量的升降算子． 

证明过程可以简述如下： 

在守恒量忸 ， ， )的完备集下，径向Schrdd~ 

inger方程可化为 

D． ) ---‘0)一 2B。t ’(r)， (7) 

这里 D )一 d 2／dr。一 t‘( + 1)／r 一 2W(r)， ‘ 

= 一 1／2+( +t／2)，工 二- 7 -j-阿 ．由于 

△ =士1不能导致 At一土1，所以不存在角动量的 

升降算子．进一步将径向Schrddinger方程改写为 

， ) ． ’(r)一 (z‘+ 1)z．．．一(r)， (8) 

这 里 ，(r)= d̈ ／ +2 。r 一 2W (r) ．采 用 

WKB方法，可得到能量本征值 刀。一 [” ]． 

此时保证 不变，即 不变，可以得到能量的升降 

算子． 

(1)当 <0时，即对应于屏蔽的Coulomb场 

(w(r)一 )，式(8)因式分解可得 

～  (南 ) 一 + ．̈ 
(9) 
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4 结论和讨论 
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Abstract：It is shown that for a particle with suitable angular momenta in the screened coulomb poten— 

tial or isotropie harm onic potential'there still exists closed orbits rather than ellipse，characterized by the 

conserved perihelion an d aphelion vectors，i-e·'extended Runge—Lenz vector，which im plies a higher dy 

namical symm etry than the geometrical gymmetry So For the potential， factorization of the radial 

SchrSdingar equation to produce raising an d lowering operators also pointed oat． 

Key words：Bertrand s the0rein；closed orbits：creati0n and annihilation operat0r 
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