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基于自适应陷波滤波器的频率和幅值估计

储昭碧 1 张崇巍 1 冯小英 1

摘 要 估计正弦信号的频率和幅值以实现准确信号跟随具有广泛的应用. 本文采用三维自适应陷波滤波器分析正弦信号,

提出了非归一化和归一化两种频率估计方法, 两种算法都具有圆形周期轨道, 能够获得信号的频率和幅值的准确估计以及正

弦跟踪. 用 Lyapunov 定理和平均方法证明积分流形的存在性和一致渐近稳定性. 归一化算法改进了非归一化的收敛速度受

制于信号幅值的缺点. 分析了估计器的带宽参数和频率自适应增益参数对频率跟踪暂态速度和稳态精度以及噪声特性的影响.

通过仿真证实了算法的有效性.
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Adaptive Notch Filter-based Frequency and Amplitude Estimation

CHU Zhao-Bi1 ZHANG Chong-Wei1 FENG Xiao-Ying1

Abstract Estimation of frequency and amplitude is widely used to accurately trace an unknown sinusoid. Two algo-

rithms, the non-normalized and the normalized frequency estimators, for analysis of sinusoid using 3-dimension adaptive

notch filter are presented in this paper. Both of them can achieve accurate estimates of the frequency and the amplitude

as well as the tracing of input sinusoid and have circular periodic orbits. The existence and the uniformly asymptotical

stability of the integral manifold are verified by Lyapunov stability theorem and the averaging method. The drawback

of the non-normalized estimator that the convergence speed is strongly dependent on signal amplitude is amended in the

normalized estimator. The effects of the bandwidth parameter and the adaptive gain of estimators on the transient speed

and the steady state accuracy as well as the noise characteristics of the algorithms are investigated. The validity of the

proposed estimators is verified by simulation results.

Key words Adaptive notch filter, frequency estimation, normalized frequency estimation, stability analysis, integral

manifold

分析频率未知的周期信号广泛应用于谐波检

测、噪声抑制、振动研究中, 估计正弦信号的频率和
幅值是其核心内容. 考虑单个正弦信号

u(t) = U sin(ω0t + δ0) (1)

其幅值 U、频率 ω0和初相角 δ0为未知的恒值. 近年
来广泛讨论用自适应陷波滤波器 (Adaptive notch
filter, ANF) 估计频率[1−9], 它自动使其陷波频率跟
随输入信号的频率变化, 抑制噪声或提取信号. 采用
文献 [1−2] 的梯度下降方法, 文献 [3−4] 直接以幅
值、频率、相位为状态变量, 得到时变动力系统模型
(Amplitude frequency phase model, AFPM),为三
维非线性 ANF.

ȧ = µ1 (u(t)− a sinφ) sin φ
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ω̇ = µ2 (u(t)− a sinφ) cos φ (2)

φ̇ = ω + µ3ω̇

其中, µ1、µ2、µ3 是正实参数, a、ω、φ分别作为幅

值 U、频率 ω0和初相角 δ0的估计值. 但该算法的最
佳参数与输入信号的幅值 U 的大小有关, 系统的鲁
棒性较差.

由于正弦信号的幅值与频率是相互高度耦合的,
常使得频率估计的暂态响应速度显著地受幅值大小

的影响, 如文献 [3−6] 的算法, 文献 [7] 称之为非归
一化估计器 (Non-normalized estimator), 而将暂态
收敛速度几乎不受幅值影响的算法称为归一化估计

器 (Normalized estimator). 文献 [7] 提出一种复杂
的全局收敛的归一化频率估计器, 如下式.

ẍ + 2ςθẋ + θ2x = θ2u(t)

θ̇ = −γx (θ2u(t)− 2ςθẋ) (3)

γ =
ε

(1 + N (x2 + θ−2ẋ2)) (1 + µ |θ|α)

其中, α ≥ 1, N , µ, ε与 ς 都是正实数. 以 θ 作为频

率 ω0 的估计值, ς 是阻尼系数, γ 称为自适应增益.
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对式 (1) 的输入信号, 得到以下轨道

O1 =




x̄

˙̄x
θ̄


 =



−(2ς)−1U0 cos(ω0t + δ0)
(2ς)−1ω0U0 sin(ω0t + δ0)

ω0




算法的参数较多, 物理意义不明确, 轨道 O1 与参数

ς 有关, 计算 γ 的复杂算式使得稳定性保证复杂化,
这些使得参数整定较为困难.

文献 [8] 采用固定自适应增益 γ, 并把二阶微分
方程改进为

ẍ + 2ςθẋ + θ2x = 2ςθ2u(t)

θ̇ = γx
(
θ2u(t)− θẋ

)
(4)

若输入信号为式 (1), 得到以下轨道

O2 =




x̄

˙̄x
θ̄


 =



−U0 cos(ω0t + δ0)
ω0U0 sin(ω0t + δ0)

ω0




轨道 O2 改进了轨道 O1 受参数 ς 影响的缺点, 减少
了计算量. 文献 [9] 指出轨道 O1 与 O2 的两个状态

变量都不等于输入信号 u(t), 不利于信号的提取与
跟随, 故进一步改进后得到以下的轨道

O3 =




x̄

˙̄x
θ̄


 =



−ω−1

0 U0 cos(ω0t + δ0)
U0 sin(ω0t + δ0)

ω0




文献 [9] 提出直接把 ˙̄x作为 u(t)的估计值, 以提高
信号跟随性能. 另外, 文献 [8−9] 的收敛速度都受输
入幅值大小影响, 属于非归一化算法.
文献 [5−9] 都没有讨论正弦信号幅值估计问题.

由于 O1、O2 和 O3 都是椭圆形轨道, 不能直接通过√
x2 + ẋ2 获得幅值估计量.
本文先提出改进的具有圆形周期轨道的非归一

化频率和幅值估计算法, 再讨论一种简单的归一化
算法, 最后通过仿真验证频率估计、幅值检测和信号
跟随性能.

1 非归一化频率估计算法

取二维状态变量为 xxx = [x1 x2]T, 为分析频率
已知的式 (1) 的正弦输入信号 u(t), 采用文献 [1−4]
的梯度下降方法, 经旋转变换得以下算法[10]

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
−µ ω0

−ω0 0

][
x1

x2

]
+

[
µ

0

]
u(t)

a =
√

x2
1 + x2

2 (5)

其中 a作为输入幅值 U 的估计值. 用估计频率 θ 替

换指定频率 ω0, 参考文献 [8−9]的频率更新法则,可
得下述非归一化频率估计算法

ẋxx = A(θ)xxx + Bu(t) (6)

θ̇ = γx2(u(t)− x1) (7)

其中

A(θ) =

[
−µ θ

−θ 0

]
, B =

[
µ

0

]

参数 µ称为状态方程 (6) 的带宽参数, 参数 γ 是频

率更新法则 (7) 的自适应增益.
命题 1. 存在 γ0 > 0, 对于任意 γ ∈ [0, γ0],

估计器 (6) 和 (7) 存在 γ-族缓慢积分流形Mγ , 它
任意趋近所对应的积分流形M0, 它可表示为

M0 =
{

(t, θ,xxx) : θ2x2
1+ω2

0x
2
2 =

µ2ω2
0θ

2U2

µ2ω2
0+(θ2−ω2

0)2

}

证明. 当 γ = 0时, θ 固定, 此时状态方程 (6)
简化为线性时不变系统, 其状态矩阵 A(θ)的特征值
为

λ1,2 = −0.5µ± 0.5
√

µ2 − 4θ2 (8)

由于 µ > 0, λ1,2 是两个负实数或具有负实部的一对

共轭复数, 依据 Lyapunov 定理知状态方程是全局
一致指数稳定的, 收敛速度主要决定于参数 µ.
可以验证, 对于式 (1) 的输入, 稳态响应为

xxx0(t, θ)= U cos ϕ0

[
sin(ω0t + δ0 + ϕ0)

ω−1
0 θ cos(ω0t + δ0 + ϕ0)

]
(9)

ϕ0 =arctan
(

θ2 − ω2
0

µω0

)
(10)

把式 (9) 和式 (10) 代入M0 可验证等式成立.
考虑 γ > 0即 θ 变化时情况, 依据文献 [10] 的

缓慢积分流形思想, 将其作为许多个固定 θ 所对应

的稳态响应系列. 为分析在每个响应 xxx0(t, θ)附近的
系统性能, 引入状态 xxx与 xxx0(t, θ)之差作为新变量.

zzz = [z1 z2]T = xxx− xxx0(t, θ) (11)

将式 (6) 和 (7) 改写为

żzz = A(θ)zzz + γxxx0
θ(t, θ)F1(t, θ, zzz)

θ̇ = γF1(t, θ, zzz) =

γ(z2 + x0
2(t, θ))(u− z1 − x0

1(t, θ)) (12)

其中, xxx0
θ(t, θ) = ∂xxx0(t,θ)

∂θ
是关于 θ灵敏度函数向量.

考虑 xxx0(t, θ)和 xxx0
θ(t, θ)关于 t和 θ都是有界的

和连续的, 从而 xxx0
θ(t, θ)关于 θ满足 Lipschitz条件,
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F1(t, θ, zzz)是连续函数, 故在紧集上有界并且关于 θ

和 zzz满足 Lipschitz条件,由文献 [10]证得 γ0和Mγ

的存在性. 即:

若

[
xxx(t0)
θ(t0)

]
∈Mγ ,则

[
xxx(t)
θ(t)

]
∈Mγ , ∀t > t0

如文献 [10] 所述, 若积分流形表示为

Mγ = {(t, θ,xxx) : xxx = hhhγ(t, θ)}
则可展开为级数形式

hhhγ(t, θ) = xxx0(t, θ) + γhhh1(t, θ) + γ2hhh2(t, θ) + · · ·
注意式中有 hhh0(t, θ) = xxx0(t, θ), 于是随着 γ → 0, 有
Mγ →M0. ¤
命题 2. 存在 γa, 使得对于任意 γ ∈ (0, γa],

在积分流形Mγ 上, 估计频率 θ 是一致渐近稳定的,
即随着 t → +∞有 θ → ω0, 估计器 (5) ∼ (7) 具有
唯一的圆形周期轨道

O =




θ̄

x̄1

x̄2

ā




=




ω0

U sin(ω0t + δ0)
U cos(ω0t + δ0)

U




(13)

证明. 对于式 (12), 由于 u关于 t是周期 T =
2π/ω0 的, 则 hhhγ(t, θ), zzz, F1(t, θ, zzz)关于 t也是周期

T 的[11]. 注意到 γ = 0包含 zzz = 0, 此时频率更新法
则简化为

θ̇ = γF1(t, θ, 0) = γx0
2(t, θ)

(
u− x0

1(t, θ)
)

(14)

对式 (14) 运用平均方法[12] 得到其平均方程为

θ̇a = −γ · F̄1(θa) (15)

其中

F̄1(θa) =
1
T

∫ T

0

F1(t, θa, 0)dt =

0.5µU2θa(θ2
a − ω2

0)
µ2ω2

0 + (θ2
a − ω2

0)2
(16)

考虑 θa 6= 0, 则 θa = ±ω0 是 F̄1(θa)的孤立奇点.

∂F̄1(θa)
∂θa

∣∣∣∣
θa=ω0

=
U2

µ
> 0

根据文献 [10]中定理 4.1可证 γa 的存在性以及 θ的

一致渐近稳定性. 此时其线性化系统可写为

θ̇a = −γ

µ
U2(θa − ω0) (17)

在平均意义下估计频率 θ 按照 exp(−γU2/µ) 指数
收敛到 ω0. 把 θ = ω0 代入式 (5)、(9) 和 (10) 即得
式 (13). ¤

新算法只有两个参数, 比式 (2) 少一个, 并且不
需要计算正弦和余弦函数. 文献 [3] 的引理 1表明,
新算法相当于式 (2) 最佳参数匹配下的系统. 由于
O为圆形轨道, 可用式 (5) 估计幅值 U . 把式 (6) 改
写为

ẍ2 + µẋ2 + θ2x2 = −µθ · u(t)

可见式 (6) 的 µ相当于式 (4) 的 2ςθ, 对于给定的 µ,
新算法相当于式 (4) 的 ς 跟随 θ而变化, 暂态性能更
加平稳, 除获得信号频率 θ̄、输入信号的直接跟随 x̄1

以外, 还获得 u(t)的幅值相等但相位超前 π/2的正
交输出 x̄2.

2 归一化频率估计算法

为消除式 (16) 中幅值 U2, 采用下述归一化频
率更新法则

θ̇ = γx2

u− x1

a2
(18)

其与式 (5)和 (6)一起构成归一化频率估计算法. 参
考命题 1可直接证得归一化算法的积分流形的存在
性. 命题 2 同样适用于归一化算法, 下面给出其证
明.

证明. 利用式 (11) 参考式 (12), 将式 (18) 改
写为

θ̇ = γF2(t, θ, zzz) =

γ
(z2 + x0

2(t, θ)) (u− z1 − x0
1(t, θ))

(z1 + x0
1(t, θ))

2 + (z2 + x0
2(t, θ))

2 (19)

参考式 (14), 将式 (19) 简化为

θ̇ = γF2(t, θ, 0) =
γx0

2(t, θ) (u− x0
1(t, θ))

(x0
1(t, θ))2 + (x0

2(t, θ))2
(20)

对式 (20) 运用平均方法[12]

F̄2(θa) =
1
T

∫ T

0

x0
2(t, θa) (u− x0

1(t, θa))
(x0

1(t, θa))2 + (x0
2(t, θa))2

dt =

1
T

∫ T

0

x0
2(t, θa)u

(x0
1(t, θa))2 + (x0

2(t, θa))2
dt =

−θa(θ2
a − ω2

0)F̃2(θa)

推导过程中依据定积分中值定理有

F̃2(θ) =
1
2π

∫ 2π+δ0+ϕ1

δ0+ϕ1

cos2 x

ω2
0 sin2 x + θ2 cos2 x

dx =

cos2 ξ

ω2
0 sin2 ξ + θ2 cos2 ξ

> 0
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其中 ξ 是关于 (θ, µ, ω0, δ0)的函数, 且

δ0 + ϕ1 ≤ ξ ≤ 2π + δ0 + ϕ1

故 F̃2(θ) 与信号幅值无关, F̃2(ω0) = 1/(2µω2
0). 从

而得到平均方程

θ̇a = −γF̄2(θa) = −γθa(θ2
a − ω2

0)F̃2(θa) (21)

显然 θa = ±ω0 是式 (21) 的孤立平衡点, 而且

∂F̄2(θa)
∂θa

= 2θ2
aF̃2(θa) +

(θ2
a − ω2

0)

(
F̃2(θa) + θa

∂F̃2(θa)
∂θa

)

当 θa = ω0 时,

∂F̄2(θa)
∂θa

∣∣∣∣
θa=ω0

= 2ω2
0F̃2(ω0) =

1
µ

此时其线性化系统可写为

θ̇a = −γ

µ
(θa − ω0) (22)

根据文献 [10] 中定理 4.1, 命题得证. ¤
与非归一化算法 [5−6, 8−9] 相比, 归一化算法频

率更新法则与输入信号幅值无关. 这适于在幅值大
范围变化情况下准确快速估计频率. 与式 (3) 相比,
本算法结构简单, 参数少, 周期轨道与 ANF的参数
µ、γ 无关. 因此滤波器的设计和参数调整相对简单.
由式 (5) 得到幅值估计 a对时间 t的导数为

ȧ =
x1ẋ1 + x2ẋ2√

x2
1 + x2

2

= µ
x1 (u(t)− x1)

a
(23)

这表明幅值的收敛速度主要决定于带宽参数 µ, 受
参数 γ的影响相对较小. 这使得在设置参数时, 可先
按照幅值收敛性能要求选择 µ, 然后再根据频率收
敛要求选择 γ.
本算法缺点是采用了除法, 为避免出现除数为 0

的错误, 必须保证对任意时刻 t总有

x2
1(t) + x2

2(t) > 0

在渐近稳定系统中, 初值不影响系统的稳态输出, 可
将初值设定为最大上限值, 其次通过设置 a 的小阈

值对 a2 进行限幅处理. 暂态过程中限幅处理不改变
系统的稳定性, 最多只对暂态响应速度产生较小影
响. 由于受数据字长和量化误差限制, 实际系统都存
在事实上的上下限阈值, 这不影响算法的工程应用.

3 算法性能评价

状态方程 (6) 分别与非归一化频率估计式 (7)、
归一化频率估计式 (18) 组成非线性微分方程组, 所
提算法属于微分方程初值问题. 工程上解这类问题
的常用的单步方法主要有 Euler法、梯形积分法以
及 Runge-Kutta方法. 状态方程和频率更新法则都
满足 Lipschitz 条件, 采用四阶 Runge-Kutta 方法
能够保证收敛性与相容性, 且具有 4阶精度[13]. 因
此在 Matlab 7.0环境下, 采用 ODE45解析器进行
仿真, 以讨论估计器的动态响应速度和稳态响应精
度及其与参数 µ、γ 大小之间的关系. 为方便讨论,
令 θ(t) = 2π · f(t), f(t)为频率, 单位为 Hz, 初值
为 f(0) = 50 Hz, 输入信号初相角为 δ0 = 0.4π rad,
采样频率取 10 kHz.

3.1 跟随特性

考虑输入信号的幅值保持为 1.0V, 初始频率为
40Hz, 在 t = 1.0 s时跳变到 60Hz. 在式 (5) ∼ (7)
中设定 µ = 100π、γ = 10,得到结果如图 1所示. 在
式 (2)的APFM算法中设定 µ1 = µ2 = 100π、µ3 =
10, 所得曲线如图 2 所示.

(a) 估计频率曲线

(a) Frequency estimate

(b) 估计幅值曲线

(b) Amplitude estimate

(c) 跟随误差曲线

(c) Following error

图 1 本文非归一化算法跟随性能

Fig. 1 The tracing performance of the proposed

non-normalized estimator
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(a) 估计频率曲线

(a) Frequency estimate

(b) 估计幅值曲线

(b) Amplitude estimate

(c) 跟随误差曲线

(c) Following error

图 2 AFPM算法跟随性能

Fig. 2 The tracing performance of AFPM

比较图 1和图 2, 在 t = 1.0 s后, 显然 f1、a1的

暂态过程比 f2、a2 的平稳得多, f1 近似指数变化,
而 f2 近似斜波变化; a1 变化范围 0.5V, a2 变化量

达到 1.0V; e1 变化 ±0.5V, e2 变化 ±1.0V.
设估计器参数为 γ = µ = 100π, 输入频率起始

为 40Hz,在 15 s跃变 60Hz,在 30 s再跃变回 40Hz,
信号幅值分别为 0.1V、0.5V和 1.0V. 在上述相同
参数和初值条件下, 非归一化和归一化算法所估计
的频率分别如图 3、图 4所示.
从图 3知非归一化算法的频率跟随特性极大地

受制于输入信号的幅值, 在小幅值 (如 U = 0.1V)
条件下动态响应太慢, 不能实现正确的频率跟随, 故
此种算法只用于幅值较大的情况, 以充分展示其计
算简单的优点.
图 4 中归一化算法的三条频率曲线基本重合,

体现了该算法不受信号幅值影响的优点, 当然这是
以增加计算量为代价的. 从图 3与图 4、式 (17) 与
式 (22) 知, 当信号幅值等于 1.0时, 非归一化算法与
归一化算法的频率特性曲线是一致的.
在幅值 U = 0.5V 时, 保持 γ = µ, 让 µ 分别

为 20π、200π 进行仿真, 结果频率曲线与图 4的对
应于 γ = µ = 100π 的曲线基本重合, 显示频率跟踪
曲线主要决定于参数之比 γ/µ, 而单个参数的大小

基本无关, 这符合式 (21) 和 (22) 的结果. 图 5保持
µ = 100π, 显示当 γ 越大时, 频率跟踪的暂态响应
速度则越快.

图 3 不同幅值下非归一化估计频率

Fig. 3 Frequency estimates of non-normalized estimator

with different amplitudes

图 4 不同幅值下归一化估计频率

Fig. 4 Frequency estimates of normalized estimator with

different amplitudes

图 5 γ 改变时归一化估计频率 (µ = 100π)

Fig. 5 Frequency estimates of non-normalized estimators

of different γ with µ = 100π
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图 6 是在频率保持 50Hz 不变, 估计器已达稳
定状态后, 在 t = 10 s 处信号幅值从 1.0V 跌降到
0.2V,图中应有 4条曲线, 2条实线 (对应µ = 2π)、2
条虚线 (对应 µ = 20π) 分别重合, 这表示此时幅值
估计响应速度基本决定于参数 µ, 而与 γ 值基本无

关. 这符合式 (23) 的结论.

图 6 不同参数下归一化估计幅值

Fig. 6 Amplitude estimates of normalized estimators of

different parameters

3.2 噪声特性

在输入信号中添加均值等于 0、方差为 0.2V的
随机噪声. 设输入信号幅值为 1.0V, 频率为 60Hz,
采用归一化算法, 稳态频率局部放大后如图 7 所示.
参数 γ、µ变化对频率估计精度都有影响, γ 的影响

更大, 减小 γ 能提高频率估计抗干扰性能. 结合图 5,
频率估计的暂态速度与稳态精度对 γ 的要求相互矛

盾.
图 8 给出参数 γ、µ 变化对噪声条件下幅值的

影响. 幅值估计抗干扰特性主要取决于 µ, 显然 µ越

小, 则抗噪声性能越好. 结合图 6, 幅值响应的暂态
速度与稳态精度对 µ的要求是相互矛盾的.

(a) γ = µ, µ = 2π 时估计曲线

(a) The estimate with γ = µ, µ = 2π

(b) γ = µ, µ = 20π 时估计曲线

(b) The estimate with γ = µ, µ = 20π

(c) γ = 5µ, µ = 2π 时估计曲线

(c) The estimate with γ = 5µ, µ = 2π

图 7 归一化估计频率噪声特性

Fig. 7 Noise characteristics of frequency estimates of the

non-normalized estimator

(a) γ = µ, µ = 2π 时估计曲线

(a) The estimate with γ = µ, µ = 2π

(b) γ = µ, µ = 20π 时估计曲线

(b) The estimate with γ = µ, µ = 20π

(c) γ = 5µ, µ = 2π 时估计曲线

(c) The estimate with γ = 5µ, µ = 2π

图 8 归一化估计幅值噪声特性

Fig. 8 Noise characteristics of amplitude estimates of the

non-normalized estimator

4 结论

本文提出两种 ANF实现频率估计, 都可获得圆
形周期轨道, 方便检测输入正弦信号幅值. 非归一化
算法计算简单, 但暂态响应速度极大地受限于输入
信号的幅值大小, 这使得参数设定较为困难, 主要应
用于幅值大小改变不大的场合. 归一化算法虽然增
加了计算量, 但其性能不受输入信号的幅值大小的
制约, 应用范围广. 采用缓慢积分流形思想, 说明两
种算法的渐近稳定性, 分析了算法性能与参数大小
的关系, 说明减小参数可提高抗干扰性能, 但会降低
暂态响应速度. 本文算法是基于单个正弦输入信号
展开讨论, 对于更一般的多正弦输入叠加的周期信
号的分析还需进一步研究.
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