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一种增量式非负矩阵分解算法 
郭  立，张守志，汪  卫，施伯乐 

(复旦大学计算机科学技术学院，上海 200433) 

摘  要：针对现有的非负矩阵分解算法在应用于问题规模逐渐增大的情形时，运算规模随之增大、空间和时间效率不高的情况，提出一种
增量式非负矩阵分解算法，使用分块矩阵的思想降低运算规模，利用上一步的分解结果参与运算从而避免重复运算。实验结果表明，该算
法对节约计算资源是有效的。 
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【Abstract】When existing Non-negative Matrix Factorization(NMF) algorithm is applied to a problem of incremental scale, the consumption of 
space and time behaves inefficiency. This paper proposes an Incremental Nonnegative Matrix Factorization(INMF) algorithm, which uses partitioned 
matrix theory to reduce the computing scale, and uses decomposition results already derived to avoid re-calculating every time. Experimental results 
show that the algorithm performs efficiently for saving computing resources. 
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1  概述 
非负矩阵分解(Nonnegative Matrix Factorization, NMF)一

直是很有意义的研究问题，文献[1]阐述了其基本思想，让这
一问题为更多人所关注，文献[2]提出一种迭代算法，使得相
关研究蓬勃展开。近几年中，NMF成功地应用于图像、语音
等多媒体信息的分析与处理，文本聚类与挖掘，生物医学、
遗传学和化学的各种研究，以及环境数据处理、信号分析与
目标识别等诸多方面[3-7]，并表现出很好的效果。但当前的各
种应用数据量显著变大，像网络数据以及大型的图像数据库
所形成的矩阵规模都非常大，在问题规模逐渐增大的情形时，
直接使用现有的算法每次都重新运算全部数据，处理的矩阵
规模太大，在保证效果的同时效率比较低下。本文提出了一
种增量式非负矩阵分解 (Incremental Nonnegative Matrix 
Factorization, INMF)算法，使得非负矩阵分解算法在应用于
逐渐增大的矩阵时能利用上一步的分解结果，从而达到节省
内存资源和时间消耗的效果。 

2  非负矩阵分解算法 
非负矩阵分解的思想可以描述为给定一个非负矩阵 V，

非负矩阵分解算法寻找非负矩阵 W和非负矩阵 H，使之满足: 
≈V WH                                     (1) 

这种分解可以解释为，初始矩阵 V中的每一列向量为对
左矩阵 W 中所有基向量(行向量)的加权和，其权重系数为右
矩阵 H中对应列向量中的元素，因此，W称作基矩阵，H称
作系数矩阵。 

式(1)表明，非负矩阵分解形成的只是一种近似分解，并
不要求 V 严格等于 W 和 H 的乘积，为此有必要建立一个损
失函数来评价分解前后近似程度。这样 NMF 问题的目标就
变为找到 2个非负矩阵 W和 H，使得损失函数 ( , )f W H 达到
最小。可用的损失函数有很多，常用的如 Euclidean距离： 

2 2

,

1 1( , ) ( ( ) )
2 2 ij ijF i j

f = − = −∑W H V WH V WH         (2) 

范数为 F-范数。对应的迭代算法[2]如下： 
算法 1 非负矩阵分解算法 
对给定的非负矩阵 m n×∈V R 和正整数 r<min(m,n)，找到

非负矩阵 m r×∈W R 和 r n×∈H R ，使得损失函数 ( , )f W H 达到
最小。 

(1)随机初始化 1 10, 0, , , ,ia bj i a b j> > ∀W H 。 

(2)对 k=1,2,⋯依照以下规则迭代： 
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直到满足 ( , )f W H 收敛。 
另一个常见的损失函数为  KL-Divergence(也称为

I-Divergence)[8]： 

,
( ) ( lg ( ) )

( )
ij

KL ij ij ij
i j ij

= − +∑
V

D V WH V V WH
WH

        (4) 

3  增量式非负矩阵分解算法 
设矩阵 A是 m×n的矩阵，B是 m×p的矩阵，皆为非负，

其中，A 矩阵已经通过 NMF 算法分解完毕，即 A≈W1×H1，
而 B矩阵为增量部分矩阵，记增量后的矩阵为 C，则 C=[A,B]，
这里使用 Matlab 的语法，意为 A 和 B 矩阵的连接。若对增
量后的 C矩阵重新使用算法 1，则浪费了已有的 A矩阵分解
结果，提出一种增量式的非负矩阵分解算法，通过对 A分解
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后的基矩阵 W1和增量矩阵 B 连接形成的矩阵做非负矩阵分
解求得新的基矩阵，并通过求 A 的系数矩阵 H1在新的基矩
阵下的系数矩阵，得到 C的一个非负矩阵分解结果。 

算法 2 增量式非负矩阵分解算法 
已知 NMF 分解结果 1 1≈ ×A W H ，其中， m r

1
×∈W R , 

r n
1

×∈H R ，正整数 r<min(m,n)，对给定的增量非负矩阵 
m p×∈B R ，找到非负矩阵 m r×∈W R 和 r n×∈H R ，使得损失函

数 1 2
2 [ , ]( , )f = −A B WHW H 达到最小。 

(1)用 NMF 算法对[W1,B]矩阵进行参数为 r 的分解，记
D=[W1,B]。 

(2)对分解结果 ≈ ×D W Y 中的 Y 矩阵按列分块，前 r 列
组成的矩阵记为 Y1，后 p 列组成的矩阵记为 Y2，则
D≈W×[Y1,Y2]，其中， m r×∈W R , r r

1
×∈Y R , r p

2
×∈Y R ，得到的

Y1矩阵称为转换矩阵。 
(3)用转换矩阵 Y1求 A的系数矩阵H1在新的基矩阵W下

的系数矩阵 Z=Y1×H1，拼接 Z和 Y2矩阵得到 H=[Z,Y2]，则得
到 C矩阵的一个非负矩阵分解结果：C=W×H。 

算法 2 的流程如图 1 所示。算法 2 是一个通用的增量式
非负矩阵分解算法构架，损失函数可以换用 KL等其他函数，
此外，步骤 1 和步骤 2 中对非负矩阵分解算法并无指定，可
以与现有的各种非负矩阵分解衍生算法配合使用。 

 

图 1  增量式非负矩阵分解算法流程 

4  算法 2的收敛性 
为证明算法 2的收敛性，首先介绍一个引理。 
引理 对给定的非负矩阵 m n×∈V R 和正整数 r<min(m,n)，

算法 1 得到的非负矩阵 m r×∈W R 和 r n×∈H R ，使得损失函数
1 2
2( , ) Ff = −W H V WH 收敛。 

此引理证明的详细讨论参见文献[2, 9-10]。 
以欧式范数对应的算法 2给出如下定理并进行证明。 
定理 给定的非负矩阵 m n×∈A R ，增量非负矩阵 m p×∈B R

和正整数 r<min(m,n)，记连接后的矩阵为 C=[A,B]，算法 2
得到非负矩阵 m r×∈W R 和 ( )r n p× +∈H R ，使得损失函数

1 2
2( , ) Ff = −W H C WH 收敛。 

证明：由算法 2过程和引理可知： 
1 2

1 2( , )1 1 1 1 Ff = −W H A W H  

收敛，设收敛到驻点 1ε ；根据 F-范数定义易验证： 
2 2

1 1[ , ] [ , ]F F− = − × =2D WY W B W Y Y  
2 2

1 1 2F F− + −W WY B WY  

由引理可知 1 2
2 2( , ) Ff = −W Y D WY 收敛，设收敛到驻点

为 2ε ，因此
2

2 F−B WY 和 2
1 1 F−W WY 也被 2ε 控制，设

1 1= +WY W Ε ，其中，误差矩阵 2
2m r F ε× ≤Ε 。 

考察算法 2的损失函数： 

2 22 ( , ) [ , ]F Ff = − = − =W H C WH A B WH  
2 2

2F F− + − =A WZ B WY  
2 2
F F− + − =1 1 2A WY H B WY  

2 2
1 2F F− + + −1 1A W H ΕH B WY  

由 F-范数的相容性，上式中， 
22 2 2

1 1 1 1 2 1F F F Fε ε− + = − + +1 1 1A W H EH A W H ΕH H≤  

由此可得 1 2
2( , ) Ff = −W H C WH 收敛。证毕。 

5  实验 
使用如下实验场景，以观察增量式非负矩阵分解算法的

特点。这是一个人脸识别环境，这个系统实时接收若干幅待
检测的图片，判断这些人脸在已有的数据库中是否已经存在，
并把这些图片加入到该数据库中，作为下一轮检测时的比照
图片。这里使用 ORL 数据库[11]进行测试，ORL 数据库包含
40 个人，每个人 10 幅照片，使用每个人的前 5 幅做训练样
本，后 5 幅用最小距离分类器进行测试，这样形成的原有矩
阵和增量矩阵的规模都是 200 幅图片的数据。若对数据不降
维直接分类，得到的准确率为 85%(在图 2 中用虚线标出)，
使用非负矩阵分解降维后，通过提高迭代次数、增加基的数
量等方法，可以接近这个准确率的上界，实验中使用了不同
的基的数量和迭代次数，用随机初始化的方法，通过多次运
算得到平均表现，此外还与用 PCA方法分类的结果进行了比
较，PCA方法变化的参数为特征脸子空间的个数。运行环境
为 Pentium D 3.20 GHz，1 GB内存，Matlab 7.0。 

图 2 是聚类准确率结果对比，图 2(a)固定迭代 140 次，
变化基矩阵维数 r 的取值；图 2(b)固定基矩阵维数 r 为 90，
使用不同的迭代次数。图 2 显示 2 种算法聚类准确率的差异
在可以接受的范围内。 

 

(a)固定迭代次数时的聚类准确率  
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(b)固定基矩阵维数时的聚类准确率 

图 2  聚类准确率对比 
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设基础矩阵规模为 m×n，分解的基矩阵为 r 维，增量矩
阵规模为 m×p，由于通常 r<min(m,n)，则使用增量式矩阵分
解算法，参与运算的矩阵规模从 m×(n+p)降为 m×(r+p)。 

表 1 和表 2 分别固定了迭代次数和基矩阵维数时的运行
结果对比。 

表 1  迭代 140次时不同基维数对应的时间消耗 
基矩阵维数 r NMF 时间消耗/s INMF 时间消耗/s 

20 121.1 68.6 
30 137.9 82.3 
40 141.1 86.4 
50 158.0 105.3 
60 168.9 113.4 
70 192.3 137.4 
80 198.4 143.3 
90 220.9 167.6 

100 233.1 177.9 

表 2  基矩阵维数为 90时不同迭代次数下的时间消耗 
迭代次数 NMF 时间消耗/s INMF 时间消耗/s 

40 67.4 51.9 
60 100.8 76.7 
80 131.0 99.8 

100 166.0 123.5 
120 189.0 144.0 
140 220.9 167.6 
160 250.0 190.5 

从表 1 和表 2 的结果可以看出使用增量式非负矩阵分解
算法后，时间消耗比传统方法有明显改善。而从内存占用方
面看，算法 1 需存储的最大矩阵规模为 m×(n+p)，而算法 2
存储的最大矩阵为 m×(r+p)，这样也节省了运算时的存贮   
资源。 

从上面的分析和表 1 的结果也可以得到，在分解的基的
维数 r取值较小时，算法 2对时空效率提升的效果更加显著，
如表 1中当 r取 40时，时间效率提高了约 38.9%。事实上通
常人们使用 NMF 算法时，为了得到较好的降维效率，也总
是期望使用较小的 r值。 

6  结束语 
本文提出了一种增量式非负矩阵分解算法，在应用于实

际问题时表现出对增量情景的良好支持，从实验部分可以看
出，计算资源特别是存储空间和时间的节约效果都很显著。 

由于这种增量式算法也可以看作分块式 NMF 算法的一
种特例，研究更有效的分块式算法降低每次迭代时的运算规
模，可以使 NMF 算法处理更大规模的问题，以及适用于分
布式条件下的应用。这也是有待进一步继续研究的问题。 
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5  结束语 
本文算法能优化调谐时间，并使访问时间保持在一个合

理范围内。实验结果表明，其性能较 VF算法有很大改进。 
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