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求解矩阵特征值和特征向量的 PSO 算法 
韦杏琼，周永权 

(广西民族大学数学与计算机科学学院，南宁 530006) 

摘  要：提出一种基于粒子群优化算法的求解方法，将线性方程组的求解转化为无约束优化问题加以解决，采用粒子群优化算法求解矩阵
特征值和特征向量。仿真实验结果表明，该方法求解精度高、收敛速度快，能够在 10 代左右收敛，可以有效获得任意矩阵的特征值和特
征向量。 
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PSO Algorithm for Solving Matrix Eigenvalues and Eigenvectors  
WEI Xing-qiong, ZHOU Yong-quan 

(College of Mathematics and Computer Science, Guangxi University for Nationalities, Nanning 530006) 

【Abstract】A method based on Particle Swarm Optimization(PSO) algorithm is presented, which transfers the equations into a non-constraint 
optimization problem. The PSO algorithm is used to solve matrix eigenvalues and eigenvectors. Simulation experimental results show the accuracy 
and the convergence speed of this method is higher, which can converge in about ten generations. It can obtain any matrix eigenvalues and 
eigenvectors. 
【Key words】Particle Swarm Optimization(PSO) algorithm; eigenvalues; eigenvectors; characteristic equation 
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1  概述 
在科学与工程计算中，求解矩阵特征值和特征向量是最

普遍的问题之一。如动力系统和结构系统中的振动问题、电
力系统的静态稳定分析上、工程设计中的某些临界值的确定
等都可归结为求解矩阵特征值问题。矩阵的特征值和特征向
量问题是数值计算中的一个重要组成部分，常用的求解方法
有迭代法和变换法[1]。其中，迭代法是通过一系列矩阵向量
乘积而求得特征值和特征向量，常用的方法有 法、

法等；变换法是直接对矩阵进行处理，通过变换，
使之变成较容易求解特征值、特征向量的新矩阵。这些方法
都取得了一定的成功，但是普遍存在着存储量较大、计算精
度低、收敛速度慢及泛化能力弱等缺陷。 

Lanczos
Davidson

粒子群优化(Particle Swarm Optimization, PSO)算法[2]是
美国学者 Kennedy 和 Eberhart 于 1995 年提出的，它是基于群
体智能的进化优化算法，采用实数求解，需要调整的参数较
少，且算法简单、易于实现。因此，算法一提出就受到众多
学者的重视，并且已经在神经网络训练、函数优化和模糊系
统控制等领域取得了大量的应用研究成果[3-4]。 

本文将线性方程组的求解转化为无约束优化问题来解
决，用粒子群算法求解矩阵特征值和特征向量，提出一种基
于粒子群算法求解矩阵特征值和特征向量的方法，并通过数
值仿真实验验证了该方法的有效性和正确性。 

2  矩阵特征值和特征向量[5] 
设 A 是 阶方阵，如果存在数n λ 和 维非零列向量 Z，

使
n

λ=AZ Z ，则 λ 称为 A的特征值，Z 称为 A 的对应于特征
值 λ 的特征向量。 ( ) - 0P λ λ= A I = 称为 A 的特征方程，这
是个关于 λ 的 次方程，其中，I 为单位矩阵。 n

本文特征值考虑在复数范围内，特征向量考虑在实数范

围内。 
性质 1 如果 Z 是 的对应于特征值A λ 的特征向量，则

( 0)c c ≠Z 也是 A 的对应于 λ 的特征向量。 
性质 2(圆盘定理) 阶方阵 可以确定复平面

上 个以 为中心，以

n ( )ij n na ×=A

n iia ij
j i

a
≠

∑ 为半径的圆盘 { iiz z a− ≤  

}ij
j i

a
≠

∑ , 1,2, ,i n= L 。每个特征值必属于上述 个圆盘中的某

一个。而且如果有其中 m 个圆盘组成一个连通区域

n

Ω，且 Ω

与其他 n m− 个圆盘不连通，则 包含 个特征值。 Ω m
由性质 1 可以知道矩阵的特征向量总是相对于矩阵的特

征值而言的，一个特征值具有的特征向量不唯一。另外，利
用性质 2 可以确定特征值的大致范围。 

3  PSO算法 
3.1  基本PSO算法 

在 PSO 算法中，问题的解是搜索空间中的一只鸟，称其
为粒子(Particle)。每个粒子都有一个速度(Velocity)决定其飞
翔距离和方向。根据适应度函数可以计算出每个粒子的适应
度值(Fitness)。 

PSO 初始化时，随机产生一群粒子(随机解)，粒子通过
跟踪 2 个“极值”，即个体极值(粒子自身找到的最优位置)和
全局极值(迄今整个粒子群找到的最优位置)来更新自己的速
度和位置。 
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假设第 个粒子的位置表示为i 1 2( , , , )i i i idX x x x= L ，速度
表示为 ，其中， d 是粒子的维数；第 i 个粒
子的历史最优位置为

1 2( , , , )i i i idV v v v= L

1 2( , ,i , )i i idP p p p= L ，其适应度值记为
( )ifitness P ；整个粒子群迄今为止搜索到的最好位置记为

1 2( , , , )g g g gdP p p p= L ，其适应度值记为 ( )gfitness P 。粒子按下

式调整自己的位置： 
( 1)

1 1 2 2( ) (k k k k k k
id id id id gd idv wv c r p x c r p x+ = + − + − )

+

        (1) 
( 1) ( 1)k k k

id id idx x v+ = +                             (2) 

其中， 1 ， 为粒子群种群规模； 1 ，i N≤ ≤ N d D≤ ≤ D 为
粒子维数；k 为迭代次数( )。加速常数 和 是非负数；
和 是 区间的随机数；惯性权重 一般取 ~ 之

间的常数。粒子在解空间内不断跟踪个体极值与全局极值进
行搜索，直到达到规定的迭代次数或者满足规定的误差标准
为止。 

0k ≥ 1c 2c

1r 2r (0,1) w 0.5 0.9

3.2  改进的PSO算法 
为提高粒子群算法的收敛速度，避免算法陷入局部极值

而停滞，本文采用以下的策略对粒子的位置进行更新： 
(1)对于适应度值不等于 ( )gfitness P 的粒子，其位置更新

采用式(1)和式(2)； 
(2)对于适应度值等于 ( )gfitness P 的粒子，其位置更新采

用如下公式： 
( 1) 1.5k

id id
kx x+ =                                 (3) 

4  基于PSO算法的矩阵特征值和特征向量求解 
4.1  特征值的求解方法 
4.1.1  个体表达方式的确定 

表达式中个体由粒子位置 和粒子速度V 这 2 部分组
成，每部分有 2 个分量，即：

X

1 2 1 2( , ) (( , ), ( , ))X V x v v= x ，其中，

1 2( , )x x 表示特征值的实部和虚部，即特征值 1 2x x iλ = + ；
表示特征值对应的速度。 1 2( , )v v

4.1.2  适应度函数的设定 
根据已确定的个体表达方式，把个体代入到特征方程

( ) - 0P λ λ= A I =

i

中 ， 得 ， 设1 2( ) ( ) 0P x x iλ = − + =A I

1 2det( ( ) )e x x= − +A I ， 对 λ 的 求 解 转 化 为 det(e = −A  

1 2( ) )x x i+ I 的最小化问题。 
定义 PSO 的适应度函数为 

1 2min | det( ( ) ) |f x x= − + iA I                       (4) 

4.2  特征向量的求解方法 
4.2.1  个体表达方式的确定 

表达式中个体由粒子位置 和粒子速度V 这 2 部分组
成 ， 每 部 分 有 个 分 量 ， 即 ：

X
n 1 2( , ) (( , , , ),nX V x x xL=  

，其中， 为矩阵 A 的阶数。1 2( , , , ))nv v vL n 1 2( , , , )nx x xL 为特
征值对应的特征向量； 为特征向量对应的速度。 1 2( , , , )nv v vL

4.2.2  适应度函数的设定 
根据已求得的特征值和已确定的个体表达方式把个体代

入到 λ=AZ Z 中，可得： 
T

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n
T

nx x x x x xλ=A L L

nL

                   (5) 
设 

T
1 2 1 2( , , ) ( )( , , , )nY y y y x x xλ= = −A IL             (6) 

定义 PSO 的适应度函数为 
2

1
min

n

i
i

f y
=

= ∑                                  (7) 

4.3  基于PSO的矩阵特征值和特征向量求解 
基于 PSO 的矩阵特征值和特征向量求解的步骤如下： 
步骤 1 随机生成初始群体：初始群体由 个个体组成，

初始个体是随机生成的。 
N

步骤 2 根据式(4)或式(7)计算个体适应度，适应度越趋近
于 0，表明该个体越优良。终止条件选择一个很接近 0 的值 ε ，
当最小适应度小于 ε 时程序运行终止。 

步骤 3 如果满足条件，终止，选出最优解。否则，继续
往下进行。 

步骤 4 根据粒子群算法，按照下述操作更新群体： 
(1)对于第 i 个粒子，其速度和位置分别按照下面的式子

更新： 
1)  1

1 1 2 2* ( ) (k k k k k k
id id id id gd idv w v c r p x c r p x+ = + − + −（ ） )

2) 1 1k k k
id id idx x v+ += +（ ） （ ） 

其中，求特征值时 2d = ，求特征值对应的特征向量时 d n= ，
为矩阵 A 的阶数；加速常数 和 是非负常数；惯性权重

为 ~ 之间的常数。 
n 1c 2c

0.4 0.9
(2)计算新个体适应度。 
步骤 5 反复执行步骤 4，直到达到终止条件，选择最佳

个体作为结果。 

5  仿真实例 
为检验粒子群算法求解矩阵特征值和特征向量的正确性

与有效性，在计算机上进行了模拟计算。 
粒子群算法的参数设定为：群体大小 ，惯性权重30N =

0.5w = ，加速常数 , ；例子的精确解由 软
件求得。 

1 1.2c = 2 1.2c = Maple

例 1 求矩阵
3 1 1
7 5 1
6 6 2

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

A 的特征值及其对应的特征

向量。 
采用本文的粒子群算法，可求出矩阵的特征值及其相对

应的特征向量，此例含有一个二重特征值 ，从表 1 可知，
粒子群算法求解含重特征值时仍然是有效的，且求解结果普
遍优于 法。 

-2

Matlab

表 1  复数域内特征值与其对应的特征向量 
精 
确 
解 

Matlab 所求解 [6] 
同步求
解法 [7] 

PSO 算法 

4 4.000 000 000 000 00 4 4.000 000 000 000 00- 
0.000 000 000 000 00i 

-2 -2.000 000 052 856 91 -2 -2.000 000 000 000 13+ 
0.000 000 000 000 02i 

特
征
值

-2 -1.999 999 947 143 091 -2 -1.999 999 999 999 92- 
0.000 000 000 000 06i 

0

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0

1

1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

0.000 000 000 034 27

1.000 000 000 000 00

1.000 000 000 359 85

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

    

    

 

1

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1.000 000 000 000 00

1.000 000 000 000 00

0.000 000 052 856 91

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

    

    

 

1

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1.000 000 000 000 00

1.000 000 000 000 01

 0.000 000 000 000 12

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

    

    

特
征
向
量

1

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1.000 000 000 000 00

1.000 000 000 000 00

-0.000 000 052 856 91

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

    

    

 

1

1

0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1.000 000 000 000 00

1.000 000 000 000 01

 -0.000 000 000 000 03

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

    

    

图 1 和图 2 分别为特征值与实特征值相对应的特征向量
的适应度函数值随迭代次数变化的曲线，可以看出，所求解
的精度高，算法在 10 代左右收敛，收敛速度快。 
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图 1  特征值对应的适应度函数 

 
图 2  特征向量对应的适应度函数 

例 2 求矩阵 的特征值及与其对应

的特征向量。 

10  2.5  4 9
2.5 10 3 7
0 1 6 2
0 0 2 6

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

采用本文的粒子群算法，可求出矩阵的特征值及与实特
征值相对应的特征向量，结果见表 2。 

表 2  复数域内特征值与其对应的特征向量 

 精确解 
Languerre
迭代分治 
算法[8] 

牛顿迭代分
治算法[8] 

PSO 算法 

13.322 794 47 13.322 793 13.322 793 13.322 794 473 440 1
4.223 060 030 4.223 060 4.223 060 4.223 060 029 945 

7.227 072 748± 
0.803 818 890 3i 

7.227 073± 
0.807 819i 4.223 060 7.227 072 748 307 45±

0.803 818 890 267 4i

特
征
值 

7.227 072 748± 
0.803 818 890 3i 

7.227 073± 
0.807 819i 4.223 060 7.227 072 748 307 45± 

0.803 818 890 267 4i
0.716 542 469

0.689 522 507 2
0.101751186 6

0.027 790 26158

−   ⎛ ⎞
⎜ ⎟−    ⎜ ⎟
⎜ ⎟−    
⎜ ⎟⎜ ⎟−   ⎝ ⎠

 

— — 

-0.716 542 469 000 00

-0.689 522 502 89186

-0.101751186 446 02

-0.027 790 261440 51

    

    

    

    

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

特
征
向
量 

0.596 909 8319

0.330 655 524 6

0.697 407 634 2

0.784 953 5101

−    

−    

−    

   

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 — — 

-0.596 909 831900 00

-0.330 655 522164 29

-0.697 407 635 714 35

0.784 953512 74334

    

    

    

    

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

由表 2 可知，牛顿迭代法只得到矩阵 A 的 2 个实特征值，
漏掉了一对复特征值；虽 迭代法虽然求出了矩阵 A
的 4 个特征值，但精度较低；本文算法所求得的特征值及其
对应的特征向量精度都比较高。图 3 和图 4 给出了所求特征

值与实特征值相对应的特征向量的适应度函数值随迭代次数
变化的曲线，可以看出，算法在 10 代左右收敛，收敛速度快。 

Languerre

适
应
度
值

 
图 3  特征值对应的适应度函数 

 
图 4  特征向量对应的适应度函数 

6  结束语 
本文给出的 PSO算法可用于求任意矩阵的特征值及其对

应的特征向量，由算例可以看出，该算法求解精度较高，能
将任意 阶矩阵在复数域内的求出所求矩阵的所有特征值，
且精度高于 迭代法；对于含重特征值的情形，该算
法也是有效的。 

n
Languerre
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