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不确定非线性系统基于偏差分离的双线性控制

杨玲玲 1 章 云 1 陈贞丰 1

摘 要 非线性和不确定性是制约控制系统性能的主要因素, 为此出现了许多方法都试图克服这些因素的影响. 本文提出一

种基于偏差分离的双线性控制策略, 在线获取模型偏差信息, 并采用简单的双线性控制结构, 具有很好的工程意义. 论文证明

了双线性控制系统指数渐近稳定的充分条件. 仿真结果表明所提出的双线性控制策略的有效性.
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Bilinear Control Based on Model Bias Separation for Uncertain Nonlinear Systems
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Abstract Nonlinearity and uncertainty are the main factors which restrict the system performance. There are many

methods to attempt to overcome the impact of these factors. A bilinear control strategy based on model bias separation

is proposed in this paper. The bilinear control obtains the model bias information on line, and adopts a simple bilinear

control structure. So it has good engineering significance. The sufficient condition for system exponential stability has

been proved. The simulation results show the effectiveness of the proposed bilinear control strategy.
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在实际工程中, 被控对象往往伴随着各种各样
的不确定, 包括结构不确定、参数不确定和外部扰动
等. 不确定使系统数学模型与实际对象存在差异, 对
非线性控制系统产生严重的不利影响. 研究不确定
条件下非线性系统的控制问题具有重大的实际意义,
已经取得了大量的研究成果.

H∞ 控制理论已经成为鲁棒控制系统设计的经
典工具[1]. H∞ 控制以系统的 H∞ 范数为性能指标,
使有限能量的干扰信号对系统期望输出的影响最小.
然而, 鲁棒控制器设计时要求已知不确定的上界, 但
是在实际工程中很难准确得到不确定的上界, 因此
常采用 “最坏情况” 进行上界估计, 导致鲁棒控制系
统设计的保守性[2−3].
基于神经网络的自适应控制可以在线逼近系统

的非线性和不确定, 避免了对不确定上界的保守估
计. 然而同时逼近系统的非线性和不确定, 会导致神
经网络结构复杂, 学习收敛速度缓慢[4], 难以满足实
际工程的快速性要求; 学习信号的不充分激励还会
使网络的泛化能力变差[5]. 另外, 逼近过程中不可避
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免地存在逼近误差, 需要设计补偿项来克服逼近误
差的不利影响, 使控制系统的结构更加复杂[6].
滑模变结构控制根据系统状态不断切换控制器,

使系统状态始终趋向滑模面运动, 最终到达并保持
在滑模面上, 且滑动模态对系统的参数摄动和外部
扰动具有不变性. 滑模变结构控制不需要复杂的神
经网络逼近非线性和不确定, 但是当系统轨迹到达
滑模面时, 惯性使运动点在滑模面两侧来回穿越, 形
成高频抖振. 抖振问题已经成为变结构控制在实际
应用中的突出障碍. 抖振消除的研究引起了国内外
学者的广泛关注, 提出了多种解决方法, 但是在消除
抖振的同时也影响了滑模变结构控制的抗摄动和抗

扰动的能力[7−8].
从工程实际的角度考虑, 不仅希望控制律可以

抵消或减少不确定非线性的影响, 还希望控制器结
构简单, 满足快速性、可实现性和高可靠性方面的要
求. 为此, 本文提出一种新颖的基于偏差分离的双线
性控制策略, 很好地解决了上述问题. 三级倒立摆的
仿真表明了双线性控制的有效性.

1 双线性控制系统设计

1.1 问题描述

考虑如下不确定非线性系统

ẋxx = fff(xxx,uuu,www) (1)

式中, xxx ∈ Rn 为系统状态变量, uuu(t) ∈ Rm 为系统

控制输入, www ∈ Rp 为系统的外部扰动. 不失一般性,
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假定 xxx = 000 是系统的平衡点, 即 fff(000,000,000) = 000. 在
很多实际工程中, 可将系统 (1) 的模型分成两部分
来考虑. 在系统平衡点附近, 其状态轨迹一般可用线
性微分方程描述, 这个方程的稳定性与整个系统的
稳定性密切相关, 为系统的主体部分; 而其余部分归
为模型偏差. 此时, 系统 (1) 可以写为

ẋxx = Axxx + Buuu + DDD(xxx,uuu,www) (2)

式中, A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m (m ≤ n) 为已知的常
值矩阵, DDD(xxx,uuu,www) ∈ Rn 为模型偏差, 包括系统的
非线性与不确定性部分.

系统设计的问题是: 在DDD(xxx,uuu,www) 未知的情况
下, 如何求取控制输入 uuu(t), 使系统 (2) 稳定, 并同
时具有良好的动态性能.

1.2 基于偏差分离的双线性控制系统结构

将系统的控制输入 uuu(t) 分成两部分

uuu(t) = uuu0(t) + uuue(t) (3)

其中, uuu0(t) 用于镇定系统的线性部分, 并保证线性
系统有良好的动态性能; uuue(t) 用于补偿模型偏差带
来的影响.

首先, 令DDD(xxx,uuu,www) = 000 设计 uuu0(t). 线性系统
的控制器设计有很多成熟的方法[9], 采用线性控制
律就可以保证系统稳定且具有期望的动态性能. 不
失一般性, 假定 A,B 能控, 取 uuu0(t) = Kxxx, 则可使
得系统 (4) 的极点任意配置.

ẋxx = Axxx + Buuu0 = (A + BK)xxx = Akxxx (4)

用上述方法实现 uuu0(t) 后, 系统 (2) 可以写为以下形
式

ẋxx = Axxx + B(uuu0 + uuue) + DDD(xxx,uuu,www) =

Akxxx + Buuue + DDD(xxx,uuu,www) (5)

模型偏差一般无法事先得到, 但是在系统运行过程
中, 模型偏差一旦出现, 其影响一定会在系统状态中
得到反映. 为了补偿模型偏差带来的影响, 要设法从
可得到的状态信息 xxx 中分离出模型偏差DDD(xxx,uuu,www)
的信息. 由于 Ak, B 已知, 构造如下标称系统

˙̃xxx = Akx̃xx + Buuue (6)

由式 (5) 和 (6) 得

żzz = ẋxx− ˙̃xxx = Akzzz + DDD(xxx,uuu,www) (7)

其中, zzz = xxx − x̃xx 是可测的偏差分离信号. 由式 (7)
可知, zzz 包含了模型偏差DDD(xxx,uuu,www) 的全部信息. 如
果当前时刻 żzz 可以得到, 那么当前时刻的模型偏差
DDD(xxx,uuu,www) 就被完全分离出来. 但是在实际工程中,

żzz 是不能准确得到的, 常用差分来替代, 也就是可以
利用前些时刻的信息 zzz(t−∆) 和 żzz(t−∆). 这样构
造补偿控制 uuue(t) 如下:

uuue(t)=ηηηT
1 zzz(t−∆)+ηηηT

2 żzz(t−∆), ηηη1, ηηη2 ∈ Rn×m (8)

并希望

‖Buuue + DDD(xxx,uuu,www)‖ =

‖BηηηT
1 zzz(t−∆) + BηηηT

2 żzz(t−∆)−Akzzz(t) + ż̇żz(t)‖
尽量小. 为此, 选择 ηηη1, ηηη2 满足以下方程:

{
‖BηηηT

1 −Ak‖ = min
‖BηηηT

2 + I‖ = min
(9)

2 双线性控制系统的稳定性分析

不失一般性, 设 Ak 已整定为稳定矩阵, Ak

的全部特征值均具有负实部; B 为列满秩矩阵,
rank(B) = m; 模型偏差 DDD(xxx,uuu,www) = DDD(xxx), 暂
不考虑 uuu 和www 的影响. 则图 1 所示系统在一定的线
性变换下可写为如下的形式

[
ẋxx1

ẋxx2

]
=

[
Ak11 Ak12

Ak21 Ak22

] [
xxx1

xxx2

]
+

[
B1

000

]
uuue +

[
DDD1(xxx)
DDD2(xxx)

]
(10)

[
żzz1

żzz2

]
=

[
Ak11 Ak12

Ak21 Ak22

] [
zzz1

zzz2

]
+

[
DDD1(xxx)
DDD2(xxx)

]
(11)

式中, xxx = [xxx1,xxx2]T, zzz = [zzz1, zzz2]T, DDD(xxx) =
[DDD1(xxx),DDD2(xxx)]T, Ak11 ∈ Rm×m, Ak12 ∈ Rm×(n−m),
Ak21 ∈ R(n−m)×m, Ak22 ∈ R(n−m)×(n−m) (m ≤
n) 为常量矩阵, 且

[
Ak11 Ak12
Ak21 Ak22

]
的所有特征值均具

有负实部, B1 ∈ Rm×m 为常量矩阵且 rank(B1) =
m, DDD1(xxx) ∈ Rm, DDD2(xxx) ∈ Rn−m 为不确定项.

引理 1 (Bellman-Gronwall引理[10]). 设 I

是一个实数区间, 记为 [a,+∞) 或 [a, b] 或 [a, b), 其
中 a < b. 又设 α(·), φ(·) 和 u(·) 为定义在 I 上的实

数值函数, 且 φ(·) 是非负的连续函数. 如果 u(·) 满
足如下的积分不等式:

u(t) ≤ α(t) +
∫ t

a

φ(s)u(s)ds, t ∈ I

那么

u(t) ≤ α(t) +
∫ t

a

φ(s)α(s)e
∫ t

s
φ(r)drds, t ∈ I

当 u(·) 中存在一定滞后 ∆(∆ ≥ 0) 时, 可以得到引
理 2.
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图 1 基于偏差分离的双线性控制系统结构

Fig. 1 Structure of bilinear control system based on

bias separation

引理 2. 设 I 是一个实数区间, 记为 [a,+∞)或
[a, b] 或 [a, b), 其中 a < b. 又设 α(·), φ(·) 和 u(·)
为定义在 I 上的实数值函数, 且 φ(·) 和 u(·) 是非负
的连续函数. 如果 u(·) 满足如下的积分不等式:

u(t) ≤ α(t) +
∫ t

a

φ(s)u(s−∆)ds (12)

其中 ∆ 为常数且 0 ≤ ∆ ≤ s, t ∈ I. 那么

u(t) ≤ α(t) +
∫ t

a

φ(s)α(s−∆)e
∫ t

s
φ(r)drds,

t ∈ I

证明. 见附录 A. ¤
引理 3. 设 I 是一个实数区间, 记为 [a,+∞).

已知 L1 > 0, L2 > 0, β > 0 且 t0 ∈ R. 考察下面的
函数

g(t) = a1(t)e−β(t−t0) + a2(t)e−β(t−t0), t ∈ I (13)

式中, a1(t) = 1 + L1eβ∆
∫ t

t0
e
∫ t

τ
L1e

−β(t−r)drdτ

a2(t) = (L1 + L2)a1(t)·∫ t

t0

a1(τ)e(L1+L2)a1(t)
∫ t

τ
e−β(t−r)drdτ

0 ≤ ∆ < −L1β
−2+β−1 ln

β2

L2
1(L1 + L2)

那么, 存在实数 N > 0, γ > 0, 使得当 t ≥ t0 时

g(t) ≤ Ne−γ(t−t0)

证明. 见附录 B. ¤
定理 1. 若DDD(xxx) 关于 xxx 满足局部 Lipschitz 条

件, 即对某一 h > 0, 存在 L > 0, 满足条件

‖DDD(xxx1, t)−DDD(xxx2, t)‖ ≤ L‖xxx1 − xxx2‖, xxx1,xxx2 ∈ Bh

那么 ‖zzz(t)‖ 有界. 其中 Bh 是以平衡点 xxx = 0 为圆
心, h 为半径的球.
证明. 由式 (11) 可得: 由于 ‖zzz(t)‖, ‖eAk(t−t0)‖,

‖x̃xx(τ)‖ 为定义在 [t0,+∞) 上的正值函数, T > 0,
记 z(t0) = z0, 若对所有 t ≤ T 成立

‖zzz(t)‖ ≤ ‖eAk(t−t0)zzz0‖+
∫ t

t0

‖eAk(t−τ)‖ · ‖DDD(xxx(τ))−DDD(000)‖dτ ≤

‖eAk(t−t0)zzz0‖+

L

∫ t

t0

‖eAk(t−τ)‖ · ‖xxx(τ)− 0‖dτ =

‖eAk(t−t0)zzz0‖+ L

∫ t

t0

‖eAk(t−τ)‖·

‖xxx(τ)− x̃xx(τ) + x̃xx(τ)‖dτ ≤
‖eAk(t−t0)zzz0‖+

L

∫ t

t0

‖eAk(t−τ)‖ · (‖zzz(t)‖+ ‖x̃xx(t)‖)dτ

由引理 1 (Bellman-Gronwall 引理) 可得:

‖zzz(t)‖ ≤ ‖eAk(t−t0)zzz0‖ · eL
∫ t

t0
‖eAk(t−τ)‖dτ+

‖eAk(t−t0)‖ · ‖x̃xx(t)‖ · eL
∫ t

t0
‖eAk(t−τ)‖dτ

又由于

lim
t→+∞

‖eAk(t−t0)‖ = 0

lim
t→+∞

e
∫ t

t0
‖eAk(t−t0)‖dτ =

elimt→+∞
∫ t

t0
‖eAk(t−t0)‖dτ = c1,

c1 ∈ R+

所以

lim
t→+∞

‖zzz(t)‖ = 0

即 ‖zzz(t)‖ 有界. ¤
定理 2. 当系统 (10) 满足下列条件:
1) 对某一 h > 0, 存在 L1 ≥ 0, ‖DDD1(xxx)‖ 满足

条件

‖DDD1(xxx(t
′
))−DDD1(xxx(t′′))‖ ≤ L1‖xxx(t

′
)− xxx(t

′′
)‖,

∀t′ , t′′ ∈ [t0,+∞)
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2) 存在 L2 ≥ 0, ‖DDD2(xxx)‖ 满足条件
‖DDD2(xxx1(t))−DDD2(xxx2(t))‖ ≤ L2‖xxx1(t)− xxx2(t)‖,

∀xxx1(t),xxx2(t) ∈ Bh

其中, Bh 是以平衡点 xxx = 000 为圆心, h 为半径的球;
则存在

uuue(t) = ηηηT
1 zzz(t−∆) + ηηηT

2 żzz(t−∆), ηηη1, ηηη2 ∈ Rn×m

式中, ηηη1, ηηη2 满足式 (9), 而且

0 ≤ ∆ < −L1β
−2 + β−1 ln

β2

L2
1(L1 + L2)

β = max{−Re(λi)}, i = 1, 2, · · · , r

其中, λi 为 Ak 的特征根, 使得系统 (10) 在平衡点
xxx = 000 上为指数渐近稳定.

证明. 取控制量 uuue(t) 为

uuue(t) = ηηηT
1 zzz(t−∆) + ηηηT

2 żzz(t−∆) (14)

式中

0 ≤ ∆ < −L1β
−2 + β−1 ln

β2

L2
1(L1 + L2)

因为 ηηη1, ηηη2 满足式 (9), 所以有

ηηηT
1 = [B−1

1 Ak11 B−1
1 Ak12]

ηηηT
2 = [ −B−1

1 000 ]

将式 (14) 代入式 (10), 并考虑式 (11), 有

xxx(t) = eAk(t−t0)xxx(t0)+
∫ t

t0

eAk(t−τ)

[
DDD1(xxx(τ))−DDD1(xxx(τ −∆))

DDD2(xxx(τ))

]
dτ

由条件 1) 与条件 2), 则

‖xxx(t)‖ ≤ e−β(t−t0)‖xxx(t0)‖+∫ t

t0

e−β(t−τ)‖DDD1(xxx(τ))−DDD1(xxx(τ −∆))‖dτ+

∫ t

t0

e−β(t−τ)‖DDD2(xxx(τ))‖dτ ≤

e−β(t−t0)‖xxx(t0)‖+

(L1 + L2)
∫ t

t0

e−β(t−τ)‖xxx(τ)‖dτ+

L1

∫ t

t0

e−β(t−τ)‖xxx(τ −∆)‖dτ

由引理 2 可得

‖xxx(t)‖ ≤ e−β(t−t0)‖xxx(t0)‖+

(L1 + L2)
∫ t

t0

e−β(t−τ)‖xxx(τ)‖dτ+

L1e−β(t−∆−t0)‖xxx(t0)‖
∫ t

t0

e
∫ t

τ
L1e

−β(t−r)drdτ+

L1(L1 + L2)
∫ t

t0

∫ τ−∆

t0

e−β(t−τ)e−β(τ−∆−r)·

‖xxx(r)‖dre
∫ t

τ
L1e

−β(t−r)drdτ ≤
a1(t)e−β(t−t0)‖xxx(t0)‖+

a2(t)
∫ t

t0

e−β(t−τ)‖xxx(τ)‖dτ

式中

a1(t) = 1 + L1eβ∆

∫ t

t0

e
∫ t

τ
L1e

−β(t−r)drdτ

a2(t) = (L1 + L2)a1(t)

由引理 1 (Bellman-Gronwall 引理) 可得

‖xxx(t)‖ ≤ a1(t)e−β(t−t0)‖xxx(t0)‖+ a2(t)e−β(t−t0)·

‖xxx(t0)‖
∫ t

t0

a1(τ)ea2(t)
∫ t

τ
e−β(t−r)drdτ =

[a1(t) + a3(t)]‖xxx(t0)‖e−β(t−t0)

式中

a3(t) = a2(t)
∫ t

t0

a1(τ)ea2(t)
∫ t

τ
e−β(t−r)drdτ

由引理 3 可知, 取 γ = 1 − e−βε, 存在实数 N > 0,
使得当 t ≥ t0 时有

‖xxx(t)‖ ≤ N‖xxx(t0)‖e−γ(t−t0)

所以存在式 (14) 形式的 uuue(t), 使得系统 (10) 在平
衡点 xxx = 000 上为指数渐近稳定. ¤

3 仿真实例

考虑三级倒立摆系统的稳定控制问题. 倒立摆
的非线性数学模型见文献 [11−12]. 系统的状态变
量为

xxx = [x φ1 φ2 φ3 ẋ φ̇1 φ̇2 φ̇3]T

式中, x 是台车的位移, φ1, φ2, φ3 分别是一摆、二

摆和三摆的角度.
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在 xxx = 000 附近对倒立摆的非线性模型线性化,
可得线性模型[11] 为

ẋxx =
[

000 I4 × 4
−F−1H − F−1G

]
xxx +

[
000 F−1L

]
uuu (15)

其中

F =




A1 A2 A3 A4

A2 A9 A10 A11

A3 A10 A17 A18

A4 A11 A18 A25




G =




A5 0 0 0
0 A12 A14 0
0 A20 A21 A23

0 0 A28 A29




H =




0 0 0 0
0 A16 0 0
0 0 A24 0
0 0 0 A30




L =
[

Ks 0 0 0
]T

Ai 为系统常量 (见表 1), 系统的各物理参数值见附
录 C.
取倒立摆的线性模型作为标称系统, 且

系统完全能控, 设其期望的闭环极点为 ppp =
[−3 + 1.8 j, −3−1.8 j, −5+0.5 j, −5−0.5 j, −6,
−4, −7, −8 ], 状态反馈增益阵为 KKK =
[−0.637,−74.4805, 132.8565,−75.0797,−3.0985,

− 1.6322, 6.0225,−7.8655].
设计双线性控制器, 补偿控制采用式 (8). 针对

以下三种不确定情况, 分别进行仿真分析, 并与变结

构控制[11] 进行对比. 选取系统的 ITAE (Integra-
tion of the production of time and absolute error)
性能指标 J =

∫
t(|x|+ |φ1|+ |φ2|+ |φ3|)dt来评价

系统的动态性能.
1) 初始状态不确定
在系统初始状态不确定的情况下, 比较双线性

控制和变结构控制的控制效果, 分析使倒立摆稳
定的初始角度的变化范围. 倒立摆的初始状态设置
为 x(0) = 0.1m, φ1(0) = 0 rad, φ2(0) = 0.05 rad,
φ3(0) = −0.02 rad, 其他状态的初始值均为零. 仿
真结果如图 2, 图中实线和虚线分别为双线性控制和
变结构控制的状态轨迹. 初始角度变化的稳定范围
见表 2.

ITAE 性能指标为: 双线性控制 J = 2.3857, 变
结构控制 J = 7.4292. ITAE 性能指标和图 2 均表
明, 双线性控制中的补偿控制 ue 对不确定产生快速

响应, 使系统各状态的变化幅度减小, 过渡过程时间
明显缩短. 双线性控制使系统快速达到稳定, 而变结
构控制器则持续抖振. 由双线性控制量曲线可见, 双
线性控制在系统运行的初始阶段幅值较大, 表明补
偿控制 ue 可以对初始状态不确定产生快速响应, 从
而使控制量快速趋于稳定值, 显著改善了系统的动
态性能.
表 2 中各摆初始角度变化的稳定范围是指仅改

变单个摆的初始角度, 其他状态量保持不变. 可见双
线性控制的初始角度稳定范围较大, 与变结构控制
相比, 稳定范围的增幅可达 30%; 表明双线性控制
可以抑制较大的初始状态不确定, 鲁棒性好.

表 2 初始角度变化的稳定范围

Table 2 Stable ranges of initial angle

φ3 稳定范围 φ2 稳定范围 φ1 稳定范围

双线性控制 [−5.5◦, 5.5◦] [−4.5◦, 4.6◦] [−10◦, 10◦]

变结构控制 [−4.2◦, 4.2◦] [−4.3◦, 4.3◦] [−9.2◦, 9.2◦]

表 1 系统常量

Table 1 Constants of system

常量 表达式 常量 表达式 常量 表达式 常量 表达式

A1 M + m1 + m2 + m3 A9 I1 + m1l21 + (m2 + m3)L2
1 A17 I2 + m3L2

2 + m2l22 A24 −g(m2l2 + m3L2)

A2 m1l1 + (m2 + m3)L1 A10 (m2l2 + m3L2)L1 A18 m3l3L2 A25 I3 + m3l23

A3 m2l2 + m3L2 A11 m3l3L1 A19 −(m2l2 + m3L2)L1 A26 −m3l3L1

A4 m3l3 A12 C1 + C2 A20 −C2 A27 −m3l3L2

A5 Cc A13 (m2l2 + m3L2)L1 A21 C2 + C3 A28 −C3

A6 −m1l1 − (m2 + m3)L1 A14 −C2 A22 m3l3L2 A29 C3

A7 −(m2l2 + m3L2) A15 m3l3L1 A23 −C3 A30 −gm3l3

A8 −m3l3 A16 −g(m1l1 + m2L1 + m3L1)
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(a) 台车的位移

(a) Position of the car

(b) 一摆的角度

(b) Angle of the first pendulum

(c) 二摆的角度

(c) Angle of the second pendulum

(d) 三摆的角度

(d) Angle of the third pendulum

(e) 双线性控制量

(e) Bilinear control input

(f) 变结构控制量

(f) Variable structure control input

图 2 初始状态不确定时系统的状态变量和控制量

Fig. 2 System states and control inputs with initial uncertainty

表 3 系统参数变化的稳定范围

Table 3 Stable ranges of system parameters

各级摆摩擦系数 台车摩擦系数 三摆长度变化 二摆长度变化

变化的稳定范围 变化的稳定范围 的稳定范围 的稳定范围

双线性控制 [−50, 13]× Ci [0.5, 1.3]× Cc [0.4, 2]× l3 [0.7, 1.4]× l2

变结构控制 [−44, 3.3]× Ci [0.89, 1.1]× Cc [0.6, 1.4]× l3 [0.86, 1.2]× l2

2) 系统参数不确定
在系统参数不确定的情况下, 比较双线性控制

和变结构控制的控制效果, 分析使倒立摆稳定的系
统参数的变化范围. 系统参数变化: 改变各摆的摩擦
系数, C

′
1 = 0.1C1, C

′
2 = 0.1C2, C

′
3 = 0.1C3. 仿真

结果如图 3, 图中实线和虚线分别为双线性控制和变
结构控制的状态轨迹. 系统参数变化的稳定范围见
表 3.

系统的 ITAE 性能指标为: 双线性控制 J =
2.3029, 变结构控制 J = 6.6165. 由 ITAE性能指标
和图 3, 可见双线性控制下系统各状态量的变化幅度
较小, 快速性显著提高. 以三摆的角度 φ3 为例, 双
线性控制下, φ3 的变化幅度为 [−0.18 rad, 0.24 rad],
调节时间为 4 s; 变结构控制下, φ3 的变化幅度为

[−0.2 rad, 0.35 rad], 调节时间为 10 s. 控制量曲线
表明双线性控制能够对参数不确定产生快速响应,
仅在初始阶段幅值较大, 之后快速趋于稳定值, 从而

改善系统动态性能.
表 3 给出各级摆和台车摩擦系数变化的稳定范

围, 以及二摆和三摆长度变化的稳定范围. 可见双线
性控制中, 系统各参数变化的稳定范围有较大幅度
的增加, 均大于变结构控制中参数变化的稳定范围,
其中各级摆摩擦系数和三摆长度的稳定范围增幅显

著, 表明双线性控制对较大的参数不确定均具有良
好的鲁棒性.

3) 系统加入外部扰动
在有界扰动、冲击扰动和白噪声扰动的情况下,

比较双线性控制和变结构控制的控制效果. 仿真图
中实线和虚线分别为双线性控制和变结构控制的状

态轨迹.
a) 设三级倒立摆各部分的摩擦力矩为有界扰动

d(t), 其幅值 ‖d(t)‖ ≤ [0.07, 0.015, 0.009, 0.005]. 仿
真结果如图 4.

b) 分别在 t = 0 s, t = 4 s, t = 8 s, 沿驱动力
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(a) 台车的位移

(a) Position of the car

(b) 一摆的角度

(b) Angle of the first pendulum

(c) 二摆的角度

(c) Angle of the second pendulum

(d) 三摆的角度

(d) Angle of the third pendulum

(e) 双线性控制量

(e) Bilinear control input

(f) 变结构控制量

(f) Variable structure control input

图 3 系统参数不确定时系统的状态量和控制量

Fig. 3 System states and control inputs with parameter uncertainty

(a) 台车的位移

(a) Position of the car

(b) 一摆的角度

(b) Angle of the first pendulum

(c) 二摆的角度

(c) Angle of the second pendulum

(d) 三摆的角度

(d) Angle of the third pendulum

(e) 双线性控制量

(e) Bilinear control input

(f) 变结构控制量

(f) Variable structure control input

图 4 加入有界扰动后系统的状态量和控制量

Fig. 4 System states and control inputs with bounded disturbance
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(a) 台车的位移

(a) Position of the car

(b) 一摆的角度

(b) Angle of the first pendulum

(c) 二摆的角度

(c) Angle of the second pendulum

(d) 三摆的角度

(d) Angle of the third pendulum

(e) 双线性控制量

(e) Bilinear control input

(f) 变结构控制量

(f) Variable structure control input

图 5 加入脉冲扰动后系统的状态量和控制量

Fig. 5 System states and control inputs with pulse disturbance

(a) 台车的位移

(a) Position of the car

(b) 一摆的角度

(b) Angle of the first pendulum

(c) 二摆的角度

(c) Angle of the second pendulum

(d) 三摆的角度

(d) Angle of the third pendulum

(e) 双线性控制量

(e) Bilinear control input

(f) 变结构控制量

(f) Variable structure control input

图 6 受高斯白噪声干扰的系统状态量和控制量

Fig. 6 System states and control inputs with Gaussian white noise
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f(t) 方向给台车施加脉冲力 2.5δ(t) N (δ(t) 表示脉
冲函数), 仿真结果如图 5.

c) 设系统状态受高斯白噪声干扰, 信噪比均为
−30 dB, 仿真结果如图 6.

三种外部扰动情况下系统的 ITAE 性能指标见
表 4. 图 4 ∼ 图 6 表明在三种不同的外部干扰情况
下, 双线性控制中系统状态的变化幅度较小, 过渡过
程时间较短, 系统状态能够快速到达稳态值; 相比之
下, 变结构控制中系统状态振荡幅度较大, 调节时间
较长, 各状态量的振荡幅度是双线性控制的 0.5 ∼ 4
倍, 调节时间是双线性控制的 2 ∼ 3 倍.

表 4 三种外部扰动下系统的 ITAE 性能指标

Table 4 System ITAE performance indexes with three

kinds of external disturbance

有界扰动 脉冲扰动 白噪声扰动

双线性控制 2.8355 2.3998 2.3763

变结构控制 5.911 9.4032 6.7588

图 4 ∼ 图 6 中的控制量曲线表明双线性控制对
外部扰动迅速产生响应, 幅值较小且快速趋于稳定;
变结构控制的控制量持续抖振, 且幅值较大. 加入脉
冲扰动后的系统中 (图 5), 两种控制量的差异更加明
显: 在平稳过渡过程中, 双线性控制的幅值与变结构
控制量相比减小了将近一半; 在脉冲扰动出现的瞬
间, 双线性控制可以迅速响应, 产生较大的控制量抵
消脉冲扰动的影响; 而变结构控制对脉冲扰动的响
应较慢, 产生的控制量幅值较小, 因此需要较长的时
间才能克服脉冲扰动的影响.
大量仿真研究表明, 双线性控制对不确定的变

化趋势和发生时刻比较敏感, 而对不确定的幅值不
敏感. 这一结论对补偿控制器的设计具有一定的指
导意义: 无需精确求取不确定的具体数值, 可简化补
偿控制器的设计; 补偿控制器设计的重点应该是正
确得到不确定的变化趋势, 快速准确地得到不确定
发生的时刻, 这样有助于进一步提高双线性控制器
的控制性能.

4 结论

针对不确定非线性系统的控制问题, 提出了基
于模型偏差的双线性控制结构. 不同于鲁棒 H∞ 控
制、自适应控制、滑模变结构控制等非线性控制方

法, 双线性控制采用新颖的偏差分离结构, 在线获取
系统的不确定非线性信息; 用结构简单的线性控制
器对系统的不确定非线性进行实时补偿.
以三级倒立摆为研究对象, 分别对系统初始状

态不确定、系统参数不确定和系统存在外部扰动三

种情况, 进行了仿真分析. 仿真结果表明, 双线性控

制系统可以显著减小系统状态的变化幅度, 缩短过
渡过程时间, 提高系统响应的快速性, 系统的动态性
能明显改善; 在多种不确定情况下, 双线性控制均能
够达到期望的控制效果, 具有较强的鲁棒稳定性. 由
于双线性控制采用线性控制策略, 在工程中可以方
便地实现, 因此在工程实践中具有广泛的应用前景.

附录A 引理 2的证明

证明. 令

v(t) =

∫ s

a

φ(r)u(r −∆)dre−
∫ s

a
φ(r)dr (A1)

则

v̇(t) = [u(s−∆)−
∫ s

a

φ(r)u(r −∆)dr]·

φ(s)e−
∫ s

a
φ(r)dr (A2)

由式 (12) 有

u(s−∆)−
∫ s

a

φ(r)u(r −∆)dr ≤

u(s−∆)−
∫ s−∆

a

φ(r)u(r −∆)dr ≤ α(s−∆)

所以, 由式 (A2) 有

v̇(t) ≤ α(s−∆)φ(s)e−
∫ s

a
φ(r)dr (A3)

对式 (A3) 的两边进行积分, 即

∫ t

a

v̇(t)ds ≤
∫ t

a

[α(s−∆)φ(s)e−
∫ s

a
φ(r)dr]ds ⇐⇒

v(t) ≤
∫ t

a

[α(s−∆)φ(s)e−
∫ s

a
φ(r)dr]ds

由式 (A1) 有

∫ s

a

φ(r)u(r −∆)dr = v(s)e
∫ s

a
φ(r)dr ≤

∫ t

a

[α(s−∆)φ(s)e−
∫ s

a
φ(r)dr]dse

∫ s
a

φ(r)dr ≤
∫ t

s

[α(s−∆)φ(s)e
∫ t

s
φ(r)dr]ds

由式 (12), 有

u(t) ≤ α(t) +

∫ t

a

[α(s−∆)φ(s)e
∫ t

s
φ(r)dr]ds

¤

附录 B 引理 3的证明

证明. 由于

0 ≤ ∆ < −L1β
−2 + β−1 ln

β2

L2
1(L1 + L2)

对于 ∀ε ∈ (0,−L1β
−2 + β−1 ln β2

L2
1(L1+L2)

], 取 ∆ = −ε −
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L1β
−2 + β−1 ln β2

L2
1(L1+L2)

, 则因为

a1(t) = 1 + L1e
β∆

∫ t

t0

e
∫ t

τ
L1e−β(t−r)drdτ ≤

1 + L1(t− t0)e
L1
β

+β∆
=

1 + (t− t0)
β2

L1(L1 + L2)
e−βε

a2(t) = (L1 + L2)a1(t)·
∫ t

t0

a1(τ)e(L1+L2)a1(t)
∫ t

τ
e−β(t−r)drdτ ≤

(L1 + L2)a1(t)(t− t0)·[
1 +

(t− t0)L1

2
e

L1
β

+β∆

]
·

e
L1(L1+L2)

β
[1+L1(t−t0)e

L1
β

+β∆
]
=

(L1 + L2)a1(t)(t− t0)·[
1 +

(t− t0)L1

2
e

L1
β

+β∆

]
·

e
L1(L1+L2)

β eβ(t−t0)e−βε

=

a3(t)e
β(t−t0)e−βε

式中

a3(t) = (L1 + L2)a1(t)(t− t0)·

[
1 +

(t− t0)L1

2
e

L1
β

+β∆

]
e

L1(L1+L2)
β

所以

a2(t)e
−β(t−t0) = a3(t)e

[e−βε−1]β(t−t0)

由式 (13), 得到

g(t) ≤ a4(t)e
[e−βε−1]β(t−t0)

式中

a4(t) = 1 + (t− t0)
β2

L1(L1 + L2)
e−βse−β(t−t0)e−βε

+ a3(t)

由于 β > 0, 对于 ∀ε ∈
(
0,−L1β

−2 + β−1 ln β2

L2
1(L1+L2)

]
, 取

γ = 1− e−βε, ∆ = −ε−L1β
−2 + β−1 ln β2

L2
1(L1+L2)

, 则对于

多项式 a4(t) 必有实数 N > 0, 使得当 t ≥ t0 时有

a4(t) < N

所以

g(t) < Ne−γ(t−t0)

¤

附录 C系统参数

表 C 系统参数

Table C System parameters

参数 参数值 (kg) 参数 参数值 (m) 参数 参数值 (m) 参数 参数值 (N · s ·m)

m1 0.259 L1 0.315 l1 0.189 C1 2.5E−4

m2 0.259 L2 0.315 l2 0.189 C2 2.5E−4

m3 0.089 L3 0.293 l3 0.146 C3 2.5E−4

I1 1.305E−3 kg·m2 I2 1.305E−3 kg·m2 I3 6.324E−4 kg·m2 Cc 2.62

M 0.59 Ks 1.25N·V−1
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