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　　【摘要】　基于 ＤｒｕｃｋｅｒＰｒａｇｅｒ屈服准则与弹性力学问题有限元方法，以小麦为例建立了松散物料与某型号钢

板锥仓的接触数学模型。在合理建模基础上解决了松散物料与锥仓接触时接触面上必须满足的位移条件、力的传

递关系以及力与位移的关系。通过建立求解方程与计算程序，使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法与罚函数法相结合进行强制接

触协调，获得了较精确的计算结果。结果表明，散料在锥仓中接触摩擦应力与接触状态相关，应力值较小，总接触

应力主要表现为接触压力，压力从仓顶到仓底逐步增大且光滑过渡，表现为某种非线性关系。
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　　引言

储料仓的设计计算，国内外的学者比较集中

于圆直筒仓的相关研究，Ｊａｎｓｓｅｎ公式［１］
提出了侧

压力系数 Ｋ的假设，为国内外学者许多研究提供
了基础

［２～４］
。近些年，随着有限元技术的发展，

储料仓的研究引入了新的手段与研究方法
［５～６］

。

但大多数文献报道均集中于圆直筒仓。国内曾

有学者采用颗粒流数值方法，通过改变圆锥漏斗

倾角和开口宽度，对松散物料在仓内的流动状态

进行模拟分析
［７］
，国外有学者对矩形直筒仓卸料

端的倒棱锥仓的压力进行了实验研究
［８］
，但对散

料在锥仓中的接触行为进行研究的文献报道很

少。

本文基于有限元方法，以小麦为例建立松散物

料与某特定锥仓接触计算模型，模拟松散物料与钢

板锥仓壁面的接触状况，研究松散物料对钢板锥仓

的接触应力与变化规律，为合理设计锥仓结构，顺利

消除物料装、卸、储状态的物料粘结、堵料、超压等问

题提供依据。



１　力学准则与数学模型

１１　力学准则
小麦是一种比较典型的颗粒状松散物料，此类

物料受压屈服强度远大于受拉屈服强度，且物料受

剪时颗粒会膨胀，因此常用的 ＶｏｎＭｉｓｅｓ屈服准则
不适合于这类材料。松散粉体力学中，常用的屈服

准则有莫尔 库仑（ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ）屈服准则（简称
Ｍ Ｃ准则）和德鲁克 普拉格（ＤｒｕｃｋｅｒＰｒａｇｅｒ）屈服
准则（简称 Ｄ Ｐ准则），其中 Ｄ Ｐ准则是对 Ｍ Ｃ
准则的近似，其屈服面为光滑过渡，有利于数值求解

过程中求导。另外，Ｄ Ｐ准则考虑了由于屈服引起
的体积膨胀。因此，在假定物料为理想弹塑性体的

情况下，Ｄ Ｐ屈服准则被现有许多大型有限元程序
采用，如 ＡＮＳＹＳ［９］。

适用 Ｄ Ｐ屈服准则的材料简称 ＤＰ材料。ＤＰ
材料的材料参数包括松散堆积密度、粘聚力、内摩擦

角和膨胀角等，小麦散料属于 ＤＰ材料，其物料特性
与 ＤＰ参数［１０］

为：内摩擦角２２２°，粘聚力 ９５００Ｐａ，
膨胀角 ２３１°，泊松比 ０３７，弹性模量 ３７３ＭＰａ，堆
积密度８５２ｋｇ／ｍ３，摩擦因数（对钢板）０１９。
１２　数学模型

松散物料与钢板锥仓接触问题的求解过程是搜

寻准确接触状态的反复迭代过程。一般来讲，需要

先假定一可能的接触状态，随后代入定解条件，得到

松散物料与锥仓接触点的接触内力与位移，判断是

否满足接触条件。不满足时修改接触点接触状态重

新求解，直到所有接触点都满足。

设小麦与锥仓为两个接触求解区域，根据弹性

力学问题有限元方法
［１１］
，建立整体坐标系下的矩阵

方程

ＫＷδＷ＝ＰＷ＋ＲＷ
ＫＳδＳ＝ＰＳ＋Ｒ{

Ｓ

（１）

式中　ＫＷ、ＫＳ———小麦、锥仓的刚度矩阵
δＷ、δＳ———小麦、锥仓的位移向量
ＰＷ、ＰＳ———小麦、锥仓的载荷向量
ＲＷ、ＲＳ———小麦、锥仓的接触力向量

根据求得的节点位移，利用求节点力的方法得

到接触点的接触力向量，然后根据接触点的位移与

接触力向量，依次按接触判定条件判定各点对接触

状态是否与假定接触状态相符，不符则修改接触状

态，重新代入接触条件式（１），反复迭代直到计算结
果相符，如图１所示。

２　研究方法

作为高度非线性行为，松散物料与锥仓的接触

图 １　迭代模型

Ｆｉｇ．１　Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｏｄｅｌ
　

求解是一个反复迭代的过

程，接触点对较多，计算比

较繁杂，需要较大的计算

资源。为了进行有效计

算，借助 ＡＮＳＹＳ求解状态
非线性问题对小麦与锥仓

的接触问题求解。研究过

程主要解决以下 ４个方面
的问题：

（１）选择模型以描述
小麦与锥仓之间力的传

递，以及在不同载荷下接

触状态的变化。

本文采用有限元方法

求解，将小麦与锥仓离散化，并分别作为接触主动体

与被动体，其物理模型为小麦模型上的点和锥仓表

面上的点相接触（网格节点并不一定是一一对应）。

处于接触状态的小麦与锥仓表面能够传递法向压力

和切向摩擦力。这样，小麦与锥仓可以根据自身情

况进行网格离散，且经过处理后，即使考虑到摩擦滑

移的情况，最终的控制方程也是可以成为对称的。

为简化计算，将小麦与锥仓的接触简化为二维

问题处理，钢板锥仓与小麦散料均使用 ＰＬＡＮＥ４２
进行离散。ＰＬＡＮＥ４２单元用作平面单元，可用于
离散二维实体结构模型，有 ４个节点，每个节点有
２个自由度，分别为 ｘ和 ｙ方向的平移。本单元具
有塑性、蠕变、辐射膨胀、应力刚度、大变形以及大应

变的能力，可适应接触问题计算
［１２］
。

求解过程中，为克服高度非线性与载荷增量累

积误差导致收敛困难，采用牛顿 拉普森（Ｎ Ｒ）法
平衡迭代，同时 Ｎ Ｒ法估算残差矢量，可为问题收
敛提供合理判据。

（２）接触面上小麦与锥仓的位移必须满足一定
条件以解决小麦与锥仓节点自由度关系以及接触面

上小麦与锥仓变形之间的一致关系。

将小麦与锥仓的接触问题定义为刚 柔、面 面

接触，锥仓板刚性面作为目标面，用 Ｔａｒｇｅ１６９模拟
二维模型，小麦散料作为柔性体，其表面作为接触

面，相应用 Ｃｏｎｔａ１７１进行模拟。１个目标单元与
１个接触单元作为 １个接触对，程序通过 １个共享
的实常数号进行接触对识别。

离散后的有限元模型以及小麦与锥仓的接触关

系如图２所示。
（３）研究小麦与锥仓接触面上力与位移或压力

与切向力之间的关系。

该问题主要涉及小麦与锥仓接触时的摩擦关
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图 ２　有限元离散模型

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ
　
系。实际上，摩擦因数与多种因素有关，且小麦与锥

仓形成的接触对，随滑移情况不同，摩擦因数也不

同，即接触面本构关系为非线性。

为使问题更容易收敛，采用 Ｍｏｈｒ Ｃｏｕｌｏｍｂ模
型模拟小麦与锥仓的接触摩擦。当小麦与锥仓表面

发生接触时，接触面之间一般传递切向力和法向力，

所以分析中要考虑阻止表面间的相对滑动摩擦力。

Ｍｏｈｒ Ｃｏｕｌｏｍｂ模型应用摩擦因数 μ表征小麦和锥
仓两个表面间的摩擦行为。当表面拉力达到临界剪

应力值之前，切向运动保持为零，临界剪应力取决于

法向接触压力和摩擦因数，即 τ＝μｐ（ｐ为法向接触
压力，τ为临界剪应力）。当小麦与锥仓接触面间剪
应力等于临界摩擦剪应力时，接触面发生相对滑动，

如图３所示［１３］
。

图 ３　摩擦行为示意图

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｉｃｔｉｏｎｂｅｈａｖｉｏｒ
　

（４）以数学方程和计算程序描述上述规律使系
统处于平衡，并求解方程。

真实的情况是小麦和锥仓的实际接触体相互不

穿透，因此计算程序必须在小麦和钢板两个面间建

立一种关系，实现接触传递并防止它们在有限元计

算过程中相互穿过。

常用的手段是使用罚函数法实现接触传递，通

过接触刚度 Ｎ在接触力跟接触面间的穿透值建立
力与位移的线性关系。当小麦与锥仓分开时，惩罚

函数不起作用；当它们的接触面开始穿透时，惩罚函

数以类似于弹簧刚度的作用将接触面推开，以模拟

实际状况的相互不渗透。其平衡方程为

Ｆ＝ＮΔ （２）

式中　Ｆ———压力　　Ｎ———接触刚度
Δ———穿透量

但是，数学上必须以有限的穿透量（Δ＞０）在小
麦与锥仓的交界面产生接触力（图４），以平衡系统，
这样就要求穿透量 Δ足够小方可获得较高的计算
精度，这就意味着要有一个比较大的接触刚度。然

而，若接触刚度过大，微小的穿透也会产生过大的接

触力，在紧接的迭代计算中可能会将接触面推开，导

致收敛振荡、发散，最终不能获得结果。

图 ４　接触穿透容差 δ与穿透量 Δ示意图

Ｆｉｇ．４　Ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎｔｏｌｅｒａｎｃｅδａｎｄ

ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎｑｕａｎｔｕｍΔ
　
因此，采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法增加附加自由度

（接触压力）的办法，与罚函数法结合起来进行强制

接触协调，使用穿透容差 δ来满足不可穿透条件
（图４）。在迭代开始阶段，接触协调基于罚刚度确
定，一旦获得平衡，即检查穿透容差，若穿透量小于

穿透容差，接触压力增加，继续迭代，直到收敛。

将小麦与锥仓设定为面 面接触单元，用一个系

数间接给出接触刚度 Ｎ，计算程序通过下层单元的
刚度乘以该系数以确定接触刚度，该系数称为法向

接触刚度因子。法向接触刚度因子设定为 １０，基
本可以给出足够的精度，即接触刚度等于下层单元

的刚度。穿透容差不能过小，否则难以收敛，本文取

δ＝０００１ｍ（表１）。

表 １　接触参数

Ｔａｂ．１　Ｃｏｎｔａｃｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 数值

离散单元 ＰＬＡＮＥ４２
接触单元 Ｔａｒｇｅ１６９与 Ｃｏｎｔａ１７１
接触类型 刚 柔，面 面接触

法向接触刚度因子 １０
穿透容差 δ／ｍ ０００１

３　结果与分析

锥仓材料参数与结构参数如表 ２所示，其中锥
仓倾角３０°。

表 ２　锥仓材料参数与结构参数

Ｔａｂ．２　Ｍａｔｅｒｉａｌ＆ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｉｌｏ

参数 数值

密度／ｋｇ·ｍ－３ ７８５０

弹性模量／ＭＰａ ２１×１０５

参数 数值

泊松比 ０３

仓板倾角 ／（°） ３０
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　　计算结果如图５、６、７及表３所示。
由图５可知，小麦在锥仓中的接触分为两部分，

即滑移（ｓｌｉｄｉｎｇ）接触与粘附（ｓｔｉｃｋｉｎｇ）接触，仓顶往
下１／５处位置为粘／滑交界区，该位置随物料属性和
锥仓结构不同会有所不同。接触状态直接影响小麦

与锥仓的接触摩擦应力，接触摩擦应力从仓顶到粘／
滑交界区迅速增加，进入粘附状态后，接触摩擦应力

缓慢下降，最大值为３７５８Ｐａ（图６）。

图 ５　接触状态

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔａｃｔｓｔａｔｕｓ
　
　　由图７可知，从仓顶到卸料口，接触压力逐步增
加，由于卸料口非静压，卸料口接触压力有突变。除

卸料口外，接触压力从仓顶到仓底光滑过渡，表现为

某种函数关系。表３给出了从仓顶到仓底的各节点
接触压力值，节点位置参见图５，不考虑卸料口９６号
　　

图 ６　接触摩擦应力

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｎｔａｃｔｆｒｉｃｔｉｏｎｓｔｒｅｓｓ
　

图 ７　接触压力

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｎｔａｃｔｐｒｅｓｓｕｒｅ
　

表 ３　对应节点接触压力

Ｔａｂ．３　Ｃｏｎｔａｃｔｐｒｅｓｓｕｒｅｓａｎｄｒｅｌｅｖａｎｔｎｏｄｅｎｕｍｂｅｒｓ Ｐａ

节点 ８６ ９７ ９８ ９９ １００ １０１ １０２

压力 ２９９３８ ３５９１２ ９３８１６ １４３０８ １８６５３ ２２１３３ ２５４１６

节点 １０３ １０４ １０５ １０６ １０７ １０８ １０９

压力 ２８３７８ ３０９６８ ３３２２１ ３５４５９ ３７６１２ ３９７６１ ４１７３３

节点 １１０ １１１ １１２ １１３ １１４ １１５ ９６

压力 ４３７０７ ４５８４３ ４７８７５ ５０２３６ ５３４９１ ５８６５２ ９２０３４

节点，最大接触压力为 ５８６５２Ｐａ。相邻节点距离相
等，但表中接触压力值并非线性增加，因此接触压力

随锥仓深度呈某种非线性关联。由图 ６、７可知，接
触压力远大于接触摩擦应力，总接触应力以接触压

力为主。

文献［１４］也指出，散体不同于流体，其对侧墙
有摩擦力作用，侧压力沿高度的分布不可能是线性

的。并按虚位移法得到了浅圆筒仓侧压力计算公

式，指出接触压力与为散料堆积密度、散料内摩擦角

（可推导侧压力系数）、浅圆筒仓半径、散料与仓壁

摩擦因数以及装料高度有关。但小麦对锥形仓体的

接触压力除与上述因素有关外，还与锥仓的倾角有

关。文献［１４］还给出了侧压力计算公式的曲线图
和实验图，明确表明了浅圆筒仓的侧压力从仓顶到

仓底逐渐增大，曲线较光滑过渡，并与有限元分析结

果和实仓实验结果进行了对比。仅从曲线形式、特

点和趋势来看，与本文获得的接触压力云图结果是

一致的。

４　结论

（１）松散物料在锥仓中的接触摩擦应力与接触
状态相关，接触摩擦应力在粘／滑交界区最大，从粘／
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滑交界区向仓顶和仓底都逐步减小，粘／滑交界位置
随松散物料特性和锥仓结构不同而变化。

（２）接触摩擦应力远小于接触压力，物料在仓
体中的总接触应力主要表现为接触压力，接触压力

从仓顶到仓底逐步增大，变化趋势表现为某种非线

性函数关系。

（３）接触压力与散料堆积密度、散料内摩擦角、
锥仓结构（包括锥仓高度、锥仓倾角等）、散料与仓

壁摩擦因数以及装料高度等参数有关。
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