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电离层均匀地球模型中地表水平

电偶极子激发的电磁场

徐志锋，吴小平

中国科学技术大学蒙城地球物理国家野外观测站，地球和空间科学学院，合肥　２３００２６

摘　要　本文在电离层均匀地球模型中使用Ｄｅｂｙｅ势方法，在电磁场一般性边界条件下导出了地表水平电偶极

子源在地球介质中激发的电磁场的表达式．对球Ｂｅｓｓｅｌ函数使用指数函数近似，并采用加速算法，计算了地表及地

下的电磁场．其正确性得到理论计算和实际观测数据的多方面支持．结果表明，在收发距离大于１０００ｋｍ，电磁场强

度很稳定，几乎没有衰减的迹象；电磁场受电离层的影响很大，由于电离层高度升高或电导率减小引起的电磁场幅

度的减少可以达到５０％，但是由电场和磁场得到的视电阻率变化却很小．
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１　引　言

在频率域电磁法勘探中，随着发射源功率的增

大，收发距可能达数千公里，较传统意义上的收发距

大很多，这时必须考虑地球半径及电离层的影响，基

于水平大地模型得到的水平电偶极子源激发的电磁

场表达式不再适用．目前国内已经开始了这方面的

应用研究，赵国泽研究了使用人工源超低频率电磁

波监测地震［１］；底青云等研究了水平地球模型下的

长偶极子大功率源激发的场［２～５］，并将其用于资源

勘探［６］．

在通讯领域，频率范围在狀×１０－
２
～狀×１０

３Ｈｚ

之间属于极低频率范围．研究这个频段的电磁波在

空气的传播时，一般认为以电离层、地球作为边界的

空气层形成一个球层波导腔，而以往大多研究者都

只研究空气层中的电磁波传播，鉴于地球介质和电

离层都是良导体，往往在地球空气界面和电离层

空气界面处用阻抗边界条件构成闭合的方程求解未

知系数［７～１１］，阻抗边界条件是基于水平极化的电磁

波入射到水平无限大导电介质界面上得到的近似边

界条件．对地球物理应用来说，所研究的对象是地球

介质，而且场测量往往在地表或地下，在空气地球

界面上使用阻抗边界条件，则无法满足实际的需要，

故在场的求解过程中，需在地球空气界面上使用电

磁场的一般过渡边界条件，求得地表或地下的电磁

场的表达式，通过分析这些公式才能得到地球介质

中电磁场的传播特性．

本文研究电离层空气均匀地球模型中置于地

表的水平电偶极子源在地球介质中激发的电磁场．

从一般电磁场原理出发，使用Ｄｅｂｙｅ势的方法，结

合电磁场的一般过渡边界条件，导出了在电离层空

气地球模型中置于地表的水平电偶极子在均匀地

球模型中激发的地下电磁场的级数表达式；由于解

是一个无限的球Ｂｅｓｓｅｌ函数级数表达式，而大变量

球Ｂｅｓｓｅｌ函数的计算非常困难，考虑到地球半径很

大，对球 Ｂｅｓｓｅｌ函数使用指数函数近似，简化球

Ｂｅｓｓｅｌ函数的计算过程；由于级数收敛非常缓慢，为

了加快收敛，使用加速算法［９］．

为验证解和计算过程的正确性，在理论上取地

球半径趋于无穷大，电离层高度无限大，得到了均匀

半空间的解；在数值计算上，一方面，计算无电离层

时的近场区的电磁场并将其与均匀半空间的解作了

比较，结果非常一致；另一方面，计算了频段１～５０

Ｈｚ内的电磁场，得到了前６个Ｓｃｈａｍａｎｎ共振频

率，完全和理论结果吻合；此外还结合野外观测数

据，将计算结果和实际数据进行比较，在可确定的误

差范围内两者是一致的．以上表明，所得结果是可

靠的．

２　场表达式

设时间因子为ｅｘｐ
－ｉω狋，在球坐标系中，由于点

源是局限在有限的空间中，故在大部分的空间中都不

存在源，而无源的 Ｍａｘｗｅｌｌ方程的分量表达式为
［１２］：

１

狉ｓｉｎθ


θ
（ｓｉｎθ犈）－

犈θ
｛ ｝

＝犣１犎狉， （１）

１

狉ｓｉｎθ


θ
（ｓｉｎθ犎

）－
犎θ

｛ ｝


＝犣２犈狉， （２）

１

狉

１

ｓｉｎθ

犈狉


－

狉
（狉犈｛ ｝）＝犣１犎θ， （３）

１

狉

１

ｓｉｎθ

犎狉


－

狉
（狉犎｛ ｝）＝犣２犈θ， （４）

１

狉

狉
（狉犈θ）－

犈狉｛ ｝θ
＝犣１犎， （５）

１

狉

狉
（狉犎θ）－

犎狉｛ ｝θ
＝犣２犈， （６）

式中

犣１ ＝ｉωμ，犣２ ＝σ－ｉωε， （７）

其中狉、θ、是球坐标系中径向变量、仰角、方位角；ω

为圆频率，μ磁导率，ε为介电常数，σ介质电导率．

边界条件为电磁场切向分量犈、犈θ、犎、犎θ 在电离

层空气界面、空气地球界面上满足连续性条件．注

意，此处使用的是一般的过渡边界条件，而非阻抗边

界条件．

上面方程中，电场和磁场相互耦合，无法直接求

解，将电磁场沿着地球径向方向分解为两种情形：

（一）电场存在径向分量，磁场无径分量，即所谓的横

磁场，记为ＴＭ；（二）电场无径向分量，磁场存在径

向分量，所谓的横电场，记为 ＴＥ．引入电磁场的

Ｄｅｂｙｅ势Φ、Ψ
［７，１２］，由（１）～（７）式及电磁场切向分

量连续的边界条件导出Φ、Ψ 所满足的方程及边界

条件如下：

（１）ＴＥ情形

Δ

２
Φ＋犽

２
Φ＝０， （８）

犎ＴＥ
θ ＝

１

狉

２（狉Φ）

狉θ
， （９）

犎ＴＥ

 ＝
１

狉ｓｉｎθ

２（狉Φ）

狉
， （１０）

犈ＴＥ ＝犣１
Φ
θ
， （１１）

８９４２
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犎ＴＥ
狉 ＝

１

狉ｓｉｎθ



ｓｉｎθ
Φ（ ）θ

＋
１

ｓｉｎθ

２
Φ


｛ ｝２ ，（１２）

犈ＴＥθ ＝－犣１
Φ
ｓｉｎθ

， （１３）

Φ在边界上应满足如下的边界条件：

Φ１ ＝Φ２， （１４）

（狉Φ１）

狉
＝
（狉Φ２）

狉
， （１５）

　　（２）ＴＭ情形

Δ

２
Ψ＋犽

２
Ψ ＝０， （１６）

犈ＴＭθ ＝
１

狉

２（狉Ψ）

狉θ
， （１７）

犈ＴＭ ＝
１

狉ｓｉｎθ

２（狉Ψ）

狉
， （１８）

犈ＴＭ狉 ＝
１

狉ｓｉｎθ



（ｓｉｎθ

Ψ
θ
）＋

１

ｓｉｎθ

２
Ψ


｛ ｝２ ，（１９）

犎ＴＭ

 ＝犣２
Ψ
θ
， （２０）

犎ＴＭ
θ ＝－犣２

Ψ
ｓｉｎθ

． （２１）

Ψ 在边界上应满足如下的边界条件：

犽２１Ψ１ ＝犽
２
２Ψ２， （２２）

（狉Ψ１）

狉
＝
（狉Ψ２）

狉
． （２３）

图１　地球电离层截面图

Ｆｉｇ．１　ｓｅｃｔｉｏｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅｅａｒｔｈｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ

　　模型结构如图１所示，在空气腔中，将总场分解

为电偶极子源激发的一次场犈狉ｐ、犎狉ｐ和由一次场激

发的二次场犈狉ｓ、犎狉ｓ之和，即犈狉 ＝犈狉ｐ＋犈狉ｓ、犎狉 ＝

犎狉ｐ＋犎狉ｓ．将一次电场和磁场在球坐标系中的径向

分量求出，然后再使用球Ｂｅｓｓｅｌ函数和Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函

数展开，具体过程复杂冗长，请参阅文献［７］，然后根

据一次场的形式，导出各层中Ｄｅｂｙｅ的形式解，然

后根据边界条件导出各层Ｄｅｂｙｅ势中的未知系数，

即可得到各层中的电磁场的解．由此导出电离层空

气均匀地球模型中置于地表的水平电偶极子激发

的地球介质中的电磁场的表达如下：

　　　　　　　　　　犈
ＴＥ

 ＝－
ｉωμ犐犾
４π狉ｅ狉

ｓｉｎ∑
∞

狀＝１

２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ２犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
２ 犫狀φ

狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
， （２４）

犈ＴＥθ ＝
ｉωμ犐犾
４π狉ｅ狉

ｃｏｓ
ｓｉｎθ∑

∞

狀＝１

２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
犫狀φ

狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
， （２５）

犎ＴＥ

 ＝－
犐犔
４π狉ｅ狉

ｃｏｓ
ｓｉｎθ∑

∞

狀＝１

犫狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ

ｄφ狀（犽３狉）

ｄ狉

φ狀（犽３狉ｅ）
， （２６）

犎ＴＥ
θ ＝－

犐犔
４π狉ｅ狉

ｓｉｎ∑
∞

狀＝１

犫狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ２犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
２

犱φ狀（犽３狉）

犱狉

φ狀（犽３狉ｅ）
， （２７）

犎ＴＥ
狉 ＝－

犐犔

４π狉ｅ狉
２ｓｉｎ∑

∞

狀＝１

（２狀＋１）
ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
犫狀φ

狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
， （２８）

犈ＴＭ ＝
ｉ犣０犐犾

４π

犽２
狉ｅ狉
ｓｉｎ
ｓｉｎθ∑

∞

狀＝１

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ

ｄφ狀（犽３狉）

ｄ狉

φ狀（犽３狉ｅ）
， （２９）

犈ＴＭθ ＝－
ｉ犣０犐犾

４π

犽２
狉ｅ狉
ｃｏｓ∑

∞

狀＝１

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ２犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
２

ｄφ狀（犽３狉）

ｄ狉

φ狀（犽３狉ｅ），
， （３０）

犈ＴＭ狉 ＝－
ｉ犣０犐犾

４π

犽２
狉ｅ狉
ｃｏｓ∑

∞

狀＝１

犱狀（２狀＋１）
ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
φ狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
， （３１）

犎ＴＭ

 ＝－
ｉ犣０犣２犐犾

４π

犽２
狉ｅ狉
ｃｏｓ∑

∞

狀＝１

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ２犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
２

φ狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
， （３２）

９９４２
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犎ＴＭ
θ ＝－

ｉ犣０犣２犐犾

４π

犽２
狉ｅ

ｓｉｎ
狉ｓｉｎθ∑

∞

狀＝１

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
φ狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
， （３３）

其中犽２犼 ＝ω
２
εμ＋ｉωμσ犼，犼＝１，２，３．犼＝１为电离层，犼＝２为空气，犼＝３表示地球介质；狉ｅ为地球半径，狉ｉ

表示地心到电离层的距离，犺＝狉ｉ－狉ｅ，犣０ ＝ μ０

ε槡０

．其中犐是激发源的电流强度，犾是电偶极子的长度，

犘狀（ｃｏｓθ）是Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数．系数犫狀、犱狀 为

犫狀 ＝
犳狀（犜６－犜５）＋（犜６－犜３）

［犳狀（犜２－犜１）（犜６－犜５）＋（犜１－犜４）（犜６－犜３）］
，

犱狀 ＝
犳狀犜２ 犽

２
１犜５－犽

２
２犜（ ）６ －犜４（犽

２
２犜６－犽

２
１犜３［ ］）

（犽２２犜６－犽
２
１犜３）（犽

２
２犜１－犽

２
３犜４）＋犳狀（犽

２
２犜６－犽

２
１犜５）（犽

２
３犜２－犽

２
２犜１［ ］）

，

其中

　　犳狀 ＝φ
狀（犽２犪ｓ）ζ狀（犽２狉ｉ）

ζ狀（犽２犪ｓ）φ狀（犽２狉ｉ）
，犜１ ＝

ｄφ狀（犽３狉ｅ）

ｄ狉

φ狀（犽３狉ｅ）
，

犜２＝

ｄφ狀（犽２狉ｅ）

ｄ狉

φ狀（犽２狉ｅ）
，犜３＝

ｄφ狀（犽２狉ｉ）

ｄ狉

φ狀（犽２狉ｉ）
，犜４＝

ｄζ狀（犽２狉ｅ）

ｄ狉

ζ狀（犽２狉ｅ）
，

　　犜５ ＝

ｄζ狀（犽２狉ｉ）

ｄ狉

ζ狀（犽２狉ｉ）
，犜６ ＝

ｄζ狀（犽１狉ｉ）

ｄ狉

ζ狀（犽１狉ｉ）
，

而

φ狀（狓）＝
π狓

槡２Ｊ狀＋
１
２
（狓）＝狓犼狀（狓），

ζ狀（狓）＝
π狓

槡２Ｈ
（１）
狀＋
１
２
（狓）＝狓犺

（１）
狀 （狓）

为球Ｂｅｓｓｅｌ函数的记法表示．

上面的公式是置于地表水平电偶极子在均匀地

球模型中的地下电磁场一般表达式，是本文首次在

电磁场一般性边界条件下导出的，在近场区、过渡

区、波区均精确成立．它不同于使用阻抗边界条件得

到的电磁场表达式，其仅在波区成立，因为阻抗边界

条件是基于水平极化的电磁波入射到水平无限大导

电介质界面上得到的近似边界条件［７］；而且，阻抗边

界条件使电磁场计算局限于地面电离层之间形成

的球形波导腔中，恰恰忽略了我们感兴趣的地下电

磁场的分布．

３　电磁场的计算

在地球物理中，测点往往在垂直平分水平电偶

极子的水平直线附近，这条直线的方位角＝π／２，

故在计算中，取＝π／２，故只需要计算犈
ＴＥ


、犎ＴＥ

θ 、

犎ＴＥ
狉 、犈

ＴＭ


、犎ＴＭ

θ ．上面公式中，大阶数的球Ｂｅｓｓｅｌ函

数的变量是犽狉，其中犽＝ ω
２
εμ＋ｉωμ槡 σ，由于地球

电导率比较大，而地球半径又很大，则犽狉是非常大

的复数，直接计算大阶数的球Ｂｅｓｓｅｌ函数是非常困

难；而且，为了计算电磁场到指定的精度，直接求和

需要计算的项数是非常大的，为了使计算过程收敛

加快，使用加速的办法．由于我们是在地球表面附

近，所以狉是和地球半径同数量级，故球Ｂｅｓｓｅｌ函数

可以使用如下的指数函数近似式［８］：

φ狀 ≈ｃｏｓ狆狉， （３４）

ζ狀 ＝ｅｘｐ
ｉ狆狉， （３５）

其中：狆＝ 犽２－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

，

则：

犜１ ＝－ 犽２３－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

ｔｇ 犽２３－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

狉｛ ｝ｅ ，
犜２ ＝－ 犽２２－

狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

ｔｇ 犽２２－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

狉｛ ｝ｅ ，
犜３ ＝－ 犽２２－

狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

ｔｇ 犽２２－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

狉｛ ｝ｉ ，
犜４ ＝ｉ 犽２２－

狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

，

犜５ ＝ｉ 犽２２－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

，

犜６ ＝ｉ 犽２１－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

，

而

　　　　犚狀（狉）＝φ
狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
≈
ｃｏｓ（狆３狉）

ｃｏｓ（狆３狉ｅ）

＝ｅｘｐ
ｉ狆３
（狉
ｅ－狉

）ｅｘｐ
２ｉ狆３狉＋１

ｅｘｐ
２ｉ狆３狉ｅ＋１

，

　　　　犙狀（狉）＝

ｄφ狀（犽３狉）

ｄ狉

φ狀（犽３狉ｅ）
≈

ｄｃｏｓ（狆３狉）

ｄ狉
ｃｏｓ（狆３狉ｅ）

＝ｉ狆３ｅｘｐ
ｉ狆３
（狉
ｅ－狉

）ｅｘｐ
２ｉ狆３狉－１

ｅｘｐ
２ｉ狆３狉ｅ＋１

，

当狀→ ∞ 时，

犜１ ＝－ｉ狆３ ≈
２狀＋１
２狉ｅ

，

犜４ ＝ｉ狆４ ≈－
２狀＋１
２狉ｅ

，犚狀（狉）≈ｅｘｐ
－
（２狀＋１）
２ １－

狉
狉（ ）
ｅ ，

００５２
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犙狀（狉）≈－ｉ狆３ｅｘｐ
－
（２狀＋１）
２ １－

狉
狉（ ）
ｅ ，

犳狀 ＝ζ
狀（犽２狉ｉ）

ζ狀（犽２狉ｅ）
φ狀（犽２狉ｅ）

φ狀（犽２狉ｉ）
＝
１＋ｅｘｐ

－２ｉ 犽
２
２－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

狉
ｅ

１＋ｅｘｐ
－２ｉ 犽

２
２－
狀（狀＋１）

狉槡 ２
ｅ

狉
ｉ

≈ｅｘｐ
－（２狀＋１）

犺
狉
ｅ，

犫狀 ≈
１

犜１－犜４
＝

狉ｅ
（２狀＋１）

，

犫狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犘狀（ｃｏｓθ）φ
狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
≈犮

１
狀 ＝犉

狉ｅ
狀（狀＋１）

犘狀（ｃｏｓθ）狋
狀，

犫狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犘狀（ｃｏｓθ）φ
′狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
≈犮

２
狀 ＝犉

２狀＋１
２狀（狀＋１）

犘狀（ｃｏｓθ）狋
狀，

（２狀＋１）犫狀犘狀（ｃｏｓθ）φ
狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
≈犮

３
狀 ＝犉狉ｅ犘狀（ｃｏｓθ）狋

狀，

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犘狀（ｃｏｓθ）φ
′狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
≈犮

４
狀 ＝

２犉犫
狉ｅ
犘狀（ｃｏｓθ）狋

狀，

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犘狀（ｃｏｓθ）φ
狀（犽３狉）

φ狀（犽３狉ｅ）
≈犮

５
狀 ＝犉

２

狀
犘狀（ｃｏｓθ）狋

狀犫，

其中

犉＝ｅｘｐ
－
１
２ １－

狉
狉（ ）
ｅ ，狋＝ｅｘｐ－

１－
狉
狉（ ）
ｅ ，犫＝

１

犽２２＋犽
２
３

．

下面的恒等式成立［９］：

∑
∞

狀＝１

狋狀

狀
犘狀（ｃｏｓθ）＝ｌｎ

２

犵－狋ｃｏｓθ＋（ ）１ ， （３６）

∑
∞

狀＝１

狋狀

狀＋１
犘狀（ｃｏｓθ）＝

１

狋
ｌｎ
犵＋狋－ｃｏｓθ
１－ｃｏｓ（ ）θ

－１， （３７）

其中

犵＝ １－２狋ｃｏｓθ＋狋槡
２．

则得到

犈狋（·）＝∑
∞

狀＝１

ｄ２犮１狀
ｄθ
２ ＝－犉狉ｅ

１

犵
－（ ）１ ＋ｃｔｇθ犉狉ｅ ｃｔｇθ＋犵－１狋ｓｉｎ（ ）θ ， （３８）

犎狋θ（·）＝∑
∞

狀＝１

ｄ２犮２狀
ｄθ
２ ＝－

犉
２

１－狋
２

犵
３ －（ ）１ ＋犉２ｃｔｇθ

１

狋ｓｉｎθ
＋
狋ｃｏｓθ－１
狋犵ｓｉｎθ

＋ｃｔｇθ＋
犵－１
狋ｓｉｎ（ ）θ ， （３９）

犎狋狉（·）＝∑
∞

狀＝１

ｄ犮３狀
ｄθ
＝－犉狉ｅ

狋ｓｉｎθ

犵
３
， （４０）

犈犾（·）＝∑
∞

狀＝１

ｄ犮４狀
ｄθ
＝－
２犉犫
狉ｅ

狋ｓｉｎθ

犵
３
， （４１）

犎犾θ（·）＝∑
∞

狀＝１

ｄ犮５狀
ｄθ
＝－２犉犫ｃｔｇθ＋

狋－ｃｏｓθ

犵ｓｉｎ（ ）θ
． （４２）

采用加速算法［９］，电磁场表示成如下的形式：

　　　　　　犈
ＴＥ

 ＝－
ｉωμ犐犾
４π狉ｅ狉

ｓｉｎ ∑
∞

狀＝１

犫狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犚狀（狉）
ｄ２犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
２ －

ｄ２犮１狀
ｄθ｛ ｝２ ＋犈狋（·［ ］）， （４３）

犎ＴＥ
θ ＝－

犐犔
４π狉ｅ狉

ｓｉｎ ∑
∞

狀＝１

犫狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犙狀（狉）
ｄ２犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
２ －

ｄ２犮２狀
ｄθ｛ ｝２ ＋犎狋θ（·［ ］）， （４４）

犎ＴＥ
狉 ＝－

犐犔

４π狉ｅ狉
２ｓｉｎ ∑

∞

狀＝１

（２狀＋１）犫狀犚狀（狉）
ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
－
ｄ犮３狀
ｄ｛ ｝θ ＋犎

狋
狉（·［ ］）， （４５）

犈ＴＭ ＝
ｉ犣０犐犾

４π

犽２
狉ｅ狉
ｓｉｎ
ｓｉｎθ ∑

∞

狀＝１

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犙狀（狉）
ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
－
ｄ犮４狀
ｄ｛ ｝θ ＋犈

犾

（·［ ］）， （４６）

犎ＴＭ
θ ＝－

ｉ犣０犣２犐犾

４π

犽２
狉ｅ

ｓｉｎ
狉ｓｉｎθ ∑

∞

狀＝１

犱狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

犚狀（狉）
ｄ犘狀（ｃｏｓθ）

ｄθ
－
ｄ犮５狀
ｄ｛ ｝θ ＋犎

犾
θ（·［ ］）， （４７）

１０５２
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　　下面确定电磁场表达式（２４～３３）和均匀半空间

解的表达式的关系．地球半径狉ｅ 趋于无穷大时，可

以将地球看成水平均匀大地，在收发距狓＝狉ｅθ固定

时，当狉ｅ→ ∞，θ→０，在θ很小时，使用如下的近似

公式［８］：

犘狀（ｃｏｓθ）≈犑０（狔）， （４８）

其中狔＝２（狀＋０．５）ｓｉｎ
θ
２
，且ｓｉｎθ≈θ，ｃｏｓθ≈１，则

犈ＴＥ ＝－
ｉωμ犐犾
４π狉ｅ狉

ｓｉｎ∑
∞

狀＝１

（２狀＋１）犑０（狔）－２
犑１（狔）

ｓｉｎ｛ ｝θ 犫狀犚狀，

犎ＴＥ
θ ＝－

犐犔

４π狉ｅ狉
２ｓｉｎ∑

∞

狀＝１

（２狀＋１）犑０（狔）－２
犑１（狔）

ｓｉｎ｛ ｝θ 犫狀犙狀，

　犎
ＴＥ
狉 ＝－

犐犔

４π狉ｅ狉
２ｓｉｎ∑

∞

狀＝１

（２狀＋１）
２

２
犑１（狔）犫狀犚狀，

　犈
ＴＭ

 ＝
ｉ犣０犐犾

４π

犽２
狉ｅ狉
ｓｉｎ
ｓｉｎθ∑

∞

狀＝１

犱狀
（２狀＋１）

２

２狀（狀＋１）
犑１（狔）犙狀，

犎ＴＭ
θ ＝－

ｉ犣０犣２犐犾

４π

犽２
狉ｅ

ｓｉｎ
狉ｓｉｎθ∑

∞

狀＝１

犱狀
（２狀＋１）

２

２狀（狀＋１）
犑１（狔）犚狀，

当犺→ ∞ 且狉ｅ → ∞ 时，取犽
２
２ ＝０，记：狓＝狉ｅθ，

犿＝
狀＋０．５
狉ｅ

，ｄ犿＝
１

狉ｅ
，则得到

犚狀（狉）＝ｅｘｐ
－犿１狕，

犙狀（狉）＝犿１ｅｘｐ
－犿１狕，

犳狀 ＝
１＋ｅｘｐ

－２ｉ 犽
２
２－犿槡

２
狉
ｅ

１＋ｅｘｐ
－２ｉ 犽

２
２－犿槡

２
狉
ｉ

＝０，

犫狀 ≈
１

犿＋犿１
，

犱狀 ＝
１

犽２３
．

其中

犿１ ＝ 犿２－犽槡
２
３ ，狔＝２（狀＋０．５）ｓｉｎ

θ
２
＝犿狓．

将求和变换为积分，得到如下的总场表达式：

　　　　犈 ＝犈
ＴＭ

 ＋犈
ＴＥ

 ＝
ｉωμ犐犾
２π
ｓｉｎ∫

∞

０

犿犑０（犿狓）

犿＋犿１
ｅｘｐ

－犿１狕ｄ犿＋
１

ｉωμσ狓∫
∞

０
犑１（犿狓）犿ｅｘｐ

－犿１狕ｄ｛ ｝犿 ， （４９）

　　　　犎θ＝犎
ＴＭ
θ ＋犎

ＴＥ
θ ＝

犐犔
２π
ｓｉｎ∫

∞

０

犿犑０（犿狓）犿１
犿＋犿１

ｅｘｐ
－犿１狕ｄ犿＋

１

狓∫
∞

０

犑１（犿狓）犿
犿＋犿１

ｅｘｐ
－犿１狕ｄ｛ ｝犿 ， （５０）

犎狉 ＝犎
ＴＥ
狉 ＝

犐犔
２π
ｓｉｎ∫

∞

０

犿２

犿＋犿１
犑１（犿狓）ｅｘｐ

－犿１狕ｄ犿． （５１）

　　上面的解和无电离层的水平均匀大地模型的解

是一致的［１３］．这是结果正确性的一个理论证明．

４　解的正确性的计算验证及算例

理论上，使用公式（４３）～（４７）计算小收发距的

犈、犎狉，其与均匀水平大地半空间的场进行比

较［１３］，两者应该是一致的．在均匀半空间的场表达

式中，坐标系中的犈、犎狉 对应于直角坐标系中犈狓、

犎狕，而犈狓、犎狕 这两个场量存在解析表示式，无需涉

及解中的Ｂｅｓｓｅｌ函数的近似计算．我们取地球半径

为６３７１ｋｍ，地球电导率为σｅ＝０．０１Ｓ·ｍ
－１，源的

频率为１００Ｈｚ，源的电偶极矩犐犾＝１，测线所在方位

角＝π／２，计算２ｋｍ以内不存在电离层时地表的

犈、犎狉，计算结果与均匀水平大地半空间的场进行

比较见图２，其中狓轴为收发距犇＝狉ｅθ．可见，两者

确实符合很好，这是理论计算正确性的又一个证明．

再者，以电离层和地球介质为边界的空气层构

成了一个波导腔，当电磁波在其中传播时，在某些频

率上，会产生所谓的谐振效应，这时波导腔中存在所

谓的驻波，这就是Ｓｃｈｕｍａｎｎ谐振．谐振频率与地球

半径和空气中的波长有关的，表达式如下［１４］：

犳＝
犮
２π狉ｅ

狀（狀＋１槡 ）， （５２）

其中犮为真空中的光速，狀为共振模的编号．前六个共

振频率为：犳１＝１０．６Ｈｚ，犳２＝１８．３Ｈｚ，犳３＝２６．０Ｈｚ，

犳４＝３３．５Ｈｚ，犳５＝４１．１Ｈｚ，犳６＝４８．６Ｈｚ．通过本文

的计算结果也可以确定这些谐振频率．取地球半径

６３７１ｋｍ，电离层高度为７０ｋｍ，地球电导率为σｅ＝

０．０１Ｓ·ｍ－１，电离层电导率为σｉ＝１０
－５Ｓ·ｍ－１，频

率的采样间隔为０．１Ｈｚ，电偶极矩犐犾＝１，计算点的

方位角＝π／２，收发距犇＝５０００ｋｍ，计算结果见

图３，存在六个共振峰，其中第二共振峰在犈、犎θ图

上不明显，在犎狉 图上明显突出．因为犳＝１８．３Ｈｚ

电磁波在空气中的波长为１．６４×１０４ｋｍ，其中四分

之一波长为４．１×１０３ｋｍ；而从激发源发出电磁波的

第一个波节就在四分之一处，而收发距犇＝５０００ｋｍ

的点正好在波节附近，故对应此频点的电磁场值较

小．计算的谐振频率与理论Ｓｃｈｕｍａｎｎ谐振频率相

同，证明在远区的结果同样可靠．

２０５２
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图２　均匀地球模型的解和均匀半空间解的比较

方位角＝π／２，犳＝１００Ｈｚ．黑点表示均匀地球模型的解，中空三角表示均匀半空间的解

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｅａｒｔｈｍｏｄｅｌｗｉｔｈｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｈａｌｆｓｐａｃｅ

Ａｚｉｍｕｔｈｉｓ＝π／２ａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｓ犳＝１００Ｈｚ．Ｂｌａｃｋｄｏｔｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｅａｒｔｈｍｏｄｅｌ；

ｈｏｌｌｏｗｔｒｉａｎｇｌｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｈａｌｆｓｐａｃｅ．

图３　固定点＝π／２，犇＝５０００ｋｍ上不同频率的电偶极子源激发的电磁场

Ｆｉｇ．３　Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｓａｔｐｏｉｎｔ＝π／２、犇＝５０００ｋｍｅｘｃｉｔｅｄｂｙｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｄｉｐｏｌｅｓｏｕｒｃｅｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

　　最后，文献［１］报道了在首都圈内的地震台上测

量俄罗斯的位于科拉半岛 Ｍｕｒｍａｎｓｋ附近（Ｚｅｖｓ

台）超低频发射台的８０Ｈｚ的电磁信号，并给出了近

东西向水平电场和近南北向水平磁场的功率谱的测

量结果．为了和文献［１］的结果比较，我们研究８０Ｈｚ

电磁波的传播特性，需要考虑电离层参数的变化对

电磁场影响．为了和文献［１］中的结果进行比较，取

地球电导率σｅ＝０．０４Ｓ·ｍ
－１．图４、图５是地球电

导率为σｅ＝０．０４Ｓ·ｍ
－１，不同电离层高度、电离层

电导率不同时电磁场的比较结果，从图中可以发现，

电离层参数的变化引起的电磁场的变化是可观的，

并且电离层高度的变化只会引起电磁场幅值的变

化，电离层升高，地表的电磁场的幅值相应地减少，

计算结果表明，在电离层电导率为σｉ＝１０
－５Ｓ·ｍ－１

时，电离层由７０ｋｍ升高到１００ｋｍ时，波峰处场强度

减小可以达到４０％；当电离层高度犺＝７０ｋｍ固定，电

离层电导率由σｉ＝１０
－５Ｓ·ｍ－１降为σｉ＝１０

－６Ｓ·ｍ－１，

波峰处电磁场强度的变化可以达到５０％之多，由此

３０５２
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图４　电离层高度取不同值时电磁场的比较图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｓｆｏｒｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｈｅｉｇｈｔｏｆｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ

图５　电离层电导率取不同值时电磁场的比较图

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｓｆｏｒｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙｏｆｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ

可见电离层参数变化对电磁场强度的影响非常大，

但是，基于如下公式计算的视电阻率ρａ＝
１

ωμ

犈
犎θ

２

在波区非常稳定，都在２５Ωｍ，也就是说电离层参数

对电场和磁场的影响是一致的，通过比值的方法可

以去掉这些影响．取电离层高度为７０ｋｍ，电离层电

阻率为１０５Ωｍ，地球电阻率为２５Ωｍ．以发射台为

参考点，北京地区相对与天线延伸方向的方位角大

约为８６°，接近９０°，距离为５７００ｋｍ左右，取发射电流

为２００Ａ、天线长６０ｋｍ（与文献［１］相同），则计算得

Ｒｅ（犈）＝－１．７５×１０
－７Ｖ·ｍ－１，Ｉｍａｇ（犈）＝－１．３０×

１０－７Ｖ·ｍ－１、Ｒｅ（犎θ）＝２．４×１０
－７Ａ·ｍ－１、Ｉｍａｇ（犎θ）＝

１．７×１０
－６Ａ·ｍ－１，则电场和磁场在这个频率处的功

率谱密度为４．７８×１０－１４Ａ２·ｍ－２·Ｈｚ－１和２．９４×

１０－１２Ｖ２·ｍ－２·Ｈｚ－１，和文献［１］的宝坻台上的

测量 结 果３．４×１０－１４Ａ２·ｍ－２·Ｈｚ－１ 和２．８０×

１０－１２Ｖ２·ｍ－２·Ｈｚ－１相比较，在考虑到电离层高

度、导电性变化的影响下，理论计算和实际观测是相

符的，这是理论与计算过程正确性的更有力佐证．

基于上面四个方面关于理论公式和计算结果正

确的证明，我们研究不同频率的电磁波在地表的传

播以及同一频率的电磁波在地下不同深度的传播．

取地球电导率为０．０１Ｓ·ｍ－１，电离层电导率为

１０－５Ｓ·ｍ－１，电离层高度７０ｋｍ；测线方位角＝

π／２，点距５０ｋｍ．

图６是不同频率的水平电偶极子源激发的电磁

场．由图可见，频率越小，场值也越小，而且电磁场在

θ方向是以该频率的电磁波真空中的波长传播的，

并且幅度非常稳定，衰减很小．其实电磁波在电离

层空气地球组成的波导中传播是通过电场在电离

层中激发出二次感应电流，然后电流激发磁场，随时

间变化的磁场又激发出电场，这个过程相互交替，电

４０５２
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图６　不同频率电偶极源激发的电磁波在地表的传播

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｓｅｘｃｉｔｅｄｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｅｌｅｃｔｒｉｃｄｉｐｏｌｅｓｏｕｒｃｅｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｏｎＥａｒｔｈ′ｓｓｕｒｆａｃｅ

图７　频率为１００Ｈｚ的电偶极子源激发的电磁波在地下不同深度的传播

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃｗａｖｅｅｘｃｉｔｅｄｂｙｅｌｅｃｔｒｉｃｄｉｐｏｌｅｓｏｕｒｃｅｏｆ１００Ｈｚｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｉｎｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｐｔｈｉｎｔｈｅｅａｒｔｈ

磁场就在地球表面附近的空气中传播出去．显然，电

场强度是和频率相关的，频率越大，电场强度越大，

故激发的二次场也就越大，这就是频率大，电磁场幅

值大的原因；在θ＝π即收发距犇＝２×１０
４ｋｍ，或者

说在电偶极子源关于地球的对极点附近，电磁波同

相叠加，出现了电磁场幅值的增强现象．由图可见，

频率大于１０Ｈｚ时，即大于第一个Ｓｃｈｕｍａｎｎ共振

频率时，电磁波在空气的波长小于地球周长，则存在

电磁场为零的波节，由于在波节附近，电磁场很小，

所以对野外观测来说，应该尽量避免在波节处观测，

而选择在波峰处观测可以提高观测数据的质量．

图７是频率１００Ｈｚ的水平电偶极子源激发的

电磁波在地下不同深度的传播图．在水平方向上，电

磁场具有的波长为３×１０３ｋｍ，在电偶极子源关于

地球的对极点附近，由于波的同相叠加，电磁场增

大．在狕方向，总体上电磁场是衰减的，但是，在对极

点附近磁场的虚部Ｉｍａｇ（犎θ）在狕＝２５０ｍ的值比

其在狕＝０的值大，出现了反常．解释如下，由于地球

半径很大，认为在电偶极子源关于地球对极点附近

可以使用无限大均匀半空间近似，取θ方向为狔 方

向，方向为狓 方向，在对极点建立局部直角坐标

系．假设在地表垂直入射狓方向线性极化的电场

犈狓 ＝犈０ｃｏｓ（犽狔），而在地下，

Δ

２犈狓＋犽
２
１犈狓 ＝０，故

地下的电场为犈狓 ＝犈０ｃｏｓ（犽狔）ｅ
ｉ犽
１
狕，其中犽＝

２π犳
犮

是空气中的波数，犽１ 是地球介质中的波数．则由

犎＝
１

ｉωμ

Δ

×犈，得到 犎狔 ＝
犽１

ωμ
犈０ｃｏｓ（犽狔）ｅ

ｉ犽
１
狕，而

犽１ ＝ （１＋ｉ）
ωμσｅ

槡２ ，记犪＝
ωμσｅ

槡２ ，则

Ｒｅ（犎狔）＝犈０
σｅ

ω槡μｃｏｓ
（犽狔）ｅ

－犪狕ｃｏｓ
π
４
＋（ ）犪狕 ，

５０５２
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Ｉｍａｇ（犎狔）＝犈０
σｅ

ω槡μｃｏｓ
（犽狔）ｅ

－犪狕ｃｏｓ
π
４
－（ ）犪狕 ．

　　 由 上 面 的 公 式 可 见，磁 场 犎狔 虚 部 中 的

ｃｏｓ
π
４
－（ ）犪狕 随狕的增大而增大，当狕ｍ ＝

π
４犪
时，

ｃｏｓ
π
４
－（ ）犪狕 最大，然后随狕增大，ｃｏｓ

π
４
－（ ）犪狕 减

小．当地球电导率取σｅ＝０．０１Ｓ·ｍ
－１，频率为

１００Ｈｚ时，狕ｍ＝３９５ｍ．狕＝２５０ｍ小于狕ｍ，由磁场

犎狔 虚部公式函数ｃｏｓ
π
４
－（ ）犪狕 的性质，我们可以

得到犎狔 虚部在狕＝２５０ｍ的值大于其在狕＝０、５００、

７５０处的值．磁场虚部的复杂行为反映了介质的导

电性对磁场影响较大，因为磁场是介质中的感应电

场产生的传导电流激发的，而传导电流与介质的导

电性有关．

５　结　论

通过简单的地球电离层模型，计算了超低频人

工源电磁波信号在地球表面及地下的传播，发现超

低频电磁波信号在地表有如下的传播特性：

（１）在电离层的作用下，电磁波信号在几千公里

以外传播幅度衰减很小，幅度非常稳定；

（２）频率越低，电磁波信号也越弱；

（３）电离层参数（高度、电导率）对电磁波的影响

很大，电离层升高或电导率降低，可以引起电磁场幅

度大约５０％的减少，但由电场和磁场得到的视电阻

率几乎没有变化，非常稳定．

（４）地下的电磁场在从地表向下的方向上衰减

较快．

研究结果对了解超低频率电磁波在地表的传播

特性、制定野外观测方案提供重要依据．由于地球

电离层是一个复杂的系统，实际情况的模拟还要考

虑到地球表面的海洋和陆地的不均匀性以及地球的

分层结构、电离层结构的复杂性等，值得进一步深入

研究．
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