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摘　要　本文基于Ｂｉｏｔ的饱和多孔介质本构方程，考察具有辐射阻尼的外行球面波，推导了饱和多孔介质三维黏

弹性人工边界的法向和切向边界方程；在已有的饱和多孔介质二维显式有限元数值计算方法基础上，提出该理论

的三维方法，并开发了实现该三维方法的有限元程序．算例表明饱和多孔介质三维时域黏弹性人工边界与动力反

应分析的显式有限元法具有较好的精度和稳定性．
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　１０期 李伟华等：饱和多孔介质三维时域黏弹性人工边界与动力反应分析的显式有限元法

１　引　言

地震波在从震源通过各种途径传播时，通常要

穿过饱和土层和非饱和土层最后到达地面，地壳上

部的连续固体骨架中包含着相互连通的孔隙和槽

路，当将充满液体的土层进行动力分析时，按饱和多

孔介质理论比按单相介质理论分析更为合理．与单

相介质相比，饱和多孔介质中的波动问题要复杂得

多，近年来饱和多孔介质人工边界及其数值模拟问

题受到越来越多学者的重视．Ｍｏｄａｒｅｓｓｉ等
［１］首先

将人工边界上的狌狆表达式引入饱和多孔介质的有

限元分析中；Ｄｅｇｒａｎｄｅ等
［２］通过引入势函数、波场

分解以及Ｆｏｕｒｉｅｒ变换给出人工边界上频域内的应

力和位移的表达式，实际上是ＤｔＮ边界在法向上的

表示；Ａｋｉｙｏｓｈｉ等
［３］通过波场分解和Ｆｏｕｒｉｅｒ变换

得到频域内固、液相位移、总应力和流体压力的表达

式，利用旁轴近似和Ｆｏｕｒｉｅｒ反变换得到人工边界

上应力与狌狆、狌犝、狌犠 的黏性边界表达形式；

Ｇａｊｏ
［４］建立两种极端情形下（即黏性耦合很小和很

大时的情形）饱和介质一维单侧波动方程，得到类似

单相介质的黏性边界，然后根据 Ｈｉｇｄｏｎ的方法，得

到高阶多向人工边界条件；Ａｋｉｙｏｓｈｉ等
［５］采用等效

拉梅常数和平均渗透系数，通过线性变换，将各向异

性波动方程等效为各向同性，又将此边界推广为考

虑各向异性的人工边界；邵秀民等［６］基于透射边界，

提出一种饱和介质的人工边界条件，并将其应用到

二维有限元计算分析中；Ｚｅｒｆａ
［７］根据Ｂｏｗｅｎ的公

式［８］提出可考虑排水特性的黏性人工边界；刘光磊、

宋二祥［９］根据Ｂｉｏｔ动力固结理论外行柱面波假设，

提出了一种适用于饱和多孔介质时域动力分析的二

维黏弹性边界条件；王子辉、赵成刚等［１０］从二维平

面外行柱面波出发，提出了一种饱和多孔介质黏弹

性动力人工边界．杜修力、李立云
［１１］采用平面波和

远场散射波经验叠加来反映外行波传播，并在推导

过程中考虑了多角度透射的影响，提出了饱和多孔

介质近场波动分析的一种黏弹性人工边界处理方

法．

上述研究中，多数是针对二维问题展开的，有关

饱和多孔介质的三维动力人工边界及其数值模拟的

研究并不多见．本文基于饱和多孔介质波动理论，采

用与文献［１０］类似的思路提出饱和多孔介质三维黏

弹性动力人工边界处理方法，同时根据本文作者已

经建立的饱和多孔介质二维显式有限元数值计算方

法［１２］，提出该理论的三维数值模拟方法，并开发了

实现该三维方法的有限元程序．最后将建立的人工

边界条件和饱和多孔介质三维动力反应分析的显式

有限元法相结合，用于饱和多孔介质的动力研究．

２　饱和多孔介质三维显式有限元方程

的建立

Ｂｉｏｔ
［１３］提出了饱和多孔介质的波动方程
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式中λ，μ，犙，犚为弹性常数；ρ１１，ρ２２，ρ１２ 为动力质量

系数，ρ１１＝（１－狀）ρｓ＋ρａ，ρ２２＝狀ρｆ＋ρａ，ρ１２＝－ρａ；

ρｓ和ρｆ分别为固体骨架和孔隙流体的质量密度，ρａ

为描述流固两相耦合的附加质量密度；犲和ε分别表

示固相骨架和孔隙流体的体积应变，犲＝ｄｉｖ狌，ε＝

ｄｉｖ犝；犫为与渗流有关的系数，犫＝ζ狀
２／犽，ζ为流体

滞变系数，狀为孔隙率，犽为渗透系数．

２．１　波动方程的矩阵表达形式

由式（１）可以得到该波动方程的矩阵表达式
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２．２　建立有限元方程的列式

设犖为单元形函数矩阵，则

狌犲 ＝犖狌犲，犝
犲
＝犖犝犲， （４）

式中狌犲和犝犲分别为单元犲的节点固相和液相位移；

狌犲和犝犲分别为单元犲的固相和液相位移．

根据文献［１２］，方程（２）、（３）的局部节点系

ＧＡＬＥＲＫＩＮ弱式为
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其中应变矩阵犅＝犔·犖，犔为三维问题的微分算子；犳狌犲 和犳犝犲 分别为作用在单元犲边界上的固相和液相外力．

２．３　离散方程及解耦方法

对于三维问题，采用８节点六面体等参单元，节点犻和与其直接相邻的节点犽所构成局部节点系，此节

点系中包含２７个节点．根据式（５）可以直接得到如下离散公式
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犔
犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犔犻犼 狌
·犔
犼 －犝

·
犔（ ）犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌狌犻犼狌
犔
犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼犝
犔
犼 ＝∑

８

犔＝１

犳
犔
狌犻

∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

珮犕犔
狌犝犻犼ü

犔
犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犕犔犝犻犼
犔
犼 －∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犔犻犼 狌
·犔
犼 －犝

·
犔（ ）犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝狌犻犼狌
犔
犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝犝犻犼犝
犔
犼 ＝∑

８

犔＝１

犳
犔

烍

烌

烎犝犻

，

（６）

式中，犔代表节点犻周围的不同单元，因只有节点犻周围８个单元对其有影响，所以只给出８个单元的求和，犼

代表同一单元内的８个节点．波动问题数值模拟的精度要求有限元的尺寸同波长相比应足够小，故在每一单

元内惯性力的空间变化很小，可在一个单元内的加速度为常量，即等于其节点的加速度，ü犔犼 ＝ü犻，
犔
犼 ＝犻，

由此得到集中质量阵．根据集中质量矩阵有

犕狌犻ü犻 ＝∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犕犔狌犻犼ü
犔
犼，犕犝犻犻 ＝∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犕犔犝犻犼
犔
犼，珮犕狌犝犻ü犻 ＝∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

珮犕犔
狌犝犻犼ü

犔
犼， （７ａ）

其中，

犕狌犻 ＝∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犕犔狌犻犼，犕犝犻 ＝∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犕犔犝犻犼，珮犕狌犝犻 ＝∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

珮犕犔
狌犝犻犼． （７ｂ）

式（６），（７）中，

犕犔狌犻犼 ＝Ω
犔ρ１１犖犻犖犼ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝∫

１

－１∫
１

－１∫
１

－１
ρ１１犖犻犖犼 犑 ｄξｄηｄζ，

犕犔犝犻犼 ＝Ω
犔ρ２２犖犻犖犼ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝∫

１

－１∫
１

－１∫
１

－１
ρ２２犖犻犖犼 犑 ｄξｄηｄζ，

珮犕犔
狌犝犻犼 ＝Ω

犔ρ１２犖犻犖犼ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝∫
１

－１∫
１

－１∫
１

－１
ρ１２犖犻犖犼 犑 ｄξｄηｄζ，

犆犔犻犼 ＝Ω
犔
犫犖犻犖犼ｄ狓ｄ狔ｄ狕＝∫

１

－１∫
１

－１∫
１

－１
犫犖犻犖犼 犑 ｄξｄηｄζ，

犓犔狌狌犻犼 ＝∫
１

－１∫
１

－１∫
１

－１
犅Ｔ犻犇１犅犼 犑 ｄξｄηｄζ，

犓犔犝狌犻犼 ＝犓
犔
狌犝犻犼 ＝∫

１

－１∫
１

－１∫
１

－１
犅Ｔ犻犇２犅犼 犑 ｄξｄηｄζ，

２６４２
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犓犔犝犝犻犼 ＝∫
１

－１∫
１

－１∫
１

－１
犅Ｔ犻犇３犅犼 犑 ｄξｄηｄζ，

犳
犔
狌犻 ＝∫Γ犔犖犻·珟犜ｓｄΓ，犳

犔
犝犻 ＝∫Γ犔犖犻

狀π

狀π

狀

烅

烄

烆

烍

烌

烎π

ｄΓ，珟犜ｓ＝

珦犜狓

珦犜狔

珦犜

烅

烄

烆

烍

烌

烎狕

．

２．４　节点动力反应的显式表达

利用有限元方法建立离散的动力方程后，采用中心差分法与Ｎｅｗｍａｒｋ平均加速度近似格式相结合的

方法求解节点动力方程式（６）．

当狋＝狆Δ狋时刻，将式（７）代入式（６）得到狆Δ狋时刻犻节点的运动方程：

犕狌犻ü
狆
犻 ＋珮犕狌犝犻

狆
犻 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犔犻犼 狌
·犔，狆
犼 －犝

·
犔，狆（ ）犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌狌犻犼狌
犔，狆
犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼犝
犔，狆
犼 ＝∑

８

犔＝１

犳
犔，狆
狌犻

珮犕狌犝犻ü
狆
犻 ＋犕犝犻

狆
犻 －∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犔犻犼 狌
·犔，狆
犼 －犝

·
犔，狆（ ）犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝狌犻犼狌
犔，狆
犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝犝犻犼犝
犔，狆
犼 ＝∑

８

犔＝１

犳
犔，狆

烍

烌

烎犝犻

， （８）

在 （狆＋１）Δ狋时刻，将式（７）代入式（６），并与式（８）相加得到

犕狌犻 ü
狆
犻 ＋ü

狆＋１（ ）犻 ＋珮犕狌犝犻 
狆
犻 ＋

狆＋１（ ）犻 ＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犔犻犼 狌
·犔，狆
犼 ＋狌

·犔，狆＋１（ ）犼 － 犝
·
犔，狆
犼 ＋犝

·
犔，狆＋１（ ）（ ）犼

　　＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌狌犻犼 狌
犔，狆
犼 ＋狌

犔，狆＋１（ ）犼 ＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼 犝
犔，狆
犼 ＋犝

犔，狆＋１（ ）犼 ＝∑
８

犔＝１

犳
犔，狆
狌犻 ＋犳

犔，狆＋１（ ）狌犻

犕狌犝犻 ü
狆
犻 ＋ü

狆＋１（ ）犻 ＋珮犕犝犻 
狆
犻 ＋

狆＋１（ ）犻 －∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犔犻犼 狌
·犔，狆
犼 ＋狌

·犔，狆＋１（ ）犼 － 犝
·
犔，狆
犼 ＋犝

·
犔，狆＋１（ ）（ ）犼

　　＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝狌犻犼 狌
犔，狆
犼 ＋狌

犔，狆＋１（ ）犼 ＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝犝犻犼 犝
犔，狆
犼 ＋犝

犔，狆＋１（ ）犼 ＝∑
８

犔＝１

犳
犔，狆
犝犻 ＋犳

犔，狆＋１（ ）

烍

烌

烎犝犻

， （９）

　　（１）节点位移动力反应的显式

根据时间的中心差分法

狌
·狆
犻 ＝

１

２Δ狋
狌狆＋１犻 －狌狆

－１（ ）犻

ü狆犻 ＝
１

Δ狋
２ 狌

狆＋１
犻 －２狌狆犻 ＋狌

狆－１（ ）犻

犝
·
狆
犻 ＝

１

２Δ狋
（犝狆＋１犻 －犝狆

－１
犻 ）

狆犻 ＝
１

Δ狋
２ 犝

狆＋１
犻 －２犝狆犻 ＋犝

狆－１（ ）

烍

烌

烎
犻

， （１０）

有

ü狆犻 ＝
２

Δ狋
２ 狌

狆＋１
犻 －狌狆（ ）犻 －

２

Δ狋
狌
·狆
犻

狆犻 ＝
２

Δ狋
２ 犝

狆＋１
犻 －犝狆（ ）犻 －

２

Δ狋
犝
·
狆

烍

烌

烎
犻

． （１１）

　　将式（１１）代入式（８）可以得到用前一时刻的位移和速度表示的当前时刻位移的显式表达式：

狌狆＋１犻 ＝狌狆犻 ＋Δ狋狌
·狆
犻 －
Δ狋
２

２
犕狌犻－

珮犕狌犝犻珮犕狌犝犻

犕（ ）
犝犻

－１

∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犾犻犼 狌
·犔，狆
犼 －犝

·
犔，狆（ ）犼 １＋

珮犕狌犝犻
犕（ ）（ ）｛
犝犻

＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌狌犻犼狌
犔，狆
犼

＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼犝
犔，狆
犼 －∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼狌
犔，狆
犼

珦犕狌犝犻

犕犝犻

－∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝犝犻犼犝
犔，狆
犼

珦犕狌犝犻

犕犝犻

－∑
８

犔＝１

犳
犔，狆
狌犻 ＋∑

８

犔＝１

犳
犔，狆
犝犻

珦犕狌犝犻

犕 ｝
犝犻

， （１２ａ）

犝狆＋１犻 ＝犝狆犻 ＋Δ狋犝
·
狆
犻 －
Δ狋
２

２
犕犝犻－

珮犕狌犝犻珮犕狌犝犻

犕（ ）
狌犻

－１

∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犾犻犼 狌
·犔，狆
犼 －犝

·
犔，狆（ ）犼 －１－

珮犕狌犝犻
犕（ ）（ ）｛
狌犻

－∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌狌犻犼狌
犔，狆
犼

×
珦犕狌犝犻
犕狌犻

－∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼犝
犔，狆
犼

珦犕狌犝犻

犕狌犻

＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼狌
犔，狆
犼 ＋∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝犝犻犼犝
犔，狆
犼 －∑

８

犔＝１

犳
犔，狆
犝犻 ＋∑

８

犔＝１

犳
犔，狆
狌犻

珦犕狌犝犻

犕 ｝
狌犻

．（１２ｂ）
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（２）节点速度的动力反应显式

根据Ｎｅｗｍａｒｋ常平均加速度法，有

ü狆＋１犻 ＋ü狆犻
２

＝
狌
·狆＋１
犻 －狌

·狆
犻

Δ狋

狌
·狆＋１
犻 ＋狌

·狆
犻

２
＝
狌狆＋１犻 －狌狆犻

Δ狋

狆＋１犻 ＋狆犻
２

＝
犝
·
狆＋１
犻 －犝

·
狆
犻

Δ狋

犝
·
狆＋１
犻 ＋犝

·
狆
犻

２
＝
犝狆＋１犻 －犝狆犻

Δ

烍

烌

烎狋

． （１３）

　　将式（１３）代入式（１２），便可得到用前一时刻的位移、速度以及当前时刻的位移表示的当前时刻速度的显

式表达式：

狌
·狆＋１
犻 ＝狌

·狆
犻 － 犕狌犻－

珮犕狌犝犻珮犕狌犝犻

犕（ ）
狌犻

－１

∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犾犻犼 狌
犔，狆＋１
犼 －狌

犔，狆
犼 －犝

犔，狆＋１
犼 ＋犝

犔，狆（ ）犼 １＋
珮犕狌犝犻
犕（ ）（ ）｛
狌犻

＋
Δ狋
２ ∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犾狌狌犻犼 狌
犔，狆＋１
犼 ＋狌

犔，狆（ ）［ 犼 ＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼 犝
犔，狆＋１
犼 ＋犝

犔，狆（ ）犼 －∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼 狌
犔，狆＋１
犼 ＋狌

犔，狆（ ）犼

珮犕狌犝犻

犕狌犻

－∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝犝犻 犝
犔，狆＋１
犼 ＋犝

犔，狆（ ）犼

珮犕狌犝犻

犕犝犻

－∑
８

犔＝１

犳
犔，狆＋１
狌犻 ＋犳

犔，狆（ ）狌犻 ＋∑
８

犔＝１

犳
犔，狆＋１
犝犻 ＋犳

犔，狆（ ）犝犻

珮犕狌犝犻
犕 ］｝
犝犻

， （１４ａ）

犝
·
狆＋１
犻 ＝犝

·
狆
犻 － 犕犝犻－

珮犕狌犝犻珮犕狌犝犻

犕（ ）
狌犻

－１

∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犆犾犻犼 狌
犔，狆＋１
犼 －狌

犔，狆
犼 －犝

犔，狆＋１
犼 ＋犝

犔，狆（ ）犼 －１－
珮犕狌犝犻
犕（ ）（ ）｛
狌犻

＋
Δ狋
２ ∑

８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻犼 狌
犔，狆＋１
犼 ＋狌

犔，狆（ ）［ 犼 ＋∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔犝犝犻犼 犝
犔，狆＋１
犼 ＋犝

犔，狆（ ）犼 －∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌狌犻犼 狌
犔，狆＋１
犼 ＋狌

犔，狆（ ）犼

珮犕狌犝犻

犕狌犻

－∑
８

犔＝１
∑
８

犼＝１

犓犔狌犝犻 犝
犔，狆＋１
犼 ＋犝

犔，狆（ ）犼

珮犕狌犝犻

犕狌犻

－∑
８

犔＝１

犳
犔，狆＋１
犝犻 ＋犳

犔，狆（ ）犝犻 ＋∑
８

犔＝１

犳
犔，狆＋１
狌犻 ＋犳

犔，狆（ ）狌犻

珮犕狌犝犻
犕 ］｝
狌犻

． （１４ｂ）

　　（３）节点加速度动力反应的显式

由式（１３）可得用前一时刻的速度和此时刻的速

度表示的加速度的显式表达式：

ü狆＋１犻 ＝－ü狆犻 ＋２狌
·狆＋１
犻 －狌

·狆（ ）犻 ／Δ狋

狆＋１犻 ＝－狆犻 ＋２犝
·
狆＋１
犻 －犝

·
狆（ ）犻 ／Δ

烍
烌

烎狋
． （１５）

式（１３），（１４），（１５）为考虑耦合质量和流体黏性

的饱和多孔介质局部节点系下某一节点的动力反应

的显式表达式，该节点的动力反应只与相邻节点的

动力反应有关．若不考虑耦合质量，即令ρａ＝０，则有

珮犕犔
狌犝犻犼 ＝０，考虑耦合质量的饱和多孔介质节点的动

力反应的显式表达式（１６），式（１８）可以退化成不考

虑耦合质量的饱和多孔介质节点动力反应的显式表

达式．

３　饱和多孔介质三维黏弹性动力人工

边界

３．１　饱和多孔介质及本构关系

对线弹性饱和多孔介质，本构关系为［１３］

σ犻犼 ＝２μ犲犻犼＋ λ犲＋犙（ ）εδ犻犼，

狊＝犙犲＋犚ε，
（１６）

其中，σ犻犼 为固体骨架应力张量，狊为孔隙流体应力，

犲，ε分别为固体骨架和孔隙流体的体应变，犲犻犼 ＝

（狌犻，犼＋狌犼，犻）／２，δ犻犼为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号，λ，μ，犙，犚为弹

性常数．

３．２　人工边界应力条件的推导

３．２．１　人工边界切向应力

因假设孔隙流体无黏性，所以，孔隙流体不承担

剪力，在切向只有固体骨架承担剪应力．考虑扩散的

球面剪切波，球坐标系球面剪切波动位移的近似

解为

狌＝
１

狉
犳（狉－犮ｓ狋）． （１７）

　　由式（１７）所确定的剪应变和剪应力分别为：

γ（狉，狋）＝
狌

狉
－
狌
狉
＝－

２

狉２
犳（狉－犮ｓ狋）

＋
１

狉
犳′（狉－犮ｓ狋）， （１８）

τ（狉，狋）＝μγ＝μ －
２

狉２
犳（狉－犮ｓ狋）＋

１

狉
犳′（狉－犮ｓ狋［ ］）．

（１９）

在坐标狉处质点的运动速度为

４６４２
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狌
·
＝
狌（狉，狋）

狋
＝－
犮ｓ
狉
犳′（狉－犮ｓ狋）． （２０）

　　由式（１７）、（１８）、（１９）可得在波阵面上

τ（狉，狋）＝－
２μ
狉
狌（狉，狋）－μ

犮ｓ
狌
·（狉，狋）． （２１）

式（２１）即为三维切向人工边界方程，该方程给出了

波阵面上切向应力与位移的关系式．

对于如式（２１）所示的三维切向边界方程，容易

证明该方程等价于并联的弹簧－阻尼器系统，对应

物理元件的参数为

犽＝
２μ
狉
，犮＝μ

ｃｓ
． （２２）

其中，犽为弹簧刚度系数，犮为黏性阻尼系数．

３．２．２　人工边界法向应力

忽略饱和多孔介质中慢Ｐ波的影响，只考虑球

面快Ｐ波
［９］，球坐标系下其波动方程为


２（狉）

狉
２ ＝

１

犮２ｐ


２（狉）

狋
２
， （２３）

其中为位移势函数，犮ｐ 为饱和多孔介质的快Ｐ波

波速，狉为径向坐标．方程（２３）的通解可表示为

（狉，狋）＝
１

狉
犳（狉－犮ｐ狋）＋

１

狉
犵（狉＋犮ｐ狋），（２４）

式中犳（·）和犵（·）为任意函数，分别表示外行扩散

波和内行会聚波．

考虑外行扩散波

（狉，狋）＝
１

狉
犳（狉－犮ｐ狋）． （２５）

　　首先分析固体骨架的法向应力，固体骨架法向

位移为

　狌＝

狉
＝
１

狉
犳′（狉－犮ｐ狋）－

１

狉２
犳（狉－犮ｐ狋）， （２６）

法向与切向应变为

ε狉 ＝
狌

狉
， （２７）

εθ＝
狌
狉
． （２８）

由式（１６）固体骨架法向应力为

　σ狉（狉，狋）＝ （λ＋２μ＋犙η１）（ε狉＋εθ）－２μεθ，（２９）

其中，η１ 为液相参与系数．

固体骨架速度、加速度为

狌
·
＝－
犮ｐ
狉
犳″（狉－犮ｐ狋）＋

犮ｐ
狉２
犳′（狉－犮ｐ狋）， （３０）

ü＝
犮２ｐ
狉
犳（狉－犮ｐ狋）－

犮２ｐ
狉２
犳″（狉－犮ｐ狋）． （３１）

对式（２６）求导可得

　　
狌

狉
＝
１

狉
犳″（狉－犮ｐ狋）－

２

狉２
犳′（狉－犮ｐ狋）

＋
２

狉３
犳（狉－犮ｐ狋）， （３２）

狌
狉
＝
１

狉２
犳′（狉－犮ｐ狋）－

１

狉３
犳（狉－犮ｐ狋）， （３３）

令犌＝λ＋犙η１＋４μ，ρ犮
２
ｘ＝λ＋２μ＋犙η１，将式（２６）、

（２７）和（２８）代入式（２９），得

σ狉（狉，狋）＝ρ
犮２ｘ
狉
犳″（狉－犮ｐ狋）－

犌

狉２
犳′（狉－犮ｐ狋）

＋
犌

狉３
犳（狉－犮ｐ狋）， （３４ａ）

σ狉（狉，狋）

狋
＝－犮ｐρ

犮２ｘ
狉
犳（狉－犮ｐ狋）＋犮ｐ

犌

狉２
犳″（狉－犮ｐ狋）

－犮ｐ
犌

狉３
犳′（狉－犮ｐ狋）． （３４ｂ）

将式（３４ｂ）乘以系数
狉
犮ｐ
，得到

狉
犮ｐ

σ狉（狉，狋）

狋
＝－ρ犮

２
ｘ犳（狉－犮ｐ狋）＋

犌
狉
犳″（狉－犮ｐ狋）

－
犌

狉２
犳′（狉－犮ｐ狋）， （３４ｃ）

将式（３４ｃ）与式（３４ａ）相加，并结合式（３０），（３１）得

σ狉＋
狉
犮ｐ

σ狉

狋
＝－

犌
狉
狌＋

狉
犮ｐ
狌
·
＋
狉２ρ犮

２
ｘ

犌犮２（ ）
ｐ

． （３５）

　　式（３５）与图１所示的弹簧阻尼质量模型的动

力系统运动方程式（３６）等价

犳１＋
犿
犮
犳
·

１ ＝犽狌１＋
犿
犮
狌
·
１＋
犿
犽
ü（ ）１ ． （３６）

在人工边界狉＝狉ｂ处，等效弹簧、黏性阻尼和质量系

数为

犽＝
犌
狉ｂ
＝
λ＋犙η１＋４μ

狉ｂ

犮＝
λ＋２μ＋犙η１

犮ｐ

犿＝
（λ＋２μ＋犙η１）狉ｂ

犮２

烅

烄

烆 ｐ

． （３７）

图１　弹簧阻尼质量模型

Ｆｉｇ．１　Ｓｐｒｉｎｇｄａｍｐｍａｓｓｍｏｄｅｌ
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　　将图１中的质量忽略，将阻尼的另一端直接固

定，成为弹簧阻尼模型，如图２所示．这样简化并不

明显影响人工边界的精度，但给实际应用带来极大

的方便［１５］．简化后的三维黏弹性人工边界如图３所

示，图中坐标狓、狔为沿人工边界的切向方向，狕为为

沿人工边界的法向方向．

对于孔隙流体，因忽略慢Ｐ波，狌＝
犝

η１
，狌
·
＝

犝
·

／η１（η１ 为液相参与系数），由式（１６），孔隙流体在

人工边界法向应力为

狊＝ （犙＋犚η１）犲． （３８）

由式（２９）得

犲＝
σ狉 狉，（ ）狋＋２μ（ ）狌狉
（λ＋２μ＋犙η１）

， （３９）

又由式（２６）～（２９）得

σ狉（狉，狋）＝－
λ＋４μ＋犙η１

狉
狌－

（λ＋２μ＋犙η１）

犮ｐ
狌
·
．

（４０）

将式（３９）、（４０）代入式（３８），并注意到狌 ＝

犝／η１，狌
·
＝犝

·

／η１，则在人工边界狉＝狉ｂ的流体法向应

力为

图２　弹簧阻尼模型

Ｆｉｇ．２　Ｓｐｒｉｎｇｄａｍｐｍｏｄｅｌ

图３　三维黏弹性人工边界示意图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｖｉｓｃｏｕｓｓｐｒｉｎｇｂｏｕｎｄａｒｙ

狊＝－
犙＋犚η１

η１

犝
狉ｂ
＋
犝
·

犮（ ）
ｐ

． （４１）

其中，犝，犝
·

为人工边界处孔隙流体的法向位移和速

度．设犽犾 ＝
犙＋犚η１

η１狉ｂ
，为孔隙流体等效弹簧系数；犮犾

＝
犙＋犚η１

η１犮ｐ
，为孔隙流体黏滞阻尼系数．

３．２．３　直角坐标系下人工边界应力条件

假设在半空间问题分析中采用直角坐标系下的

矩形人工边界．球面人工边界上的法向矢量与切向

矢量构成局部坐标系，固体骨架应力矢量用矩阵表

达为

σ
犾
＝犓

犾狕犾＋犆
犾狕
·犾， （４２）

其中

　　σ
犾
＝ （σ狉，σφ，σθ）

Ｔ，犓犾 ＝

犽狉 ０ ０

０ 犽φ ０

０ ０ 犽

熿

燀

燄

燅θ

，

　　犆
犾
＝

犮狉 ０ ０

０ 犮φ ０

０ ０ 犮

熿

燀

燄

燅θ

；狕犾 ＝ （狌，狏，狑）
Ｔ，

狕犾为位移矢量，犽φ，犮φ，犽θ，犮θ分别为固体骨架切向弹

簧刚度系数和黏性阻尼系数，犽狉，犮狉分别为固体骨架

径向弹簧刚度系数和黏性阻尼系数．

局部坐标系下的应力与位移矢量与直角坐标系

下的应力与位移矢量的变换关系为

σ
犾
＝犜σ， （４３）

狕犾 ＝犜狕， （４４）

其中，

σ＝ （σ狓，σ狔，σ狕）
Ｔ，狕＝ （狌狓，狌狔，狌狕）

Ｔ，

犜为坐标转换矩阵．将式（４３），（４４）代入式（４２），得

直角坐标系下的应力矢量为

σ＝犓狕＋犆狕
·
． （４５）

图４　有限元三维模型

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅ３Ｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

６６４２



　１０期 李伟华等：饱和多孔介质三维时域黏弹性人工边界与动力反应分析的显式有限元法

图５　犃点在不同频率水平荷载下的水平位移时程

Ｆｉｇ．５　Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔｐｏｉｎｔ犃ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｕｎｄｅｒｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｌｏａｄ

图６　犃点在不同频率竖向荷载下的竖向位移时程

Ｆｉｇ．６　Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔｐｏｉｎｔ犃ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｕｎｄｅｒｖｅｒｔｉｃａｌｌｏａｄ

７６４２
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表１　材料特性参数

犜犪犫犾犲１　犅犪狊犻犮狆狉狅狆犲狉狋犻犲狊狅犳狋犺犲犿犪狋犲狉犻犪犾

λ／Ｐａ μ／Ｐａ 狀 ρｓ／（ｋｇ／ｍ
３） ρｆ／（ｋｇ／ｍ

３） ρ／（ｋｇ／ｍ
３） 犙／Ｐａ 犚／Ｐａ

２．９１９×１０３ １．２５０×１０３ ０．３３ ０．３１０１ ０．２９７７ ０．３０１ １．５４１×１０３ １．５３５×１０３

其中

犓＝犜
－１犓犾犜，犆＝犜－

１犆犾犜，

犜＝

ｓｉｎφｃｏｓθ ｓｉｎφｓｉｎθ ｃｏｓφ

ｃｏｓφｃｏｓθ ｃｏｓφｓｉｎθ －ｓｉｎφ

－ｓｉｎφｓｉｎθ ｓｉｎφｃｏｓθ

熿

燀

燄

燅０

．

孔隙流体应力在直角坐标系下表达为

狊犻＝犽
犾犝犻＋犮

犾犝
·

犻（犻＝狓，狔，狕）． （４６）

　　式（４５）、（４６）即为直角坐标系下矩形平面人工

边界上的应力表达式．σ和狊犻 分别为人工边界上某

一点的固体骨架和孔隙流体的应力矢量，在有限元

计算中，可简单地将边界上节点应力乘以相邻四个

单元面积的平均值，作为节点集中力列入到节点动

力平衡方程中，并集装到总体刚度矩阵和阻尼矩阵中．

４　数值计算

算例１、２分别给出两种不同荷载形式下地面一

点的位移曲线，算例中把应用本文提出的人工边界

条件的数值计算结果与应用黏性边界［３］及一、二阶

透射边界［１４］、扩展人工边界的解进行了对比分析．

其中，扩展有限元解是将人工边界远置，使得在计算

时间段内从人工边界反射回来的波不能到达所考虑

的点或局部区域．

算例１：三维半空间情况下，在自由面中央犃点

作用一水平集中动荷载，见图４，犘（狋）＝犘０ｓｉｎω狋，

犘０＝１Ｎ，地震工程感兴趣的频段为：０．１～１０Ｈｚ．

选择频率分别为０．１Ｈｚ，１Ｈｚ，３Ｈｚ，５Ｈｚ．计算区

域：１２ｍ×１２ｍ×６ｍ，采用立方体单元离散计算区

域，假设固相不可压缩，材料参数见表１．计算在水

平集中力作用下，作用点处水平位移时程曲线，计算

时间为０．５ｓ，见图５．图中分别给出了本文边界、黏

性边界、一、二阶透射边界对应的数值解，精确解采

用扩展有限元解．采用本文提出的有限元程序进行

计算．图５表明，在水平动荷载作用下，尽管应用本

文提出的人工边界条件的数值计算结果与扩展有限

元解之间略有误差，但它的数值解与扩展有限元解

是最接近的，而且不论动载是在低频（犳＝０．１Ｈｚ）

或高频（犳＝１０．０Ｈｚ），其数值计算结果很稳定；一

阶透射边界解与扩展边界解相差较远，这是由于本

模型人工边界尺寸较小，一阶透射边界结果受不同

模型影响明显，人工边界尺寸越大精度越高，这给透

射边界应用带来不便．

算例２：如图４所示，自由面有一宽度２ｍ竖向

作用的条形简谐变化荷载，犘（狋）＝犘０ｓｉｎω狋，犘０＝

１Ｎ．仍选择频率分为：０．１Ｈｚ，１Ｈｚ，３Ｈｚ，５Ｈｚ，计

算域的尺寸和材料常数同算例１．计算得到地表正

中央犃 点在不同荷载频率和人工边界条件下的竖

向位移时程曲线，计算时间为０．５ｓ，见图６．由图可

见，在竖向动荷载作用下，尽管本文黏弹性人工边界

的数值计算结果与扩展有限元解之间略有误差，但

它的数值解与扩展有限元解是接近的，低频（犳＝

０．１Ｈｚ）时比二阶透射边界的精度高，较高频率（犳＝

１０．０Ｈｚ）时与二阶透射边界的精度相当．而且不论动

载是在低频或较高频率，其数值计算结果很稳定．

５　结　语

本文提出了饱和多孔介质的三维黏弹性人工边

界和饱和多孔介质三维动力反应分析的显式有限元

法，给出计算公式，开发了实现该有限元方法的程

序．数值计算表明：本文提出饱和多孔介质三维黏弹

性人工边界具有较好的精度和稳定性，应用简单，便

于有限元数值计算；有限元程序具有较好的精度和

稳定性，运算速度快，能达到较好的数值分析效果．
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