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磁化强度矢量反演方程及二维模型正反演研究

王妙月　底青云　许　琨　王　若
中国科学院地质与地球物理研究所 ,北京　100029

摘　要　推导了磁化强度矢量层析成像方程 ,并与磁化强度标量层析成像方程进行了对比. 使该矢量层析成像方

程既适用于三维的也适用于二维 ,既适用于使用磁场垂直分量资料 ,也适用于使用磁场总强度资料. 本文采用改进

的高斯 - 赛德尔迭代求解磁化强度矢量层析成像方程 ,在求解方程中引进了与深度有关的权系数. 并对二维模型

开展了正反演研究. 当模型层数为二层 ,且每层 51个柱体时 ,采用零初始模型就能获得较好的磁化强度垂直分量

和水平分量反演结果 ,除了异常体边部外 ,磁化方向比较可靠. 当模型层数为五层 ,且每层 51个柱体时 ,采用零初

始模型不能得到较好结果 ,改用接近背景值的均匀初始模型 ,反演的磁化强度垂直分量和水平分量大致接近真实 ,

但不能刻划某些细节.
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Abstract 　We derive magnetization vector tomography imaging equations and compare them with the magnetiza2
tion scalar tomoqraphy imaging equations. The derived equations are applicable to 3D and 2D magnetization

vector inversion problems , to vertical component magnetic data or total magnitude of magnetic data. In the in2
version process , an improved Gauss2Sadel interative method with a weight coefficient determined according

prism’s berried depth is introduced. 2D model forward and inversed studies show that when the model consists

two layers , each has 51 prisms , the inversed vertical and horizontal magnetization component with the zero

magnetization initial model are consistent well with the model’s parameters , except the edge effect near the

boundary. When the model consists five layers , each has 51 prisms , the inversed vertical and horizontal mag2
netization components can be obtained with a homogeneous initial magnetization model instead of the zero initial

magnetization one , and the boundary effect all so exists instead. But we can not get detail fine magnetization

structures from the inversion results. These problems should to further studied in the future.
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1　引　言

层析成像研究是位场反问题研究中的一个重要

方面. 早在 20世纪 70年代已经开始了位场层析成

像方法研究[1～4 ]
. 80 年代开始 ,国内科学家也开始

有关研究[5～7 ] . 90 年代 ,位场层析成像研究有了很

大进展 ,不仅可以处理模型资料 ,而且可以处理实际

资料[8～13 ]
. 然而这些研究只涉及密度和磁化强度幅

值的层析成像 ,因而是标量层析成像. 本论文提出

磁化强度矢量层析成像 ,这是磁化强度层析成像研

究的一个新方向.

岩石的磁化强度方向为剩磁方向和感磁方向的

矢量和. 感磁方向取决于磁化率的性质和地磁场方

向. 当磁化率各向同性时 ,磁化率为标量 ,感磁方向

和地磁场方向一致. 当磁化率各向异性时 ,磁化率

为张量 ,感磁方向和地磁方向可以不一致. 古地磁

研究表明 ,地球磁场的极性方向在地质历史时期内

发生过十分频繁的变化. 不同的构造事件板块漂移

的方向各不相同. 因此不同地质时期、不同构造事

件、不同地点形成的岩石剩磁方向各不相同. 此外

磁化率的各向异性和磁性物质的有限形状、矿物晶

体的排列以及磁性物质的结构和构造有关. 磁化率

的各向异性使岩石磁化强度的方向性复杂化 ,同时

也使磁场的特征复杂化. 有关各向异性和磁场特征

的关系停留在理论研究阶段[14 ]
.

岩石的磁化强度方向携带有岩石物质组成、结

构、各向异性、岩石演化过程、构造演化过程的十分

丰富的地质信息. 如何从观测的磁场数据确定岩石

的磁化强度方向 ,一直是地球物理学家需要解决的

问题. 古地磁在板块构造、大陆动力学、磁性地层、

古环境变迁研究中的成就使这种要求更加强烈. 古

地磁标本的采集受到很大的地理限制、深度限制和

经济代价限制. 由观测的磁场数据确定岩石的磁化

强度方向可以突破这些限制 ,而同时可为反演剩磁

方向以及岩石磁化率各向异性提供基础 ,因此磁化

强度矢量层析成像的研究是非常有意义的.

早在 1967 年 ,在海山剩磁方向的研究中 ,由水

下测深探明海山的位置和几何形状 ,然后通过磁异

常特征的分析确定磁化方向 ,并消去感磁方向后可

以得到剩磁方向[15 ]
. 也可以通过重力场和磁异常的

比较中确定剩磁方向 ,重力场用来确定异常体的形

状 ,磁场用来确定磁化强度的方向[16 ,17 ]
. 在国内 ,也

有已知铁矿体形态后 ,由观测的磁场确定磁化方向

的研究1)
. 这些方法不是层析成像方法 ,因此难于得

到磁化强度方向分布的细结构.

本文试图开展磁化强度矢量层析成像的尝试性

研究 ,推导磁化强度矢量层析成像方程 ,开展正反演

模型研究.

2　磁化强度矢量层析成像方程的推导

对于一个矩形柱体产生的磁场 ,已有解析表达

式2)
. 仔细研究这些解析表达式 ,要获得数值解 ,代

入积分限时需要考虑各种复杂情况 ,实际上是相当

繁琐的 ,对于矩形柱体产生重力场的例子 ,已有作者

讨论了这些情况[18 ]
. 此外矩形柱体产生磁场的解析

表达式的数值计算并不省时 ,要获得地下磁化强度

矢量分布的细节 ,需要足够多的柱体来描述 ,因此对

每个柱体贡献的计算机时也是很重要的. 这促使我

们采用如下的计算矩形柱体场的近似数值解. 由于

地面任一点的场是由一系列柱体的贡献组合而成

的 ,只有邻近计算点的柱体的贡献才会产生有意义

的误差 ,且这种误差对所有计算点差不多是共同的 ,

所有柱体的组合将降低这种误差的影响 ,在精确计

算时 ,这种误差才需要仔细研究. 由于本文的重点

是发展一个磁矢量反演成像的方法 ,暂时不讨论这

种近似计算对结果造成的影响.

图 1　磁性体几何及坐标系

Fig. 1　Geometry and coordinates of the magnetic object

根据文献[19～21 ] ,一个磁化强度为 m 的体元

dV 在笛卡儿坐标系内 P点 (如图 1所示 ) 产生的

1) 朱　连. 白象山铁矿的磁化强度和磁化方向. 1978 ,个人通迅

2) 黄树棠 ,顾学新. 地球物理与地球化学探矿研究报告文集(二) . 原地质部地球物理与地球化学勘探研究所
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磁位为

d U =∫
m·R

R
3 dV

=∫
m ( m0 x x + m0 y y + m0 zz)

R
3 dV , (1)

式中 m0 x , m0 y , m0 z为磁化强度矢量 m相应的单位矢

量 m0 的分量 , x , y , z 为积分点到 P点的坐标差 , R

为积分点到 P点的距离.

对于如图 1中的一个矩形柱体 i ,若柱体内磁化

强度 mi 分布均匀 ,柱体的边长 a =Δx , b =Δy , c =

Δz相对于 R足够小 ,将 P点的坐标写成 xj , yj , zj ,柱

体中心的坐标写成 xi , yi , zi ,则柱体 i 在 P观测点

产生的磁位近似地为

Uji = mi

m0 x ( xj - xi ) + m0 y ( yj - yi ) + m0 z ( zj - zi )

[ ( xj - xi )
2

+ ( yj - yi )
2

+ ( zj - zi )
2

]
3Π2 abc , (2)

其中 mi 表示 i 点或第 i 个柱体的磁化强度矢量 mi

的幅值.

若将计算区域 V 分割成一系列的矩形柱体 ,每

个柱体的几何尺寸一致 ,柱体内的磁化强度分布均

匀 ,只是各个柱体的磁化强度矢量 mi 可能各不相

同 ,于是一系列矩形柱体在 P点产生的总磁位可近

似地表示为

Uj = 6
i

Uji = 6
i

mi

m0 x ( xj - xi ) + m0 y ( yj - yi ) + m0 z ( zj - zi )

[ ( xj - xi )
2

+ ( yj - yi )
2

+ ( zj - zi )
2

]
3Π2 abc , (3)

P点的磁场 Fj 可表示成

Fj = - ΔUj = - Δ6
i

mi

m0 x ( xj - xi ) + m0 y ( yj - yi ) + m0 z ( zj - zi )

[ ( xj - xi )
2

+ ( yj - yi )
2

+ ( zj - zi )
2

]
3Π2 abc , (4)

记 s0 为磁场观测方向的单位矢量

s0 = sx i + sy j + sz k , (5)

则

Fjs = s0 ·Fj = s0 ·( - ΔUj )

= - sx

5 Uj

5 xj
- sy

5 Uj

5 yj
- sz

5 Uj

5 zj

= 6
i

B ji mi , (6)

其中

B ji = - V0

s0 ·m0

R
3
ji

-
3 ( Rji ·s0 ) ( m0 ·Rji )

R
5
ji

,

s0 = sx i + sy j + sj k ,

m0 = m0 x i + m0 y j + m0 z k ,

Rji = ( xj - xi ) i + ( yj - yi ) j + ( zj - zi ) k ,

Rji = Rji

= ( xj - xi )
2 + ( yj - yi )

2 + ( zj - zi )
2 ,

V0 = abc.

(7)

其中 , i , j , k 分别为坐标轴 x , y , z 的方向矢量. 将

(6)式写成矩阵形式成为

Fs = Bm . (8)

　　(8)式即是磁化强度标量层析成像的基本方程 ,

为了由观测的磁场资料 Fjs组成的列矢量 Fs 求得磁

化强度分布 mi 组成的列矢量 m ,必须首先知道矩阵

B 的各个元素 B ji的值 , B 称为磁化强度标量层析成

像相应的雅可比矩阵或灵敏度矩阵. (7)式表明 ,灵

敏度矩阵的元素 B ji是由观测方向 s0 ,第 i 个柱体的

磁化强度矢量的方向 m0 ,以及观测系统和柱体分布

的相对空间位置关系决定的. 为了求得 B ji必须事先

知道 m0 ,在磁化强度标量层析成像方法中 ,假定 m0

方向为地磁场方向. 而在磁化强度矢量层析成像

中 , m0 实际上是待求的 ,需改写 (8)式.

取

mi = mi m0 = mi m0 x i + mi m0 y j + mi m0 z k

= mix i + miy j + miz k ,
(9)

则 (6)式为

Fjs = Aji mi , (10)

其中

A ji1 = - V0

sx

R
3
ji

-
3 ( xj - xi )

R
5
ji

B i ,

A ji2 = - V0

sy

R
3
ji

-
3 ( yj - yi )

R
5
ji

B i ,

A ji3 = - V0

sz

R
3
ji

-
3 ( zj - zi )

R
5
ji

B i ,

(11)

B i = s0 ·Rji

= sx ( xj - xi ) + sy ( yj - yi ) + sz ( zj - zi ) .

写成矩阵形式

Fs = Am . (12)

(12)式即为所求的磁化强度矢量层析成像方程 ,

(11)式表明 ,灵敏度矩阵 A只和观测方向 s0 以及观

测系统和柱体分布的空间位置有关. 通过 (12)式由

一系列 j点的观测资料 Fjs可以获得各个柱体的磁化
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强度分量 mix , miy , miz的分布 ,从而不仅可以获得各

个柱体磁化强度的幅值 ,而且可以获得它们的方向 ,

即

mi = m
2
ix + m

2
iy + m

2
iz ,

m0 =
mix

mi
i +

miy

mi
j +

miz

mi
k .

(13)

　　当使用磁场垂直分量资料作为观测资料时 , sx

= sy = 0 , sz = 1 ,灵敏度矩阵的元素退化为

A ji1 = 3
( xj - xi ) ( zj - zi )

R
5
ji

V0 ,

A ji2 = 3
( yj - yi ) ( zj - zi )

R
5
ji

V0 ,

A ji3 = 3
( zj - zi ) ( zj - zi )

R
5
ji

-
1
R

3
ji

V0 .

(14)

　　当使用磁场的总强度资料作为观测资料时 ,磁

场是在地球的主磁场方向上测量的[22 ]
. 因此可以认

为 s0 = t0 , t0 为地磁场方向的单位矢量 ,于是

A ji1 = - V0

tx

R
3
ji

-
3 ( xj - xi )

R
5
ji

Ci ,

A ji2 = - V0

ty

R
3
ji

-
3 ( yj - yi )

R
5
ji

Ci ,

A ji3 = - V0

tz

R
3
ji

-
3 ( zj - zi )

R
5
ji

Ci , (15)

Ci = tx ( xj - xi ) + ty ( yj - yi ) + tz ( zj - zi ) .

tx , ty , tz 为地磁场方向单位矢量的方向余弦.

3　磁化强度矢量层析成像方程求解方
法

　　比较 (12)式和 (8)式 ,可知磁化强度矢量层析成

像方程和磁化强度标量层析成像方程在形式上是类

似的 ,在求解中 ,可以借鉴求解磁化强度标量层析成

像方程的经验[12 ] .

求解成像方程已经有许多方法 ,例如阻尼最小

二乘法 ,共轭梯度法 ,广义逆法 ,奇异值分解法 ,高

斯 - 赛得尔迭代法等. 我们将按照方程 (12)中灵敏

度矩阵 A的特点来选择.

方程 (11)表明 ,矩阵 A的每一个元素都是非零

的. 当柱体分割较多时 ,它是一个大型非稀疏矩阵 ,

当柱体个数相同时 ,磁化强度矢量层析成像方程的

未知数是标量层析成像方程的三倍 ,灵敏度矩阵的

元素个数扩大了九倍 ,因此相对于标量层析成像方

程矢量层析成像方程的灵敏矩阵是一个规模更大的

大型非稀疏矩阵. 然而对于埋藏很深的柱体 ,它对

场点的贡献很小 ,贡献大小反比例于 R
3
ji . 因此 ,其

相应的灵敏度矩阵的元素的值将很小 ,甚至接近于

零. 因此选用的方法既要适应求解大型方程组的特

点 ,又要便于处理矩阵元素值随深度减小引起的反

演结果不稳定问题. 此外 ,当希望反演磁化强度矢

量的细结构时 ,问题常常是欠定的 ,选用的方法也要

适应这个特点.

高斯 - 赛得尔迭代法采用降维技术 ,计算起来

快速、省内存 ,而且对于欠定形式效果也很好[23 ]
. 为

此 ,我们将选用此方法 ,并针对磁化强度矢量层析成

像方法的特点 ,作某些改进.

将 (12)式改写成

F = AM , (16)

其中 F是由观测资料组成的列矢量 , M是需要反演

的由各个柱体的磁化强度矢量分量组成的列矢量 ,

A为灵敏度矩阵. 解 (16)式时引进辅助矢量 X ,其

分量可迭代求得

X
(new)
k =

ΔFk - 6
M

P

j = 1
AkjΔM

(new)
j + X

(old)
k 6

M
P

j = 1
A

2
kj

α + 6
M

P

j = 1

A
2
kj

,

(17)

式中 old表示上一次迭代的值 ,new表示本次迭代的

值 ,Akj为 A的第 k行第 j列元表 ,ΔMj 为迭代地求得

的未知数的增量 ,即

ΔM
(new)
j =ΔM

(old)
j + Akj ( X

(new)
k - X

(old)
k ) , (18)

M
(new)
j = M

(old)
j +ΔM

(new)
j , (19)

ΔFk 为观测资料和上一次迭代解的理论资料之间的

差值 , k 表示资料的第 k 个值 , MP 为总的未知数个

数 ,α为一个阻尼系数 ,用于增加解的稳定性. 迭代

过程 (17) , (18) , (19)表明 ,对于每一个 k ,只用到 A

的一列元素的值 ( MP 个) ,因此求解过程是降维的 ,

无需同时存储同时使用 A 的所有元素值 ( MP ×MP

个) .

考虑到磁化强度矢量层析成像 Akj的特点 ,即对

于埋藏很深的柱体 Akj将很小 ,有可能导致解不稳

定 ,或导致深部解的误差较大 ,为此我们将 Akj修改

成新的 Akj ,即让

Akj = Akj Rl , (20)

其中 Rl 为和深度有关的比例因子 ,对于同一个深

度 , Rl 有相同的值 ,随着深度的增加 , Rl 增加. Rl 和

深度的比例关系可通过模型实验获得 ,也可通过钻

井地区野外资料反演结果的比对获得. 按照我们初
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步试验 , Rl 比例于柱体中心埋深的立方分之一.

最后的解答为最后的迭代解乘以 Rl ,即

M
(Solution)
j = M

(final)
j Rl . (21)

4　二维模型试验

(10)式正演和 (17) 、(18) 、(19)式反演公式是在

三维情况下求得的. 当第三维方向上除了中心部分

以外 ,其余部分的柱体磁性很弱 ,对这些柱体的积分

近似可略 ,在这种情况下可让第三维方向的柱体数

取 1 ,问题退化为二维情况 ,此时 (10) 、(17) 、(18) 、

(19)式同样适用. 但需注意 ,它和传统意义上第三

维方向均匀无限延伸退化的二维问题是不同的 ,传

统意义上沿走向方向无限延伸的整个长度上都是均

匀的 ,以及这里所说的在无限远的整个长度上磁化

强度都为零 ,只在计算的地方不为零 ,在真实地球介

质中是很难找到的. 前者如正交于很长走滑断层走

向的截面上对应此种二维问题 ,后者如火成岩岩墙

对应此种二维问题. 不论哪一种二维模型都只是真

实情况的某种近似. 在这里讨论的二维问题的情况

下 ,我们对 (10) , (17) 、(18) 、(19)式自编了程序. 为

了检验方法和程序的可靠性 ,设计了若干模型进行

了试验. 试验中 ,只考虑了垂直分量资料的情况.

4. 1　正演

图 2为一个不同磁化类型的柱体分布在地表产

生的磁场垂直分量的正演结果.

图 2表明不同磁化方向的磁性柱体在地面产

生的磁场的垂直分量 Mz 记录与正演程序是可靠

的 .

图 2　模型一及其响应
(a) 垂直磁化模型 ; (b) 水平磁化模型 ; (c) 斜磁化模型 ; (d) 垂直磁化地面垂直

分量记录 ; (e) 水平磁化地面垂直分量记录 ; (f) 斜磁化地面垂直分量记录.

Fig. 2　Model one and its response

4. 2　反演

对于水平方向有 5个柱体的一层、二层、三层的

模型反演结果见文献 [ 24 ] . 为了进一步探讨方法实

用化的可能性 ,使用较大模型试验. 图 3 为一个二

层模型 ,每层 51个柱体 ,其中 5个柱体磁化强度的

水平分量和垂直分量分别是 50和 80×10
- 6

nT ,而其

余柱体磁化强度水平分量和垂直分量分别是 10 和

20×10 - 6 nT.

对比模型和反演结果表明 ,磁化强度和磁化方

向异常都得到了较好的反演 ,但是在异常体的边部

反演值有较大误差.

图 4为一个由不同磁化类型的柱体组合成的另

一个二层模型 ,水平方向 51 个柱体 ,其中存在左右

二个异常体 ,宽度为 5个柱体 ,其磁化强度和磁化方

向与其他柱体不同.

对比模型和反演结果表明 ,对于二个异常体的

磁化强度和磁化方向也能得到较好的反演 ,同样在

异常体的边部 ,反演值有较大误差. 图 3、图 4 中的

反演结果是用零初始模型获得的. 图 5为一个由不

同磁化类型的柱体组合成的一个五层模型 ,水平方
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图 3　磁化强度 Mz 分布模型二及其反演结果

(a) 模型垂直分量 ; (b) 模型水平分量 ; (c) 反演垂直分量 ; (d) 反演水平分量.

Fig. 3　The model two of magnetization distribution and its inverse result

图 4　磁化强度分布模型三及其反演结果
(a) 模型垂直分量 ; (b) 模型水平分量 ; (c) 反演垂直分量 ; (d) 反演水平分量.

Fig. 4　The model three of magnetization distribution and its inverse result

图 5　磁化强度分布模型四及其反演结果
(a) 模型垂直分量 ; (b) 模型水平分量 ; (c) 反演垂直分量 ; (d) 反演水平分量.

Fig. 5　The model four of magnetization distribution and its inverse result

向 51个柱体.

对于此五层模型 ,用零初始模型难以获得较好

结果 ,我们改用接近于背景值的均匀初始模型 ,结果

表明 ,对于五层模型采用均匀初始模型后反演的异

常体的磁化强度和磁化方向和模型有较好的对应

性 ,但在反演的异常体结构的细节上尚存在较大误

差 ,需进一步克服.
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5　结论和讨论

模型试验表明本文提出的磁化强度矢量层析成

像方法在理论和方法上是可行的 ,目前对二层的较

大模型能得到较好的结果 ,对五层模型的结果尚需

进一步改进. 结果表明 ,对某些地质情况比较简单

的实际问题已经可以用本方法开展试验性研究 ,为

了使方法实用化 ,尚需在以下几方面加强研究 ,首先

是开展扩大模型的研究 ,例如七层 ,八层或更多层的

模型研究 ,以便适应反演复杂地磁结构的实际需要 ,

其次是开展抗干扰能力的研究.
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