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摘　要　瞬变电磁法的野外资料解释基本上停留在一维水平 ,本文从生产实践中常用的中心回线法入手 ,基于电

磁场本身的叠加原理 ,从麦克斯韦方程组出发 ,导出了中心回线瞬变电磁 2. 5维二次场 (纯异常)的有限单元计算

公式. 该算法采用三角形有限元网格 ,在尽可能拟合地下电性断面的情况下减少有限元网格的节点数和单元数 ;用

选主元的 LU分解法求解线性方程组 ,做到了在移动场源时只需改变右端项 ;在反傅氏变换中 ,使用新的波数选取

方案 ,让波数 m随时间 t滑动. 最后给出的算例表明 ,该算法直接计算异常场 ,计算速度快、精度高.

关键词　中心回线　瞬变电磁　2. 5维　有限元

文章编号　0001 - 5733(2003) 06 - 0855 - 08　　中图分类号　P631　　收稿日期　2002 - 02 - 19 ,2003 - 04 - 5收修定稿

AL GORITHM OF A 2. 5 DIMENSIONAL FINITE ELEMENT

METHOD FOR TRANSIENT ELECTROMAGNETIC WITH A

CENTRAL LOOP

WANG HUAJUN1 　LUO YANZHONG2

1 Information Science & Engineering College , Huaqiao University , Quanzhou 362011 , China

2 Department of Applied Geophysics , China University of Geosciences , Wuhan , 430074 , China

Abstract　In view of the existing situation of low level of the 12D interpretation of the Transient Electromag2
netic (TEM) in field work , we start from the central loop method , which is widely used in field work , to make

improvement. Based on the principle of superposition of the Electromagnetic ( EM) , we deduce the secondary

field (pure abnormal field) formulas of the 2. 5 dimension finite element method ( FEM) from the Maxwell’s

equations. This algorithm uses triangle FEM grids , which can not only fit the geo2electric media well but also

decrease the number of nodes and cells. It adopts pivoting LU decomposition to solve the linear equations , of

which needs only to change the right hand items and perform an iteration when increasing a measuring point . A

new scheme is used to choose wavenumbers , which lets the wavenumber m glide with given computational time

t . Finally we give examples to show that the forward modeling code calculates directly the secondary field and

makes the computation faster with higher calculating accuracy.
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1　引　言

电磁法是矿产资源勘查及水文地质和环境地质

调查中十分有效和应用广泛的地球物理勘探方法之

一[1 ,2 ] ,但目前其野外资料解释水平很低 ,除天然场

源的大地电磁测深 (MT)和音频大地电磁 (AMT)外 ,

基本上仅限于一维解释[3～5 ]
. MT或AMT二维乃至
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三维反演都已基本解决 ;远区人工源电磁法 (例如 ,

可控源音频大地电磁 (CSAMT) )也可近似按 MT或

AMT的方法处理. 但近区人工源电磁法 (瞬变电磁

法 (TEM)等)的情况却复杂得多 ,现有的三维正、反

演算法的计算量都很大. 为了实现其计算 ,人们不

得不以牺牲计算精度为代价. 在没有很好地同时解

决三维问题的速度和精度问题之前 ,不具有实用价

值[6 ]
;纯二维 (即二维地电断面和二维场源)的正反

演已有较多的研究成果[7 ] ,而且计算量不很大 ,但由

于场源的三维性质 ,纯二维的正反演只是粗略的近

似[8 ]
. 然而 ,随着电子和计算机技术的飞速发展 ,关

于瞬变电磁的智能化先进仪器 SIROTEM2Ⅲ、TEMS2
3S、CUGTEM2000等不断涌现 ,数据采集的质量不断

提高 ,且已向浅层发展 ,开始用于工程与环境方

面[9 ] ,因而对瞬变电磁的资料解释水平也亟需提高.

因此 ,研究既能节省计算量 (与三维相比)又能更好

地与野外实际情况接近 (与一维、纯二维相比)的2. 5

维问题 (二维地电断面三维场源)已成为人们所关注

的焦点.

2. 5 维人工源时间域电磁场数值模拟 (正演)问

题是目前国际上尚未妥善解决的计算地球物理疑难

问题之一. 对它的研究始于 20 世纪 70 年代中期 ,

但直到 90年代才为人们所重视. Leepin M
[10 ]用有限

差分法 (FDM)求解了 2. 5维矩形电流回线的时间域

电磁响应问题 ;Torres2Verdin 等[11 ,12 ]基于非均匀介质

中电磁散射问题的局部非线性近似 ,用积分方程法

研究了频率域中垂直磁偶极源的 2. 5维正演 ,但积

分方程法涉及到求张量格林函数和散射电流的褶积

问题 ,只适用于模拟为数不多的局部异常体 ,否则计

算量会成倍增加. Unsworth M J 等[13 ]采用 X 方向布

源的“挖源”总场 (TM模式)算法 ,实现了频率域电流

偶极源电磁场的 2. 5维有限单元法模拟 ,当异常较

小时 ,计算精度欠佳. Everett 等[14 ]和 Yu Liming
[15 ]则

在计算了洋中脊模型的电偶极源瞬变电磁响应时采

用二次场算法 ,可避免上述问题. 另外还通过 G2S

变换[16 ]作逆拉氏变换 ,将复数计算化为纯实数计

算 ,提高了计算速度. 我国从 20 世纪 80 年代开始

着手研究 2. 5维电磁场的数值模拟[17 ]
,目前已用二

次场算法实现了二维地电构造上谐变电偶极子电磁

场的有限单元算法[18 ]、电偶源 CSAMT法二维正演

的有限单元算法[19 ]、主剖面上时间域和频率域电偶

源瞬变电磁场的 2. 5维有限单元正演模拟[20～21 ]
,时

间谱电阻率法的二维正演算法[22 ]
,并对大粒度 - 时

间级的电磁场数值模拟的微机并行计算1) [23 ]进行了

探讨. 这些算法有一定的计算精度 ,但在微机上实

现 ,需要的时间仍然较长 (用 80×25的网格在 Celer2
on550 ,128M内存的微机上计算 1个场源 16个时间

需 4小时) . Mitsuhata Yuji[24 ]提出了一种描述电流偶

极源的拟 delta 函数法来模拟 2. 5 维问题的总场等

参单元 (isoparametric)有限单元算法 ,实现了地形不

平的可控源电磁场模拟 ,并经数值试验证明了其代

码的有效性. 但由于其对源的近似性 ,这种算法在

场源附近的计算结果将变得不精确 ,无法实现近区

场源的瞬变电磁响应计算. 鉴于现有 2. 5维电磁法

的正演模拟计算量偏大 ,精度低 ,对生产实践中最常

用的重叠回线和中心回线的研究较少 ,本文将研究

中心回线瞬变电磁 2. 5维有限元正演模拟.

2　电磁场的偏微分方程定解

在三维分区均匀、各向同性介质中 ,电磁场满足

麦克斯韦方程

Δ×H( t) =ε5 E( t)
5 t

+σE( t) + J e ( t) , (1)

Δ×E( t) = - μ5 H( t)
5 t

+ J m ( t) , (2)

在介质分界面Γ上满足衔接条件

n× E
(1) ( t) - E

(2) ( t) Γ = 0 , (3)

n× H
(1) ( t) - H

(2) ( t) Γ = 0 , (4)

式中 , t为时间 ,ε、σ和μ分别是介电常数、电导率

和磁导率 ; n 为分界面Γ的法线方向矢量 ; E 和 H

为电场和磁场强度 ,其上标 1和 2分别标识分界面

两侧介质中的电磁场 ; J e 为场源电流密度矢量 , J m

为场源磁流密度矢量. 当场源分别为电流偶极子和

磁偶极子时 ,不失一般性 ,假设场源位于笛卡尔坐标

原点 ,则 J e 和 J m 可分别表示为

J e ( t) = Peδ( x)δ( y)δ( z) f e ( t) ,　 (5)

J m ( t) = - μ0 Pmδ( x)δ( y)δ( z) d f m ( t)Πd t ,　(6)

式中 ,μ0 为真空中的磁导率 ,δ( x) 、δ( y)和δ( z)为

狄拉克源函数 ; Pe = L ×I为源的电流偶极矩 ; Pm =

S×I为源的磁偶极矩 ; L 为供电偶极距矢量 ; S 为

供电回线面积矢量 ,指向回线面法线方向 ; I为供电

电流 ; f e ( t)和 f m ( t)分别为电性源和磁性源随时间

t变化的波形函数 ,在时间域 (瞬变)电磁场研究中 ,

通常取为上阶跃函数

1) 孟永良. 电磁场数值模拟中微机并行计算研究(研究报告) .
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Hf e ( t) = f m ( t) =
0　( t < 0)

1　( t ≥0)
, (7)

根据电磁场本身的叠加原理 ,可导出相同条件

下纯二次 (电磁)场所满足的麦克斯韦方程组

Δ×Es ( t) = - μ
5 Hs ( t)

5 t
+ J ms ( t) , (8)

Δ×Hs ( t) =ε
5 Es ( t)

5 t
+σEs ( t) + J es ( t) , (9)

和介质分界面Γ上的边界条件

Δ× E
(1)
s ( t) - E

(2)
s ( t) Γ = 0 , (10)

Δ× H
(1)
s ( t) - H

(2)
s ( t) Γ = 0 , (11)

式中 , Hs ( t) = H ( t) - Hp ( t) , (12)

Es ( t) = E ( t) - Ep ( t) , (13)

J es ( t) = δε
5 Ep ( t)

5 t
+δσEp ( t) = δσEp ( t) ,

(14)

J ms ( t) = - δμ
5 Hp ( t)

5 t
= 0 , (15)

下标 p 和 s分别代表一次场和二次场 ,δε=ε- εp ,

δμ=μ- μp ,δσ= (σ-σp ) ,计算时忽略了ε和εp ,μ

和μp 之间的差异 ,即认为δε= 0 且δμ= 0 ,只考虑

电导率差异δσ. 从 (8)～ (9)式可以看出 ,纯二次电

磁场的场源来自异常体 (δσ≠0)处 ,且仅与一次场有

关 ,因此对于中心回线的瞬变响应的数值模拟 ,必须

计算矩形回线源在均匀半空间中产生的一次场电磁

场 (见附录) .

为降维 (消除时间变量 t) ,对电磁场作拉氏变

换 ,将时间域问题变成拉氏变换 (或称频率 s)域中

的问题 , 然后考虑在ε,σ和μ与坐标轴 y无关的二

维地电条件下 ,沿 y轴对电磁场作傅氏变换 ,用 e , h

表示 ( s , m)域中的电场和磁场 ,并引入

up = ep , y , vp = - i hp , y , u = es , y , v = - i hs , y ,

k
2
p = μp s (εp s +σp ) , k

2 = μs (εs +σ) ,

a1p =
εp s +σp

m
2

+ k
2
p

, a2p =
m

m
2

+ k
2
p

, a3p =
- μp s

m
2

+ k
2
p

,

a4p = (εp s +σp ) , a5p = - μp s ,

a1 =
εs +σ
m

2
+ k

2 , a2 =
m

m
2

+ k
2 , a3 =

- μs
m

2
+ k

2 ,

a4 = (εs +σ) , a5 = - μs , (16)

和 b1 = a2 a2pδσ, b2 = a2 a3pδσ= a3 a2pδσ,

　 b3 = a3 a3pδσ, b4 =δσ. (17)

式中 m表示波数 , k 为传播常数. 利用矢量运算规

则 ,可导出仅与 ( s , m)域中电场和磁场沿地电构造

走向 ( y)分量有关的 u和 v的偏微分方程组 :

5
5 x a1

5 u
5 x

+ a2
5 v
5 z

+ b1

5 up

5 x
+ b2

5 vp

5 z
+

　　5
5z a1

5u
5z

- a2
5v
5x

+ b1

5up

5z
- b2

5vp

5x
=

　　a4 u + b4 up , (18)

5
5 x

a3
5 v
5 x

- a2
5 u
5 z

+ b3
5 vp

5 x
- b2

5 up

5 z
+

　　5
5z

a3
5v
5z

+ a2
5u
5x

+ b3
5vp

5z
+ b2

5up

5x
= a5 v , (19)

和在与构造走向垂直的 xoz 坐标平面上 ,无一次场

场源的介质分界线Γ两侧 , u和 v满足的边值条件

　　　　( u
(1)

- u
(2) ) Γ = 0 , (20)

　　　　( v
(1)

- v
(2) ) Γ = 0 , (21)

a
(1)
1

5 u
(1)

5 n
- a

(2)
1

5 u
(2)

5 n
+ b

(1)
1

5 u
(1)
p

5 n
- b

(2)
1

5 u
(2)
p

5 n

　= a
(1)
2 - a

(2)
2

5 v
(2)

5τ + b
(1)
2 - b

(2)
2

5 v
(2)
p

5τ , (22)

a
(1)
3

5 v
(1)

5 n
- a

(2)
3

5 v
(2)

5 n
+ b

(1)
3

5 v
(1)
p

5 n
- b

(2)
3

5 v
(2)
p

5 n

　= - ( a
(1)
2 - a

(2)
2 ) 5 u

(1)

5τ - ( b
(1)
2 - b

(2)
2 ) 5 u

(2)
p

5τ , (23)

式中 ,上标 (1)和 (2)分别标识分界线Γ两侧的参

数 ;τ表示分界线Γ的切线方向矢量. 于是 ,电磁场

的计算问题归结为求 ( s , m)域电磁场 y分量定解问

题 (18)～ (19)式的数值解. 在算出 u 和 v 后 ,可借

助于由 (8)～ (9)式导出的关系式

es , x =i a2
5u
5x

+ a3
5v
5z

+i b2

5up

5x
+ b3

5vp

5z
, (24)

es ,z =i a2
5u
5z

- a3
5v
5x

+i b2

5up

5z
- b3

5vp

5x
, (25)

hs ,x = a1
5u
5z

- a2
5v
5x

+ b1

5up

5z
- b2

5vp

5x
, (26)

hs ,z = - a1
5u
5x

+ a2
5v
5z

- b1

5up

5x
+ b2

5vp

5z
, (27)

计算 ( s , m)域中的其他电磁场分量 ,通常它们均不

满足形如 (20)和 (21)式的连续性边值条件 ,故不能

直接用有限元法求解.

对于给定的 s和 m 值 , (18)～ (19)式定解问题

是二维标量问题 ,且为纯实数运算. 它的数值解法

相对于求解原先的四维矢量问题要简单些. 解题思

路如下 :分别对若干给定的拉氏和傅氏变换变量 s

和 m值 ,在 ( s , m)域中计算出矩形回线源在空间中

的一次电磁场的 up 和 vp (见附录) ,然后用有限元

法求解电磁场分量 u , v 及 es , x , es , z , hs , x和 hs , z的数

值解. 然后将其经逆拉氏变换和反傅氏变换 ,便可

算出三维空间域中电磁场分量的瞬变响应.
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3　( s , m)域二次电磁场的泛函极值

用有限单元法求 (18)～ (19)式定解问题的数值

解. 由边值条件 (20)～ (23)式 ,可导出在有限单元

法算域 (网格)外边界G满足第三类边值条件

ηu
u + a1

5 u
5 n

+ b1

5 up

5 n G
= a2

5 v
5τ+ b2

5 vp

5τ G
,

(28)

ηv
v + a3

5 v
5 n

+ b3

5 vp

5 n G
= - a2

5 u
5τ+ b2

5 up

5τ G
,

(29)

其中 ,系数ηu和ηv 可近似认为是由在均匀半空间条

件下由二次场场源所产生的电磁场分量来计算

ηu
= - a1

5u
5n

- a2
5v
5τ+ b1

5up

5n
- b2

5vp

5τ u
G

,

(30)

ηv
= - a3

5v
5n

+ a2
5u
5τ+ b3

5vp

5n
+ b2

5up

5τ v
G
.

(31)

由于二次场场源来自地下异常体 ,计算相当复

杂. 但考虑到二次场场源本身比较小 (和一次场相

比) ,在外边界 G上 ,其数值就更加微小 (甚至可与

计算机的截断误差相当) ,计算时可将其取为零. 可

用逐次迭代修正办法进行计算 ,即第一次计算时设

为零 ,待用有限元求出近似的 u和 v以后 ,再来计算

ηu和ηv
,第二次则在考虑边界条件的情况下再做一

次有限元计算 ,即可求得较为精确的 u和 v ,如此反

复 ,直到满意为止. 本文在计算时将其取为零.

与偏微分方程边值问题 (18)～ (19)式等价的泛

函极值问题为

2 J ( u , v) =

∫∫
Ω

a1
5 u
5 x

2

+ a1
5 u
5 z

2

+ a3
5 v
5 x

2

+ a3
5 v
5 z

2

+

　a4 u
2

+ a5 v
2

+ 2 a2
5 u
5 x

5 v
5 z

- 2 a2
5 u
5 z

5 v
5 x

+

　2b1

5 up

5 x
5 u
5 x

+ 2b1

5 up

5 z
5 u
5 z

+ 2b3

5 vp

5 x
5 v
5 x

+

　2 b3

5 vp

5 z
5 v
5 z

+ 2 b4 up u + 2 b2

5 vp

5 z
5 u
5 x

-

　2 b2

5 vp

5 x
5 u
5 z

+ 2 b2

5 up

5 x
5 v
5 z

- 2 b2

5 up

5 z
5 v
5 x

,

　dΩ -∮
5Ω

(ηv
v

2 +ηu
u

2 ) d l ] min ,　　 (32)

式中 ,Ω表示求解区 ( xoz 平面上的二维网格) ; G表

示求解区外边界.

4　变分问题的有限元求解算法

为了减少计算量 ,对给定的水平地形二维断面

(因目前无法直接计算地形不平时的一次场) ,设计

了有限元网格 (图 1) ,它由程序根据用户所给定的

网格参数自动生成 ,在总体上呈椭圆形 (故称其为椭

圆形三角网) . 图中 x、z为观测点坐标 ,数字表示节

点编号 , M 表示最末一个节点数 (也就是节点总

数) , i 表示第 i 个节点编号 , k 指某一圈的节点总

数 ,7号节点和 8 号节点所连成的直线段是勘探剖

面. 这样在移动测点时 ,网格剖分无需改变 ,因而仅

需改变方程组的右端项. 然后 ,围绕这条剖面线 ,以

一个一个的共中心点的椭圆环逐渐往外扩展 ,其间

距也逐渐放大. 在每个椭圆环内 ,程序会自动将其

剖分为若干个三角形单元. 节点的编号是由内到外

的方式 ,这样有利于网格的自由伸展 ,而且每两层的

最小编号总是错个位 ,这样可以保证所剖分的每个

三角形 ,其三顶点编号的最大差就是一层的节点总

数 ,有利于生成相对较小的带宽矩阵. 在实际的反

演程序中 ,只显示用户所关心的地下电性断面的部

分网格 ,其余均隐藏起来. 这样的网格和以往算

法[19 ]相比既能减少节点数和单元数 ,同时又能较为

准确的模拟地下的电性断面.

图 1　二维有限单元网格剖分示意图

Fig. 1　The sketch map of 22D FEM grid

更进一步可将泛函极值问题 (32)离散化为线性

方程组

AX = B , (33)

式中 , A为 P×P阶方阵 (刚度矩阵) , X代表求解区

内各矩形网格节点上电磁场分量 u 和 v (待确定)的
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P阶未知列矢量 , B 代表各节点的二次场场源分布

的 P阶场源列矢量. 总刚度矩阵 A 是稀疏、带状、

对称 ,在实际计算时还发现 A 是不定矩阵 ,而非正

定矩阵. 孟永良等[22 ]认为刚度矩阵正定是错误的 ,

而Leppin
[10 ]和Mitsuhata

[24 ]在求解同类问题时却没有

提到刚度矩阵是否正定 ,只提到用修正的 Cholesky

分解法来求解方程组. 众所周知 ,正定矩阵具有很

多优点 ,他们没有利用正定矩阵的性质 ,很有可能说

明他们当时遇到的矩阵就不是正定的. 这点给线性

方程组的求解带来了不少困难 :通常的 Cholesky分

解法 (将 A分解为 LL
T)要求矩阵 A为正定矩阵 ,不

能使用 ;修正的 Cholesky分解法 (将 A分解为LDL
T)

可用于一般的对称矩阵 ,但其分解的过程不稳定 ,计

算出的结果蹦蹦跳跳 ;其他的方法 (如迭代法等)也

作了试算 ,效果都不好 ,要么时间特别长 ,要么结果

不稳定. 最后采用了结果相对稳定 ,速度也较快的

选主元LU分解法. 这样要完成一条剖面的计算 ,对

每个 ( s , m) ,只需形成一次刚度矩阵 ,做一次矩阵分

解 ;其他测点 (即不同的场源位置)只需改变右端项

作回代 ,计算速度相对较快.

5　空间电磁场分量瞬变响应的计算

用前一节算法对一系列给定的拉氏变量 s和傅

氏变量 m计算 ( s , m)域中的二次电 (磁)场分量 u

和 v ,然后 ,根据 (27)式求出 ( s , m)域相应的磁场垂

直分量 hs , z ,对其作逆拉氏变换和反傅氏变换获得

时间空间域中的瞬变响应.

采用文献[21 ]的 G2S算法 ,进行逆拉氏变换 ,他

的优点是纯实数运算 ,并且只需对较少的 s 值 (一

般选 10～16个)进行计算 ,使每次逆拉氏变换的计

算速度加快.

对于反傅氏变换算法 ,考虑到位于主剖面上的

回线场源所产生电磁场分量在空间域中相对于 y

(在波数域中相对于 m)具有奇或偶对称性 ,反傅氏

变换相应地简化为反余弦变换及反正弦变换. 特别

是对与感应电动势相关的 hz 来说 ,它具有偶对称

性 ,应采用余弦变换 ;且在回线中心的主剖面上 , y

= 0 ,积分中余弦项为 1 ,因而只有被积核函数一项.

( s , m)域一次电磁场分量的积分表达式 (见附录)中

的 sin ( mb) ,对于给定的 m 和发射回线的半边长 b

而言是常量 ,故可不参与有限元计算 ,只在做反傅氏

变换时乘上它. 于是对于 hz 的反傅氏变换可写为

Ĥz ( x , y ,0) = F- 1 [ hz ( x , m , z) ]

=
2
π∫

+ ∞

0
hz ( x , m ,0) sin ( mb) d m . (34)

该式的积分属于高振荡函数的积分 ,采用数字滤波

算法[3 ]计算 ,这种方法往往要求几十到上百个采样

点 ,计算量较大. 为了减少计算量 ,只选择较少的十

几个波数进行计算 ,其他的采用三次样条插值的办

法来获得. 那么 ,如何选取合适的波数 ,使得既节省

计算量又能保证计算精度呢 ?

前人已经做了关于偶极源法波数选择的研

究[25 ]
,认为是在 r1Π10～10 r2 范围内按等比数列选

用 km 个波数 ,其中 r1 为最小供电 - 测量电极距 , r2

为最大供电 - 测量电极距 ,且有 r1 < r2 . 按照这一

结论 ,对于中心回线观测方式和计算二次场而言 ,

波数的选取应依据异常体中心到观测点的距离 r

(收发距) ,而 r 又与发射回线的边长 b有关 ;在实

际计算时还必须考虑计算机的截断误差所带来的

影响 ,从 (16)式可以看出 ,波数 m 总和传播常数 k

联系在一起 ,从而选取的波数 m 应与 k 相当 ,即不

宜过大或过小. 实际上 k
2 与电磁场在空间 0 到 t

时刻传播的距离 (趋肤深度)相对应 ,自然也与 b

(收发距)有关 . 因此本文采用了让波数 m 随时间 t

滑动的选取方案 ,即对每个时间 ,波数 m 按如下原

则选取

mi = wi k , (35)

式中

wi =

10
- 10

i1 ×
(log(5Π1)Πq1

)

, q1 = 7～9 ,

i1 = 0 ,1 ,2 ,⋯, q1 - 1 ,

10
i
2
×2Πq

2
- 1

, q2 = 5～7 ,

i2 = 0 ,1 ,2 ,⋯, q2 - 1 ,

10
10

i3 ×
(log(2Π1)Πq3

)

, q3 = 4～6 ,

i3 = 0 ,1 ,2 ,⋯, q3 - 1 ,

(36)

即在 10 - 5～10 - 1之间 ,其指数部分按对数分布 7～9

个点 ,在 10 - 1～101 之间 ,其指数部分按线性分布

5～7个点 ,10
1～10

2 之间 ,其指数部分按对数分布

4～6个点. 这种选取方案使得波数在对数坐标系中

中间密、两边疏 ,且随时间的不同而各异 ,更符合 ( s ,

m)域电磁场的变化规律 (图 2) ,有利于对其进行三

次样条插值. 否则计算精度得不到保证. 下一节中

给出的算例 ,也说明了这种做法是必要的.

经逆拉氏变换和反傅氏变换后 ,求得给定点的

空间二次场分量的瞬变响应 Hs , z ( t) . 最后根据

εs ( t) = - sn ·μ0 Hs , z ( t) , (37)
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图 2　( s , m)域一次场 hz 随波数 m的变化曲线 ( t = 1μs)

图中垂直的虚线与该时刻的传播常数 k = sqrt (μs (εs +σ) )对应

Fig. 2　When t = 1μs , the primary field hz changing with

the wavenumber m in ( s , m) domain

可计算二次场的感应电动势εs ( t) ,式中 sn 为接收

线圈的等效面积 ,μ0 为真空中的磁导率. 地面上一

次电磁场的感应电动势εp ( t )不难计算 ,进而可算

得地面上总场电磁场的感应电动势

ε( t) =εp ( t) +εs ( t) . (38)

6　算　例

图 3 是对有解析解的 H型层状大地的计算结

果 ,图中纵坐标 (ΔV )为归一化电位差 ,模型选用的

参数为 :

ρ1 = 100Ωm , h1 = 100 m ,ρ2 = 10Ωm , h2 = 150 m ,

ρ3 = 1000Ωm ;中心回线装置的发射回线边长

图 3　H型三层大地上有限单元解与解析解对比
(a ) 一次场、总场有限元解与总场解析解的对比 ; (b) 二次场有限元解和二次场的解析解对比.

Fig. 3　Comparison of the FEM solution and analytical solution

On H type of three layered media

2 b = 50 m ,探头等效面积 sn = 43 m
2
. 在 16μs～

16ms的平均相对误差为 :总场 1. 7 % , 二次场

13 %.从图中可以看出 :总场的有限元解与解析解

重合得非常好 ,纯异常 (二次场)曲线形态完全相同 ,

重合得比较好.

图 4 为模拟均匀半空间中的直立薄板的 FEM

计算结果 ,板厚 d = 0. 15m ,上顶埋深 h = 2. 5m ,

板向下延伸 L = 17. 5m ,ρ1 = 100Ωm ,ρ2 = 0. 1Ωm ;

2 b = 10m ; sn = 43m
2

; 测点距 d x = 2m. 图中ρ1、ρ2

分别为围岩和直立薄板的电阻率. 在图上可见有明

显的双峰异常 ,与物理模拟结果一致[26 ]
. 这从另一

个角度说明研究 2. 5维正反演的重要性 ,因为对于

直立薄板的双峰异常 ,任何一维正反演解释都会显

得无能为力.

给出的算例表明 ,有限元解的总场和二次场在

图 4　直立薄板的多测道剖面图

图例中各数值为各采样道的时间 ,单位为μs.

Fig 4. 　Multi2channel profile of vertical laminate
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目前的勘探深度范围 (几十米至几百米)所对应的可

观测时间段 (10μs～10ms)内有较好计算精度 ,总场

的平均误差 < 5 % ,二次场的平均误差 < 20 %.

7　结　语

本文采用三角形网格代替传统的 rijo 矩形网格

算法 ,导出了中心回线瞬变电磁 2. 5维二次场 (纯异

常)的有限单元计算公式. 从根本上解决了既可减

少有限元节点数和单元数 ,使方程组的阶数降低 ,因

而提高计算速度 ,同时又能很好地拟合地下电性断

面 ,提高计算精度的目的 ;算法指出其刚度矩阵是不

正定的 ,不能用 Cholesky分解法来求解方程组 ,文中

采用选主元的 LU 分解法来求解方程组 ,做到了在

移动场源时 ,只需改变右端项 (即只需计算一次场) ,

增加一个测点只需增加一次回代 ,从而提高了计算

速度 ;采用了让波数 m 随时间 t 滑动 (根据每个时

间 t 所对应的主要拉氏频率 s ,选取不同波数)的选

取方案 ,从而大大提高了计算精度. 给出的算例表

明 :该算法直接计算异常场 ,计算速度快、精度高 ,实

现了仅使用 1057个节点 ,2070 个单元 ,用 PⅢ733 ,

128M内存 ,175min (其中一次场计算占 50 %以上)

完成一条 9个测点的剖面 ,15 个 t 时间的 2. 5 维正

演计算.

附录　拉氏傅氏变换 ( s , m)域中矩形回线源

一次电磁场的积分表达式

　　矩形回线源的一次电磁场 ,可看成回线内无数微小的垂

直磁偶极源 d m产生的一次电磁场的积分.

基于这种思想 ,可导出 ( s , m)域中一次电磁场的积分表

达式

e
0
x = i mGe∫

+ ∞

0

e u0 z

( u0 + u1 ) n
sin ( na) cos( nx) d n , (A1)

e0
y = - Ge∫

+ ∞

0

e u0 z

( u0 + u1 ) sin( na) sin( nx) d n , (A2)

h
0
x = - Gh∫

+ ∞

0

u0 e u0 z

( u0 + u1 ) sin ( na) sin ( nx) d n , (A3)

h
0
y = - i mGh∫

+∞

0

u0e u0 z

( u0 + u1) n
sin( na)cos( nx) d n , (A4)

h0
z = Gh∫

+∞

0

( m
2 + n

2)e u0 z

( u0 + u1) n
sin( na)cos( nx)d n , (A5)

e
1
x = i mGe∫

+ ∞

0

e - u1 z

( u0 + u1 ) n
sin ( na) cos( nx) d n , (A6)

e1
y = - Ge∫

+ ∞

0

e - u1 z

( u0 + u1 ) sin( na) sin( nx) d n , (A7)

h1
x = Gh∫

+ ∞

0

u1 e - u1 z

( u0 + u1 ) sin ( na) sin ( nx) d n , (A8)

h
1
y = i mGh∫

+ ∞

0

u1 e - u1 z

( u0 + u1 ) n
sin ( na) cos( nx) d n , (A9)

h1
z = Gh∫

+ ∞

0

( m
2 + n

2 ) e - u1 z

( u0 + u1 ) n
sin ( na) cos( nx) d n , (A10)

式中 , Ge =
2
π ·

2μ0 Isin ( mb)
πm

,

Gh =
2
π ·

2μ0 Isin ( mb)
πμsm

=
Ge

μs ,

u0 = m
2 + n

2 - k
2
0 , u1 = m

2 + n
2 - k

2
1 ,

k
2
0 = - μs (ε0 s +σ0 ) , k

2
1 = - μs (ε1 s +σ1 ) ;

e
0
x , e

0
y , h

0
x , h

0
y , h

0
z , e

1
x , e

1
y , h

1
x , h

1
y , h

1
z 分别为 ( s , m) 域中的一

次电磁场在 x , y , z各方向的分量 , e代表电场 , h代表磁场 ,

上标 0代表空气 ,1代表大地 ;2 a , 2 b为矩形回线的长宽 , m ,

n分别为 y和 x方向的波数. 计算时 ,μ取真空中的磁导率

μ0 ,ε1 也取真空中的介电常数ε0 .
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