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摘要：研究电阻电感电容串联电路与微梁耦合系统的非线性振动,应用拉格朗日-麦克斯韦方程，

建立受静电激励RLC串联电路与微梁耦合系统的数学模型。根据非线性振动的多尺度法，得到了

在内共振 12 2ωω ≈ 的情况下的近似解，并进行数值计算，得到用椭圆函数表示的解析解。计算结

果表明，在无阻尼情况下，振动和能量在两个态间相互转换，没有能量损失。 
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1  引言 

机电耦联系统广泛存在于工农业生产和科学技

术领域，在国民经济发展中占有重要地位[1]。关于

微电子机械系统的研究已经有许多成果[2-10]。文

献[2]研究了电容器和弹簧串联时极板的振动；文

献[3]用拉格朗日方程分析了RLC电路的暂态过

程；文献[4]研究了具有spurious energisation特征电

路的非线性振动；文献[5]研究了RLC电路弹簧耦合

系统的非线性振动，应用拉格朗日-麦克斯韦方程建

立了一个受到简谐激励的RLC电路弹簧耦合系统的

数学模型，得到了受简谐激励的Mathieu方程的级数

形式解；文献[6]应用拉格朗日-麦克斯韦方程建立

受简谐激励的具有电阻和电感非线性RLC电路的数

学模型，根据非线性振动的多尺度法得到系统满足

主共振条件的一次近似解及对应的定常解。但是这

些研究都是针对单自由度系统，建立的模型必然是

单自由度模型，仅适用于纯电路系统。微电子机械

系统常作为传感器使用在悬臂梁、简支梁等结构

上。文献[7]用多尺度法研究了一个双自由度的机电

耦联系统，系统中各元器件都呈线性，电路系统与

机械系统的固有频率满足1：2的比例关系，发现在

内共振 2 2 1ω ω≈ 情况下，系统两个模态的能量由低

阶向高阶转移，微小的扰动就会破坏其稳定性；文

献[8]根据相同的模型发现在双重共振 2 12ω ω≈ 和

2Ω ω≈ 的情况下，系统出现了饱和现象，当外激

励超过一个定值时，电极板的振动不再发生。静电

驱动是微机械传感器、执行器的一种重要驱动方

式，它将电信号转化为机械驱动力，或将电场力转

化为机械能；文献[9]研究了微悬臂梁受温度影响时

的动力学现象；文献[10]采用多尺度法研究了共振

微梁在电场中非线性振动问题。 
在已有微梁的研究中，学者们只采用了简单的

静电驱动电路，并且在微梁电路中，只考虑存在的

电场力与结构变形的简单耦合。本文在考虑微梁刚

度非线性特性的情况下，研究系统在内共振

12 2ωω ≈ 时特有的动力学现象。  
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∫
电阻电感电容串联电路与微梁耦合系统如图 1

所示。其中：电容的极板长为 l 、宽为b 、厚为 ；

两个极板的间距为 ；电容极板与电阻

h
Rd 和电感

串接；在重力、弹性力、阻尼力、电场力的作

用下，电容的上极板可以沿

L
z 轴方向作横向振动。 

    当电场力和周期激励均为零时，对于两端简支约

束的微梁进行伽辽金截断，通常取梁的一阶模态。这

样既满足精度要求又可避免计算的复杂性，将满足内

力和位移边界条件的解取为 [12-13]

0
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图 1  静电驱动微梁的耦合模型 采用伽辽金方法，将式（1）中第二式转化常

微分方程，并进行量纲一化得到 系统存在两个广义变量，即电容器上极板的

横向位移w和电路中的电流 。系统的动能T、磁
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根据拉格朗日-麦克斯韦方程[11]，可得到该系

统的运动微分方程为 
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并且将电路方程与极板的振动方程统一时间尺度，

可得 
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（4） 
进一步，可得 
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式中： ，1uq = 2u=φ ， 2 2
1 0/dl b Lε ω= 12

2 =ω （11） ω ， ，

1j
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1 e
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A a= θ 2j
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1 e
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A a= θ2
1 02 / πk dl bLε ω= −1 /R Lμ ω= 2 1 /Dμ ω=， ， ，

2
2 5 /k D dω= ， 2

3 3 /k D d 2ω= ， 5 2 / πD A 0bρ ε= −  

3  共振理论分析与数值计算 

调节机械系统的固有频率和电路系统固有频

率成 2:1 内共振关系。由 2 2 1ω ω≈ 可推得二者满足关

系 
            2 12 1ω ω εσ= +                （6） 

非线性振动理论中的多尺度法[14]原理是引入

一系列越来越慢的时间尺度，并视这些时间尺度为

独立变量。对于式（5）中的两个方程，尽管机械

方程进行了量纲一化而电路方程没有进行量纲一

化，但是两个方程在时间尺度上是统一的。因此可

以采用非线性振动的多尺度法求系统的一次近似

解，将式（5）中的非线性项、阻尼项和耦合项前

面冠以小参数ε ，并定义 和 为 1u 2u

1 11 0 1 12 0 1( , ) ( , )u u T T u T Tε= + ， 

       2 21 0 1 22 0 1( , ) ( , )u u T T u T Tε= +      （7） 

式中： ；tT =0 tT ε=1 ；ε 为小参数。 

将式（7）代入式（5），比较ε 的系数后可得 
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式（8）的解为 
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将式（10）代入式（9）可得消除永年项条件 

设： ； （其中 、na nθ

为实数），代入式（11），并进行实虚部分离，可得

到 
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式中： 11121 2 Tσθθγ +−=  ；“ ' ”表示关于时间尺

度  求导数。因此可得 1T

' 1
1 1 1 1 1 1 2

1 1 sin
2 4

a a k a a 1μ ω γ−= − − ， 

' 1
2 2 2 2 2 1

1 1 sin
2 4

a a k a2
1μ ω γ−= − + ， 

' 1 2 1 2 -1
1 2 3 2 2 2 1 2 1

1
1 1 2 1 1 (13)

3 1 cos
8 4
1      cos                            
2

k a k a a

k a

γ ω ω γ

ω γ σ

− −

−

= + −

+
 

1γ将式（13）中的 消掉，可得 

02
2

211

1222
1 =+ a

k
ka

ωμ
ωμ

        (14) 

由式（14）可以看出，如果 符号相反，

和 a 将会发生自激振动，无论哪一个模态先发生

振动，都会激起另一个模态的振动，并且两个模态

振动的振幅同比增长。本例中，很显然 同号，

则 和 都有界，且幅值被另一个模态控制。 

21 kk 和

1a 2

21 kk 和

1a 2a

本例中 同号，考虑特例21 kk 和 021 == μμ 的

情况，式（13）的精确解可借助椭圆函数表示，则

由式（13）可得 
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式中 ' '
1 1 2 2 0a a a a+ =υ           (15) 

1F = ± −ξ ξ ， 

式中 1 2
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函数 F 和 G 的曲线如图 2 所示：两曲线的交点

可以是两个，如上支曲线；也可能有三个交点，对

应三个根，如下支曲线；

其中 E 是积分常数，它正比于系统中的初始能量。

如果 同号，上式表明 总是有界的，则 1a a和21 kk 和 2
321 ξξξ
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取 、 之间的正值， 是 2 3ξ ξ、 之间的

周期运动，可以表示为 Jacobi 椭圆函数。 

 
图 2  函数 F 和 G 曲线图 

则式（22）可写为 
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tT ε=1 得到 代入

Dt
EkD

υ
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4sin1
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−
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（27） 
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0sin sn[ ( ); ]t tχ κ= − η

]

     （28） 
图 4  时间响应曲线 

由此可得 

2
3 3 2 0( )sn [ ( );t tξ ξ ξ ξ κ η= − − −   （29） 

nξ上式表明：在没有阻尼的内共振并且 均不相

同（G1位置）的情况下，振动在两种模态下持续转

换，没有能量损失；当一个模态的能量减小时，另

一个模态的能量增大。图 3、图 4 分别为关于 、

的时间响应曲线。图 3 对应的初始值为 
1a

2a

 
1(0) 0.0000001a = ， ； 001.0)0(2 =a

图 5  时间响应曲线 

1(0) 0.0000002a = ，  001.0)0(2 =a

如果考虑阻尼，则振动的能量逐渐衰减直到消

失殆尽，如图 5 和图 6 所示，对应的初始值分别为 

1(0) 0.0000002a = ， ； 001.0)0(2 =a

1(0) 0.0000005a = ，  001.0)0(2 =a

 
图 6  时间响应曲线 

图 2 中曲线G2的位置，与选线F的一个分支相

切，即

 
图 3  时间响应曲线 

2 3ξ ξ= 3ξ ξ= 为常数，由式(29)可得 ，此时

1 2a Eξ= ( )2 21- /a E ξ υ=       （30） ，

此时运动是周期的，然而任意小扰动都会导致

类似G1的曲线，即三个都不同的根，使得运动成为

非周期的。 
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4  结论 

本文建立了电阻电感电容串联电路与微梁耦

合系统的非线性振动方程，得到无阻尼状态 1：2
内共振解析解的椭圆函数表达式，并对此进行了数

值模拟。研究结果表明：调节电路的固有频率使其

与机械系统的固有频率成 1：2 内共振关系，在这

种情况下耦合系统能够使能量由低模态向高模态

完全转移。但此时微小的扰动，就会破坏其稳定性。 
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