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摘要：研究两种材料界面上的刚性线与其它任意位置处直线裂纹弹性干涉的反平面问题。基于界

面上刚性线与任意位置处螺型位错干涉的基本解，运用连续位错密度模型法将问题转化为奇异积

分方程。用半开型积分法求解奇异积分方程，得到位错密度函数的离散值，计算裂纹尖端处的应

力强度因子。算例说明该方法可用于工程实际问题。 
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1  引  言 

随着复合材料的不断发展，材料的内部缺陷如裂

纹、孔洞、刚性夹杂等，越来越受到重视，研究内部

缺陷对应力场影响和由此引起的应力集中意义重大。

关于不同的加载情况下界面裂纹问题，包括共线和共

圆弧裂纹，都已得到较为充分的研究。界面刚性线是

一种缺陷形式，是由于界面偏析而产生的一种硬质夹

杂，类似裂纹尖端，在刚性线尖端会发生严重的应力

集中现象，因此研究界面刚性线缺陷对双相材料是非

常重要的。 
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本文主要研究两种材料界面上的刚性线与其

它任意位置处的直线裂纹弹性干涉的反平面问题。

基于交界面上刚性线与任意位置处螺型位错的干

涉的基本解，运用连续位错密度模型法将所设问题

转化为奇异积分方程。利用半开型积分法求解奇异

积分方程，得到位错密度函数离散值，并计算裂纹

尖端处应力强度因子(SIF)。 

2  基本原理 

设：无限弹性平面二相材料界面上含一长度为

a b+ 的刚性线；平面内存在一长为c的直线裂纹，

与x正向所成的角度为α ；裂纹面自由(图 1)；两种材

料的剪切弹性模量分布为 μ 1和μ 2。 
 
 
 
 
 
 

 

图 1 界面刚性线与直线裂纹干涉模型 

 
 
 
 
 
 
在螺型位错作用下，唯一不为零的z方向位移分

量 jw (其中j=1，2)、切应力 zxjτ 、 zyjτ 可用复变量

iz x y= + 的解析函数f j (z)表示为[1]
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         i (xzj yzj j )f zτ τ ′− =            (2) 

式中：μ j为材料的剪切模量；i为虚数单位；上划

线“－”表示取共轭。 

ixzΓ τ τ∞= − yz
∞               (3) 

在 点布置Burgers 矢量为 的螺型位错，其

相对应的复势函数

0z zb
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沿斜线段 l 布置连续的分布位错时，把在微段

ds 上的分布位错看成强度为b s 的点位错，通过

将式(6)中的分布螺型位错 沿裂纹积分可得由位

错集合表示的裂纹复势函数，用 表示为 
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式中：
i

0 0 e az z sα = + ; -i
0 0 e az z sα = + ； 

0
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3  奇异积分方程

对图 2 所示的斜

面，设：斜面与 x 轴

的建立 

正

向之

y

•

间的夹角为α；斜

面上切应力为 nzτ 。由

平衡条件可得 

d dnz xz yzs yτ τ τ= − + dx              (8) 

因为 d / d sin , d / d cosy s x sα α= = ，所以 

  sin cosτ τ α τ= − +nz xz yz  α          (9) 

由于 

  yzj( ) ( ) ij j xzjz zΦ φ τ τ′= = −      (10) 

得到 

iIm[ ( )e ]nzj j z ατ Φ= −        (11) 

将式(7)代入式(11)得积分方程 
ie a
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考虑倾斜裂纹分别在裂纹上下表面上的应力

nzτ +
和 nzτ −

。当 z 在裂纹 OA 表面时， ( )j zΦ

主值的意义下存在。根据

中的广

义积分在 Cauchy 型积分

 图 2 斜面上的应力

x
× yzτ

xzτ
•nzτ ds dx
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Plemelj 公式，不管在裂纹的上表面还是在裂纹的下

表面，都会有 
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若裂纹表面上的荷载为 ，则可得 

             (14) 

式中下标 j 表示裂纹所在区域，裂纹全部位于上

(12)代入式(14) ,可得奇异积分方程 

( )j kT s

, ( )nz j j kT sτ =

层材料内时 j=1，裂纹全部位于下层材料内时  
j=2。 
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开型积

分公

奇异积分方程时要注意，裂纹的主要部

本身的影响会产生奇异性，要利用 Plemelj
公式，其余部分均可直接计算得到。 

数值计算时，奇异积分的计算采用半

式[3]
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这里： 为积分点；

 

由应力强度因子与位错密度的关系式得到 

M
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通过裂纹尖端的应力和位移特征展开式，得到

裂纹尖端的应力强度因子为 

3 2π lim (K a s b s= − − ) 2π ( )
s a

a B a
→

= −  

                                    20) 

4  验证与算例 

算例 1  无限大弹性平面中二相材料的界面上含有

(

一位于x轴，关于y轴对称的直线刚性线，长度为 2b。
另有一个直线裂纹，长度为a，与x正向所成的角度

设为α ，裂纹起点 0 cos i sinz a aα α= + 。无穷远

处作用 0,τ ∞
xz =  τ ∞

yz p= (图 3)。SIF的量纲

      

一化形式

[4]为 

3 πK f p= a            (21) 

式(21)与式(20) M＝21联立求解。取 个配置点，计

算得到的 f 如图 4~图 5 所示。 

 

 

 

果显示，裂纹与刚性线长度比值

 
 
 
 
 
 
 

 
 
结 a b 及两相

材料 比剪切弹性模量比值G 对 3K 的影响都 较大。

a b 越小， 3K 越大，说 刚 线的长度越大，对

强度因 响越大。裂纹与刚性线间角度对

3K 的影响比较小，从图中可以看出夹角越大， 3K
。 

明 性

应力

越大

图 3  二相材料界面刚性线与基体裂纹干涉

子影
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图 4  f 的变化 

 
图 5  α=10°时，f 随 G 的变化 

算例 2  无限均匀弹性平面含有一位于x轴，关于y
轴对称的直线刚性线，长度为 2b。另有一个直线裂

纹，长度为a，与x正向所成的角度设为α ，裂纹起

点 0 cos i sinz a aα α= + 。 无 穷 远 处 作 用

,xz yzpτ τ∞ ∞ p= = ，剪切弹性模量为 μ 。SIF量纲一

形式与式（21）相同[5]。取M＝21 个配置点， f 值

如图 6 ~图 7 所示。 

      

图 6  算例 2 中 f 随α 的变化 

 
图 7 算例 2 中 f 随 a/b 的变化 

结果显示:同种介质中裂纹与刚性线长度比值

对 的影响较大，刚性线的长度越大，基体裂纹

应力强度越大；裂纹与刚性线所成角度对 的影

响相对小，夹角越大， 越大。 

3K

3K

3K

4 结 论 

本文运用连续位错模型法获得基体裂纹与界

面刚性线干涉解答的奇异积分方程。再由数值解

法，研究了两种材料界面含直线刚性线与任意位置

处的任一直线裂纹干涉的反平面问题以及同种材

料内裂纹与刚性线干涉的特殊情况。结果显示，界

面刚性线对界面与裂纹的干涉作用具有强烈的扰

动效应。界面刚性线越长，基体裂纹应力强度越大，

两相材料剪切弹性模量比值趋于 1 时，应力强度因
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子值趋向最小值。基体裂纹与刚性线所成角度对

的影响较小，且夹角越大， 越大。同种介质

中这种影响趋势相同。 
3K 3K
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