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第二章 点 集

本章基本内容：先介绍 R
n
中的距离、极限、邻域、区间及其体积等基

本概念，然后定义了内点、聚点、外点、边界点、开集、闭集等特殊的点和

集。介绍了聚点原理、有限覆盖定理、距离可达定理、隔离性定理。最后讨

论了开集与闭集的构造及其性质，并规定了开集的体积。

§２.１ R
n
空间

教学目的 使学生了解R n
点集的直径，区间概念，掌握区间体积的计

算方法。

本节重点 距离空间、距离概念，R n
的几种常见距离规定方法，R n

点

集的直径、区间的定义及其计算方法。

本节难点 高维空间的区间及其体积计算公式。突破办法是奖投 1，2，

3 维的几何直观意义。低维公式与高维公式中取 1, 2,3n  时的统一性。

数学分析中的极限概念是以距离为基础的，由此可见，距离是一相当重

要的概念，在高等代数中已对 R
n
规定过距离，且有以下三种：

设 x＝(ξ1,ξ 2 ,...,ξ n )，y＝(η1,η 2 ,...,η n )∈R
n

d1(x,y)＝[


n

i 1

(ξ i -η i )
2
] 2

1

d 2 (x,y)＝
ni1

max |ξ i -η i |

d 3 (x,y)＝ 


n

i 1

|ξ i -η i |

距离的定义方法可以是多种多样的，甚至对抽象的集合也可以规定距

离，但必须满足常识性的两点基本要求：距离不能为负，两边之和不小于第

三边。用公理化形式表述如下：
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定义２.１.１ 设 X是一非空集合，且存在 d：X×X→[0,∞)满足

1) d(x,y)≥0，且 d(x,y)＝0 <＝> x=y (正定性)

2) d(x,y)≤d(x,z)＋d(y,z) (三角不等式)

则称(X,d)为度量空间或距离空间，X中的元素称为点，d(x,y)为点 x,y 之间

的距离。

注２.１.１ “往返距离相等”的基本要求，也隐含在上述定义之中了。

事实上，d(x,y)≤d(x,x)＋d(y,x)＝d(y,x)，同理 d(y,x)≤d(x,y),故

d(x,y)＝d(y,x)

上述 R
n
按所规定的三种距离都分别成为距离空间（高代已验证过满足

1），2））。

例２.１.１
2 ＝ (ξ1,ξ 2 ,...,ξ i ,...)| 



1i

2
i ＜+ 

按 d(x,y)＝[


1i

(ξ i -η i ) ]
2
] 2

1

成为距离空间．其中

x＝(ξ1,ξ 2 ,...,ξ n ,...)，y＝(η1,η 2 ,...,η n ,...)∈
2

满足 1)显然，对 2)只须验证对任意的 x＝(ξ1,ξ 2 ,...,ξ n ,...)，

y＝(η1,η 2 ,...,η n ,...)，z＝(ζ1,ζ 2 ,...,ζ n ,...)有

[


1i

(ξ i -η i )
2
] 2

1

≤ [


1i

(ξ i -η i )
2
] 2

1

＋ [


1i

(ξ i -η i )
2
] 2

1

事实上，由 R
n
中的三角不等式:

[


n

i 1

(ξ i -η i )
2
] 2

1

≤ [


n

i 1

(ξ i -η i )
2
] 2

1

＋ [


n

i 1

(ξ i -η i )
2
] 2

1

令 n→＋∞即得所证不等式。
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例２.１.２ C[a,b]按 d(x,y)＝
bta 

max |x(t)-y(t)|成为距离空间。容易

验证它满足距离条件 1)、2)。

有了距离概念就可以仿照数学分析定义数列极限那样定义点列极限了。

定义２.１.２ 设 P m ∈R
n

(m＝1,2,3,...)，如果
m

lim d(P m ,P 0 )＝0，

则称点列{P m }收敛于 P 0，记为
m

lim P m ＝P 0,
或 P m →P 0 (m→＋∞)。

显然
m

lim P m ＝P 0 对ε＞0， N，当 m＞N 时 d(P m ,P 0)＜ε.

在距离空间(R
n
,d 1)中 P m →P 0 (m→＋∞)<＝>x

)(m
k →x

)0(
k (m→＋∞),

k=1,2,...,n，其中 P m ＝(x
)(

1
m
,x

)(
2
m
,...,x

)(m
n )，P 0＝(x

)0(
1 ,x

)0(
2 ,...,x

)0(
n ).

同样可以利用邻域来描述极限，为此，先引入邻域概念。.

定义２.１.３ 称集合{P|d(P,P 0)＜δ}为 P 0的δ邻域，并记为

U(P 0,δ)。P 0称为邻域的中心，δ称为邻域的半径。在不需要特别指出是什

么样的半径时，也简称为 P 0的邻域，并记为 U(P 0)。

在 R
n

(n＝1,2,3)中，距离按 d1定义时，所谓以 P 0为中心，δ为半径

的邻域分别是 P 0为中点、 2δ为长度的开区间；P 0为圆心、δ为半径的开

圆；P 0为球心，δ为半径的开球。但距离按 d 2 定义时，所谓以 P 0为中心，

δ为半径的邻域分别是 P 0为中点、 2δ为长度的开区间，P 0为正方形中心、

2δ为边长的开正方形，P 0为正方体中心，2δ为边长的开正方体。

不难看出：点列{P m }收敛于 P 0的充分必要条件是对任意ε＞0，存在 N，

当 m＞N 时有：P m ∈U(P 0)。

容易验证邻域具有下面的基本性质：

1) p∈U(P)；
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2) 对于 U(P1)和 U(P 2 )， 如果存在 P∈U1(P)∩U 2 (P)

则存在 U 3 (P)  U 1(P)∩U 2 (P)；

3) 对于 Q∈U(P)，存在 U(Q) U(P)；

4) 对于 Q≠P，存在 U(Q)和 U(P)满足 U(Q)∩U(P)＝ф

定义２.１.４ 两个非空的点集 A、B 间的距离定义为

d(A,B)＝
BqAp  ,

inf d(P,Q)

如果 A、B 中至少有一个是空集，则规定 d(A,B)＝0；若 B＝{x}，则记 d(A,B)

＝d(A,x)。

显然，若 A∩B≠ф，则 d(A,B)＝0。

定义２.１.５ 一个非空的点集 E 的直径定义为：

δ(E)＝
Eqp ,

sup d(P,Q)

当 E＝ф时，规定δ(ф)＝0。显然，δ(E)＝0<＝>E 至多只有一个元素。

若δ(E)＜＋∞，则称 E 为有界集。

定义２.１.６ 称｛(x 1 ,x 2 ,...,x n )｜x i ∈A i ,i=1,2,...,n｝为集合

A i 的直积，记为 A1×A 2 ×...×A n 或


n

i 1

A i 。

定义２.１.６ 若 I＝


n

i 1

I i ，其中 I i ＝<a i ,b i >为直线上的区间，

则称 I 为 n 维欧氏空间 R
n
中的区间；如果所有 I i 都是开(闭、左开右闭、

左闭右开)区间，则称 I是开(闭、左开右闭、左闭右开)区间。如果所有的

I i 都是直线上的有界区间，则称 I是 R
n
中的有界区间；如果至少有一个 I i 是

直线上的无界区间，则称 I 是 R
n
中的无界区间。

注２.１.２ R
2
中的有界区间即矩形，R

3
中的区间即长方体，因此 R

n

中的区间有时也称为“长方体”。

显然：E 为有界集的充要条件是存在有界区间 I E，或

E 为有界集的充要条件是存在有界邻域 E 0  U(x 0,δ)。
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定义２.１.７ I＝


n

i 1

I i ，其中 I i ＝<a i ,b i >，称

|I|＝


n

i 1

(b i －a i )为区间 I 的“体积”，即|I|＝


n

i 1

|I i |。当然，这里须

约定 0×∞＝∞×0＝0，当 a≠0 时，a×∞＝∞×a＝∞。

注２.１.３ R
1
中的区间体积即区间的长度，R

2
中的区间体积即矩形面

积＝长×宽，R
3
中的区间体积即长方体体积＝长×宽×高，因此规定 R

n
中

的区间体积＝n个边长的乘积，既是合理的又是自然的。

§２.２ 几类特殊点和集

教学目的 本节通过对欧氏空间中若干特殊点（内点、外点、边界点、

聚点，接触点）与特殊集合（开集、闭集、G F 型集, 型集，Borel集）的

概念的讨论，为本门课程后面学习可测集的分解，学习《泛函分析》、《拓

扑学》相关概念打下基础。

本节重点 开集、闭集的定义，性质，开集与闭集之间的对偶关系。

本节难点 任何集合的导集是闭集，任何集合的开核是开集。通过多种

例子表明内核中的每一点都是内核之内核的点，让学生先直观接受再慢慢消

化。

本节抓住直线上的开区间、闭区间及其点的基本性质，予以一般化。

对 E R
n
，我们可以通过看是否有 x的完整邻域含于 E中将 R

n
中点

x 分为三类：















CExUxUc

CExUExUxUb

ExUxUa

),(),().(

),(,),(),().(

),(),().(







满足

满足

满足

定义２.２.１ 我们称(a)类点为 E的内点，记其全体为 E
0
；

(b)类点为 E 的边界点，记其全体为 E；(c)类点为 E的外点。

显然外点全体为(CE)
0
，R

n
＝E

0
∪ E∪(CE)

0
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（图２.２.１）

如图２.２.１所示：M1是 E 的内点，M 2 、M 3、M 4 、M 5 是 E 的边界点，

M 6是 E的外点。

注２.２.１：E 的边界点既有可能属于 E(如 M 2 、M 3、M 5 )，又有可能

不属于 E(如 M 4 )。

注２.２.２：E 的边界与 CE 的边界相同，即 E＝ (CE)

注２.２.３：不要受“[a,b]的边界只有 a,b 两点 ”这个具体结论的

直观约束，而得出错误的结论：“E 的边界 E 相对集合 E 而言只是很少一部

分”。事实上，直线上的有理数全体的边界是整个实数集。

对 E  R
n
，我们也可以通过看 x的邻域含 E 中点的多少将 R

n
中点 x

分为三类：















)(),(),().(

}{),(),().(

}{),(0,).(

显然此类点即外点满足

满足

对

ExUxUg

xExUxUf

xExUe







定义２.２.２ 我们称（e）类点为 E 的聚点(或极限点)，记其全体为

E'，并称为 E 的导集；（f）类点为 E的孤立点，显然其全体为 E-E'。

即 R
n
＝E'∪(E- E')∪(CE)

0

在图２.２.１中，M1 、M 2 、M 3、M 4 是 E 的极限点，M 5 是 E的孤立点。

按第一种分类法的内点，是第二种分类法的聚点，按第一种分类法的边

界点，既有可能是按第二种分类法的聚点（如 M 2 、M 3、M 4 ），又有可能是按
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第二种分类法的孤立点如 M 5 。同样按第二种分类法的孤立点，是第一种分类

法的边界点，按第二种分类法的聚点，既有可能是按第一种分类法的内点（如

M 1），又有可能是边界点（如 M 2 、M 3、M 4 ）。对外点而言，两类分类方法所

指的概念是完全一致的。

“极限点”中的“极限”二字体现在何处，“聚点”中的“聚”字体现

在哪里呢？下述两个定理将对此作出解释。

定理２.２.９： x∈E'<＝>ョ互异点列 x n ∈E，x n ≠x，且 x n →x(n

→＋∞)

证明 “＝>”因为 x∈E'，所以对δ n ＝min{
n

1
,d(x,x 1n )}，存在 x n

∈U(x,δ n ）∩E－{x}，显然 x n ∈E 互异，x n ≠x，且 x n →x(n→＋∞)。

“<＝”若ョ x∈E，且 x n ≠x，但 x n →x(n→＋∞)，则对任意δ>0，存

在 N，当 n＞N时，x n ∈U(x,δ)∩E－{x}，故 x∈E'。

证毕

即之所以称 x为 E的“极限点”的原因是：x可以表成 E中一串异于 x

的点列 x n 的极限。

定理２.２.１０： x∈E'<＝> δ＞0，U(x,δ)∩E 为无限集。

证明 “<＝”显然。

“＝>”因为 x∈E'，所以ョ x n ∈E，且 x n ≠x，但 x n →x(n→＋∞)，则

对任意δ＞0，存在 N，当 n＞N 时，x n ∈U(x,δ)∩E－{x}，故 U(x,δ)∩E

为无限集。

证毕

即之所以称 x 为 E 的“聚点”的原因是：在 x 的任意一个小邻域内都

“聚集”着 E 的无限多个点。

定义２.２.３ 若对 δ＞0，U(x,δ)∩E≠ф，则称 x为 E的接触点。

接触点全体记为
_

E ，并称
_

E 为 E 的闭包。

显然，
_

E ＝E
0
∪ E＝E'∪｛x｜x 为 E 的孤立点｝＝E'∪ E
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＝E'∪E＝E∪ E＝c(cE)
0

在数学分析中要看一个区间 I 是开或闭，只须看它是否将作为边界的两

个端点包含在内，对于 R
n
中一般的集合 G 是开或闭，也可以只看是否包含

边界集，于是我们给出如下定义。

定义２.２.４ 若 E∩E＝φ，则称 E 为开集；若 E E，则称 E 为闭

集。

开集与闭集这两个概念既不矛盾，又不互补。

例２.２.１：直线上的开区间，平面上的开圆盘皆为开集，直线上的闭

区间，平面上的闭圆盘皆为闭集。(a,b]既不是开集，又不是闭集。全直线

既是开集又是闭集。

定理２.２.１ 1) E 为开集<＝>E E
0

2) E 为闭集<＝>E' E

证明 1)“＝>”因为 E 开，所以 E∩E＝φ，故 E E
0

“<＝”因为 E E
0
，所以 E∩E＝φ，故 E 为开集。

2)“＝>”因为 E 为闭集，所以 E E，而 E'  E∪E E，从而 E' E ;

“<＝”若 E' E，则 E  E'∪｛x｜x 为 E 的孤立点｝ E，故 E是闭

集。

定理２.２.２ 对 E R
n
，E

0
为开集。

证明 对 x∈E
0
，ョδ＞0，U(x,δ) E，对 y∈U(x,δ)，ョδ1＝

δ－d(x,y)＞0，对 z∈U(y,δ1)，d(x,z)≤d(x,y)＋d(y,z)＜δ，即 Z ∈

U(y,δ1) U(x,δ) E，即 y∈E
0
，从而 U(x,δ)  E

0
，即 E

0  (E
0
)

0
，

故 E
0
是开集。

定理２.２.３：(开集与闭集的对偶性) 1)若 E为开集，则 CE为闭集；

2)若 E 为闭集，则 CE 为开集。

证明 1) 因为 E 是开集，所以 E∩E＝ф，则 E＝ CE  CE，故 CE

是闭集。

2) 因为 E 是闭集，所以 E  E，而 E＝ CE，CE∩ CE＝ф，故 CE

是开集。
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证毕

定理２.２.４ 1)R
n
、φ是开集

2)任意有限个开集之交是开集

3)任意多个开集之并是开集

证明：1)、3)显然

2)设 E i 为开集(i=1,2,3,...,n)，对任意 x∈
n

i 1

E i ，则 x 为每

一个 E i 的内点，即存在δ i 满足 U(x,δ i ) E i ，令δ＝
ni1

min δ i ，则

U(x,δ)
n

i 1

E i ，
即 x 为

n

i 1

E i 的内点，故
n

i 1

E i 为开集。若
n

i 1

E i ＝ф，

则
n

i 1

E i 也是开集。

证毕

注２.２.４：不仅 R
n
中开集具有以上三性质，一般距离空间也有此性

质，在拓扑空间中以上三性质则是描述开集概念的三公理。

定理２.２.５： 1) R
n
、φ是闭集

2) 任意有限个闭集之并是闭集

3) 任意多个闭集之交是闭集

证明： 1) 显然

2)要证
n

i 1

E i 是闭集，只须证 C
n

i 1

E i 是开集，而 c
n

i 1

E i ＝
n

i 1

cE i

因为 E i 是闭集，所以由定理２.２.３知 cE i 是开集，
n

i 1

cE i 是开集，故


n

i 1

E i 是闭集。

3)同理可证。

证毕。
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因为 E
0
、(CE)

0
开，所以 E＝C[E

0
∪(CE)

0
]闭集。

定理２.２.６： 对任意集合 E，
_

E 是闭集。

证明：由
_

E ＝C[(CE)
0
]即得。

证毕

定理２.２.７：E为闭集<＝>E＝
_

E

证明 “<＝”由定理２.２.６即得。

“＝>”因为 E是闭集，所以 E E，即 E＝ E∪E＝
_

E .

证毕

定义２.２.５ 若 E E'，则称 E 为自密集；若 E'＝E 则称 E为完备集。

显然，自密集即是没有孤立点的集合，完备集即是没有孤立点的闭集。

定理２.２.８ 对 E R
n
，E'为闭集。

证明 只须证 G＝C(E')是开集。事实上：对 x∈C(E')＝G，即 xE',

则ョδ＞0满足 U(x,δ)∩E'－{x}＝ф，对 y∈U(x,δ)(y≠x)，ョ

δ 1＝min{δ-d(x,y)，d(x,y)}＞0，U(y,δ 1) U(x,δ)满足 U(y,δ)∩E'

－{y}＝ф，即 yE'，所以 y∈CE'＝G，即 U(x,δ)  G，故 G 是开集，从

而 E'为闭集。

证毕

§２.３ 有限覆盖定理与隔离性定理

教学目的 本节将《数学分析》在一维空间中已经证明的有限覆盖定理

和聚点原理推广到高维情形,一是为证区间外测度刚好为区间体积时作准备，

二是为学习《泛函分析》中的全有界，自列紧和《拓扑学》中紧集性质讨论

作铺垫。

本节重点 有限覆盖定理的内容、表述、应用于隔离性定理、闭集间的

距离可达定理证明。

本节难点 引理２.３.１ (Lindloff可列覆盖定理)的证明。

是否每一个集合都有极限点呢？不一定，但适当增加条件后可以的！
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定理２.３.１ (Weierstrass 聚点原理) 设 E为 R
n
中有界无限集，则

E'≠ф。

证明 取互异点列 M k ＝(x
k
1 ，x

k
2 ,...,x

k
n )∈E，由于 E 有界，所以｛M k ｜

k=1,2,...｝有界，从而｛x
k
1 ｜k=1,2,...,...｝是有界集， 由数学分析中

已证明的直线上的聚点原理知：ョ x
0
1 及 x

k
1 的子列 x 1

1
ik
→x

0
1 。这时 M

1i
k 满足

第一个坐标收敛，对于第二个坐标 x 1

2
ik
可能不收敛，但有界，由直线上的聚

点原理知：ョ x
0
2 及 x 1

2
ik
的子列 x 21

2
iik
→x

0
2 ，则 M

.21ik
满足第一、第二坐标收

敛。此过程继续作下去，第 n 次找到的子列 M
niik ...21
便满足所有坐标都收敛，

即 M
niik ...21
→M 0。其中 M 0＝(x

0
1 ,x

0
2 ,...,x

0
n )，即 M 0为 E中的聚点。

证毕

推论２.３.１ 有界点列必有收敛子列。

作为聚点原理的应用，可以证明著名的 Borel 有限覆盖定理和距离可达

定理。

定理２.３.２ (Borel 有限覆盖定理) 设开集族{U |α∈I}是一有界

闭集 F 的覆盖，即 F  
I

U  则在此开集族中存在有限个开集

{U
i
|i=1,2,...,n}同样覆盖 F，即 F  

n

i 1

U
i

我们退而求其次，暂不证存在有限覆盖，先证存在可数覆盖。

引理２.３.１ (Lindloff 可列覆盖定理)：设开集族{U ｜α∈I}(这

里 I 至少为可数集)是 R
n
中一有界闭集 F 的覆盖，即 F 

I

U ，则存在其

中的可数个开集同样覆盖 F，即 F 


1i

U
i

证明 对任意 x∈F，存在 U x
满足 x∈U x

，而对 U x
存在有理坐标
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点 p x ， 及有理半径 r x 满足 x∈U(p x ，r x )  U x
，事实上，  >0，

U（x， ） U x
,取有理坐标点 p x ∈U（x，

3


）， r x <

3

2
即可。

由定理１.２.６知：{U(p x ，r x )|p x ，r x ∈Q,x∈F}全体为至多可数集。

从而可以简记为 U i ，由 U(p x ，r x ) 的选取方法可知：存在相应的 U
i
满足

U i  U
i
,于是 F 



1i

U i 


1i

U
i
.

证毕

定理２.３.２的证明： 即在已知

F 


1i

U i

的条件下证存在 n 满足

F
n

i 1

U i

若不然，则对任意 n，存在 x n 满足 x n ∈F-
n

i 1

U i ，由聚点原理知存在 x 0及

x
in 满足 x

in →x 0 (n i →∞)，又因为 F 是闭集所以 x 0∈F，从而存在 U
0i
满足

x 0∈U
0i
， 于是存在 M，当 n i ＞M 时有 x

in ∈U
0i
；另一方面，由 x

in 的选取

法可知，对任意 n i ＞i 0，x
in U

0i ,
矛盾。

证毕

定理２.３.３ (闭集间的距离可达定理)设 A、B为互不相交的非空闭

集，且至少有一个有界，则存在 x 0∈A，y 0∈B 使得 d(x 0,y 0)＝d(A,B)＞0。

证明 由集合距离的定义知：存在 x n ∈A，y n ∈B使得

d(A,B)＜d(x n ,y n )＜d(A,B)＋
n

1
，不妨假定A有界由聚点原理知存在x 0及
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x
in 满足 x

in →x 0∈A，因为

d(x 0,y in )＜d(x 0,x in )＋d(x
in ,y

in )＜d(x 0,x in )＋d(A,B)＋
in

1
，

所以这时{y
in }有界，又由聚点原理知存在 y 0及 y

ijn 满足 y
ijn →y 0， 于是存

在 x 0∈A，y 0∈B使得 d(x 0,y 0) d(A,B)，故 d(x 0,y 0)＝d(A,B)。

证毕

推论２.３.２ 设 A为非空闭集，则对 x∈R
n
，ョ x 0∈A 满足 d(x,A)

＝d(x,x 0).

证明 若 x∈A，取 x 0＝x∈A 即可。若 x∈A，令 B=｛x｝有界闭，由定

理２ .３.３即得。

证毕

定义２.３.１ 设 A、B R
n
，若存在开集 U1，U 2 满足 U1∩U 2 ＝ф，

且 A U 1，B U 2 ，则称 A、B 是可隔离的。

定理２.３.４ (隔离性定理) A、B是可隔离的<＝>
__

A∩B＝ф, A∩B

＝ф.

证明 “＝>”反证：若不然，不妨假定ョ x 0∈
__

A∩B，由于 A、B 是可

隔离的，所以存在开集 U1，U 2 满足 U1∩U 2 ＝ф，且 A U 1，B U 2 ，由

x 0∈B得 x 0∈U 2 ，而 x 0∈
__

A，则存在点列 x n ∈A U 1满足 x n →x 0，因为

x 0∈U 2 且 U 2 开，所以ョ N 当 n＞N时 x n ∈U 2 ，这与 U1∩U 2 ＝ф相矛盾，

故
__

A∩B＝ф,同理 A∩B ＝ф。

“<＝”因为 A∩B ＝ф， A∩B＝ф，所以由推论２.３.２知：对 x
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∈A 有 r x ＝d(x, B )＞0， y∈B 有 r y ＝d(
__

A ,y)＞0，于是令，

U 1＝
Ax

U(x,
2
xr
)，U 2 ＝

By

U(y,
2

yr
)，则 U1、U 2 是开集，且 A U 1，

B U 2 剩下的只须证：U1∩U 2 ＝ф。

若不然，ョ z∈U1∩U 2 ，则ョ x 0∈A，y 0∈B d(z,x 0)＜
2

0xr
，

d(z,y 0)＜
2

0yr
，不妨设 r x 。

＝max｛r x 。,
r y 。

｝，

则 r x 。
＝d(x 0,

_

B )≤d(x 0,y 0)≤d(x 0,z)＋d(z,y 0)＜r x 。
，矛盾。

证毕

推论２.３.３ 若 A、B 均为闭集，且 A∩B＝φ，则ョ开集 U1，U 2 满

足 U1∩U 2 ＝φ，且 A U 1，B U 2 。

推论２.３.４ 若 d(A,B)＞0，则ョ开集 U1，U 2 满足

U 1∩U 2 ＝φ，且 A U1，B U 2 。

§２.４ 开集的构造及其体积

教学目的 让学生理解直线上开集虽然不一定是开集，但无非只是至多

可数个互不相交的开区间之并而已，由开集构造。尽管高维空间要复杂一些，

也无非只是将“开”改为“左开由闭”而已，但表达方式不再唯一。理解几

个直线上常见的特殊开集、闭集，熟悉构造方法，掌握基本性质，并能运用

它作为反例。规定开集的“体积”且证明与表示法无关。

本节重点：直线上开集、闭集、完备集的构造。

本节难点：高维空间中开集的“体积”与表达方式无关。

开区间是开集，开集不一定是开区间，但开集与开区间有着密切联系。

定义２.４.１ 设 G为直线上的开集，如果(a,b)  G，且 a,bG，则

称(a, b)为 G 的构成区间。这里 a，b 可以为±∞。
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定理２.４.１ 设 G 为直线上的非空开集，则 G 可表为至多可数个互

不相交的构成区间的并。反过来，若非空开集 G已表为至多可数个互不相交

的开区间的并， 则这些区间为 G的构成区间。

证明 1
0

G 的任意两个构成区间要么互不相交，要么完全重合。事实

上，若(a1,b1)与(a 2 ,b 2 )为 G的两个不同的构成区间，不妨设 a1＜a 2 ，则

必然有 b1≤a 2 ，否则，a1＜a 2 ＜b 1，即 a 2 ∈(a1,b1) G，另一方面，(a 2 ,b 2 )

是构成区间，则 a 2 G,矛盾。

2
0
对任意 x∈G，由开集的定义知：存在(α,β)满足 x∈(α,β)  G，

并将α尽可能往左移，移到第一次出现α x G 为止，将β尽可能往右移，移

到第一次出现β x G 为止，即令

α x ＝inf{α｜x∈(α,β)  G}，β x ＝sup{β｜x∈(α,β)  G}

便得到构成区间(α x , β x )。

事实上，对任意 y 满足α x ＜y＜x，存在α满足α x ≤α＜y＜x＜β，

且(α,β)  G，故 y∈G，同理对任意满足 x＜y＜β x 有 y∈G，即

(α x ,β x ) G。还可证α x ，β x G，若不然，不妨假定α x ∈G，则存在

δ＞0，(α x -δ，α x +δ)  G，于是(α x -δ，β)  G，这与α x 的定义

相矛盾，故α x G，同理β x G。

3
0

G＝ 
Gx

(α x ,β x ) 由 1
0
知构成区间至多可数，从而

G＝ 
Ii

(α i ,β i )（I 至多可数）

4
0

若已知 G＝ 
Ii

(α i ,β i )（I 至多可数），且其中(α i ,β i )互不
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相交，则α i ,β i G（ i 1，2,…）, 若不然，则存在α
0i
∈G，那么必存

(α
1i
,β

1i
)满足α

0i
∈(α

1i
,β

1i
)， 这与已知它们互不相交矛盾，故

(α i ,β i )为`G 的构成区间。

证毕

定理２.４.２ 直线上闭集或是全直线或是从直线上挖去至多可数个互

不相交的开区间后剩下的集。

我们将所挖去的开区间称为该闭集的余区间。

由于直线上闭集的孤立点，就是二余区间的公共端点。于是有：

定理２.４.３ 直线上的完备集或是全直线或是从直线上挖去至多可

数个互不相交的、且无公共端点的开区间后剩下的集。

例２.４.１ 设 Cantor G 0，P 0集是按下述方法作出的集合。

第一步：将[0,1]三等分，挖去中间一个开区间，剩下两个闭区间；

第二步：将第一步所剩两个区间各自三等分，并分别挖去各自的中间一

个开区间，剩下 4 个闭区间；

... ... ... ...

第 n 步： 将第 n－1步所剩 2
1n
区间各自三等分，并分别挖去各自的中

间一个开区间，剩下 2
n
个闭区间；

... ... ...

各步挖区的所有区间之并记为 G 0，最后剩下的集合记为 P 0.

显然，G 0是开集，P 0是闭集。一方面，由于 G 0中各区间相互无共同端

点，且与(-∞,0)，(1,+∞)也无共同端点，即 P 0无任何孤立点，故 P 0是完

备集。由于第 n 次所剩区间长度为
n3

1
→0，故 P 0不可能含有任何内点。
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关于 P 0不含有内点，在直觉上容易接受。但 P 0无孤立点，却难于被初

学者理解.不少人的直觉是：“随着挖的次数增多，剩下的集合越来越零散，

最后将只剩一些孤零零的区间端点”。为此，我们从集合势的角度展示：P 0集

是 C 势集， 远远不止仅有 G 0中可数个构成区间的端点。

定理２.４.４ P 0是 C 势集。

证明 (1)P 0 集是三进制[0,1]中那些可以不用数字 1 表示的数全体

( 事实上，第一次挖去的区间正是第一位小数必须出现数字 1的小数全体，

第二次挖去的区间正是第二位小数必须出现数字 1的小数全体，第 n次挖去

的区间正是第 n 位小数必须出现数字 1 的小数全体，这里 0.1 因在三进制中

可通过表成数字 2 的无限循环小数 0.2222.....即可回避用数字 1，而被保

留下来，其他数同理)。也就是说：P 0集中的数用三进制表示时具有如下形

式：x＝0.a1a 2 ...a n ...其中 a n 要么为 0，要么为 2。

(2) 令 f:x＝0.a1a 2 ...a n ...→y＝0.b1b 2 ...b n ...

其中b n ＝













2a1

0a0

n

n

，则f是三进制表示的P 0集与二进制表示的[0,1]

之间的一一对应，即 P 0集势为 C。

证毕

对于二维及其多维空间的情形，有下述一般性的结论：

定理２.４.５ 设非空开集 G R
n
，则 G可以表成可数个互不相交的左

开右闭的半开半闭区间之并。

证明: 为了叙述方便，以 n＝2 的情形为例予以说明。设 G 为 R
2
中的

开集，作 2族平行线

x＝ ＋(
k2


),y＝m ＋(

k2


)，k=1,2,...；μ, ＝1,3...,2k-1)，令
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I km ,,,,  ＝ (x,y)｜  +
k2

1
＜x≤  +

k2


,m +

k2

1
＜y≤m +

k2

 

由于 G 是开集，对任意 x∈G，ョ I
xxxxx vkmn ,,, ， (以下简记为 I x )满足

x∈I x  G，则
Gx

I x ＝G，其中 I x ，I x '要么互不相交，要么一个包含另

一个，对于一个包含另一个的情形，去掉范围小者留下范围大者，即得可数

个互不相交的左开右闭的区间。故




1i

I
ix ＝Ｇ

证毕

注２.４.１ 分解成左开右闭的区间时一定是可数个不可能是有限个，

且分解不唯一。

定义２.４.２ 若开集G＝


1i

I i ，其中I i 为互不相交的左开右闭区间,

则称|G|＝


1i

|I i |为 G 的“体积”。
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值得注意的是：要定义合理，必须要|G|有确定意义。必须证明“尽管 G

的分解不唯一，但分解后的区间长度之和是一常数”，即须在证明下述引理

和定理后方能承认其定义。

引理２.４.１ 设 I 是 R
n
中的有界区间，I＝



1i

I i ，其中 I i 为互不

相交的左开右闭区间，则|I|＝


1i

|I i |

证明 1) 对任意 n，ョ m及有限个互不相交的区间 H j 满足

I－(
n

i 1

I i )＝(
m

j 1

H j ),于是|I|－


n

i 1

|I i |＝


m

j 1

｜H j ｜ 0 ，

故


1i

|I i |≤|I|。

2) 对任意ε＞0，添加有限个包含 I 的边界的左开右闭区间 K i

(i=1,2,...m)满足


m

j 1

|K i |＜
2


，同时将每一个区间 I i 适当扩宽范围为包

含 I i 闭包
_

I i 的开区间 J i ，且|J i |≤|I i |＋ 12 i


，最后将 K i 和Ｊ i 拉通统一

编号为 W j ，则
_

I 


1j

W j 而
_

I 有界闭，则由有限覆盖定理知：

ョ n 满足
_

I 
m

j 1

W j ，则

|I|≤


m

j 1

|W j |≤


1j

|W j |≤


1i

|I i |+ ,

由ε的任意性知|I|≤


1i

|I i |

综合 1)、2)即得所证结论。

证毕
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定理２.４.６ 若开集 G＝


1i

I i ＝


1j

H j ,其中{I i }、{H j }各自为互

不相交的左开右闭区间族，则


1i

|I i |=


1j

|H j |

证明 因为对任意的 i，j，I i ∩H j 要么为ф，要么为互不相交的左开又

闭的区间，且 I i ＝


1i

[I i ∩H j ]，于是




1i

|I i |＝


1i




1j

|I i ∩H j |＝


1j



1i

|I i ∩H j |＝


1j

|H j |

证毕

例２.４.２ 求 Cantor G 0集的长度为|G 0|。

解 G 0集的构成区间为( 3
1 , 3

2 )，( 9
1 , 9

2 )，( 9
7 , 9

8 )，…，…所以

|G 0|＝1×( 3
1 )＋2×( 3

1 )
2
＋...＋2

1n
×( 3

1 )
n
＋... ＝1。

第二章 习 题

1. 证明：1） P 0∈E'<＝>对任意 U(P,δ)，P 0∈U(P,δ)有

U(p,δ)∩E 为无限集。

2）P 0∈E
0
<＝>ョ U(P,δ)满足 P 0∈U(P,δ)且

U(P,δ) E。

2.设 R
n
＝R

1

是全体实数，E1＝｛x｜x∈[0,1]，且 x为有理数｝，求 E
'
1、E

0
1 、

_

1E ， E 1，将 E1看成 R
2
的子集（即 E1＝｛(x,0)｜x∈[0,1 ]，且 x为

有理数｝）时，求 E
'
1、E

0
1 、

_

1E 、 E 1。对 E 2 =[0，1]；分别在 R
1

，R
2
中
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各自求 E
'
2 、E

0
2 、

_

2E 、 E 2 。

3．R
n
＝R

2
是普通的 XOY 平面，E 3 ＝｛(x,y)｜x

2
＋y

2
=1｝，E 4 ＝｛(x,y)｜

x
2
＋y

2  1｝，求 E
'
3 、E

0
3 、

_

3E ，  E 3 ，
E

'
4 、E

0
4 、

_

4E ，  E 4 。

4. 设 R
n
＝R

2
是普通的 XOY 平面，

E 5＝｛(x,y)｜y＝












0x0

0x)
1

sin(
x ，求 E

'
5 、E

0
5 、

_

5E 、 E 5。

5.设 O是开集，F 是闭集。

证明：1）O－F是开集 2）F－O 是闭集。

6. 证明：1）设 G 是开集，则 f在 G上连续<＝>对任意 a， G[f>a]、

G[f<a]均为开集；

2）设 F 是闭集，则 f 在 F上连续<＝>对任意 a ，F[f a]、

F[f a]均为闭集。

7.证明每个闭集必是可数个开集之交，每个开集必是可数个闭集之并。

8.证明在[0，1]内，10 进位小数用不着数字 7的数全体是一完备集，且其势

为 c。

9.若 E≠R
n
，E≠φ，则 E≠φ。

10.E 是 R
n
中任一集合，则 E－E'至多可数。

11.举例说明即使 E中每一个点都是孤立点，也有可能 'E ＝c。
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