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第一章 集合论

本章基本内容： 先介绍集合的概念、表示方法、例子、关系、运算及其规律；

然后以集合间的一一对应为工具定义集合的势、及其势的大、小、相等关系，最后讨

论两类特殊势的集合──可数集与 c 势集的定义、性质、例子、运算封闭性； 最后

证明了无最大势的集合存在。其目的是为研究点集及其测度作必要的准备，当然，它

又是众多数学分支的共同基础。

§１.１ 集合概念与运算

教学目的 集合论是本课程的基础. 本节将引入集的概念与集的运算, 使学生掌握集

和集的运算的基本概念.。

本节重点 De Morgan 公式是以后常用的公式. 证明两个集的相等是经常要遇到论证,

应通过例子使学生掌握其基本方法.集列的极限是一种新型的极限, 学生应注意理解其概

念。

一、集合的概念

集合是数学中最基本、最原始、最简单的概念之一。它与中、小学已经学习过

的点、面、线概念一样，不能用其它已有概念来定义它。严格的定义只能采用一组

公理来刻划，这里只采用下述朴素的说法予以描述。

所谓的集合是指一定范围内研究对象的全体，其中每一个对象称为元素。我们

约定用小写字母表示元素，大写字母表示集合。元素 a 在集合 A 中时，记为 a∈A，

读作 a属于 A，或 A 包含 a，元素 a 不在集合 A 中时记为 aA，读作 a不属于 A，或

A 不包含 a。

例１.１.１ 实数全体构成一个集合，常用 R
1
记之。

n 元实数组全体组成一个集合，用 R
n
记之。

[a,b]上连续函数全体是一个集合，记为 c[a,b]

E 中满足 f(x)≥a 的所有 x 全体是一个集合，记为 E[f a]

在一定范围内包含了所有研究对象的集合，称为全集，记为 S。 为了形式上的

方便，我们引入不含任何元素的集合，称为空集，并记为ф。

集合中的元素具有以下三大性质：①明确性：即一个元素 a 要么属于 A，要么不

属于 A，不能模棱两可；②互异性：集合中的任意两个元素互不相同; ③元素与集合
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的不可含混性：AA。

集合表示方法有两种：一是列举法，二是条件刻划法。

所谓列举法就是将集合中元素排列于花括号内，记为

A＝{a,b,c,...，...，}。

例１.１.２ A＝{1,2,58,100.5} N＝{1,4,9,...,n
2
,...} 均为列举法表示的

集合。

所有有限集和部分能用通项反映其规律的特殊无限集可以用列举法表示。

所谓条件刻划法，即通过集合中元素必须且只须满足的条件 p来定义，记为

A＝{x|x 所满足的条件 p}

例１.１.３ [0,1]＝{x|0≤x≤1}，E(f≥a)＝{x|x∈E，且 f(x)≥a}

同一集合既可以用列举法表示也可以用条件刻划法表示

例１.１.４ {0,1}＝{x|x-x
2
=0}

定义１.１.１ 若两个集合 A、B所包含的元素完全相同，则称这两个集合相等，

记为 A＝B

若 A 中每一个元素都是 B的元素，则称 A是 B 的子集，或称 A 包含于 B，或称 B

包含 A，记为 A B(或 B A).

显然，包含关系具有下述性质：

定理１.１.１ 对任意集合 A、B、C，均有

(1) (反身性)A A

(2) （对称性）若 A B 且 B A，则 A＝B

(3) （传递性）若 A B 且 B C，则 A C

二、集合的运算

在中学已经学习过任意两个集合 A、B的交运算 A∩B，并运算 A∪B，现将这两种

运算推广到任意多个集合的情形：

定义１.１.２ 设有一族集合{A |α∈I}，其中α是在固定指标集 I 中变化的

指标；则由一切 A (α∈I)的所有元素所组成的集合称为这族集合的并集或和集，

记为


I

A



{x|ョα∈I满足 x∈A }

例１.１.５ A i ＝{i}，i=1，2，3，...，
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n

i 1

＝{1，2，3，...，n}， 


1i

A i ＝{1，2，3，...，n，...}.

例１.１.６ 设 A i ＝{x|i-1≤x≤i}，I 为实数全体，i∈I，则


Ii

A i ＝(-∞,+∞)

例１.１.７ A i ＝{x|-1＋
i

1
≤x≤1-

i

1
}，I为自然数全体，i∈I，则


Ii

A i ＝(-1,+1)

定义１.１.３ 设有一族集合{A |α∈I}，其中α是在固定指标集 I 中变化的

指标；则由一切同时属于每个 A (α∈I)的元素所组成的集合称为这族集合的积集

或交集，记为


I

A



{x|对α∈I有 x∈A }

例１.１.８ A i ＝{x|0≤x≤1+
i

1
}，i=1,2,3,...,则


n

i 1

A i ＝[0,1+
n

1
] 



1i

A i ＝[0，1]

例１.１.９ A i ＝{x|0≤x≤i+
2

3
}，i=1,2,3,...,则


n

i 1

A i ＝[0,
2

5
], 



1i

A i ＝[0,
2

5
]

例１.１.１０ A i ＝{x|-1-
i

1
≤x≤1+

i

1
}，i=1,2,3,...,则


n

i 1

A i ＝[-1-
n

1
,1+

n

1
] 



1i

A i ＝[-1，1]

定义１.１.４ 设 A，B 是任意二集合，则由一切属于 A而不属于 B 的元素全体组成之

集合 A减 B所得的差集，记为 A-B(或 A\B).
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特别地，当 A B 时，称 A-B 为 B 相对于 A 的余集，也可记为 C A B；特别地当 A 为全

集 S 时，称 S-B 为 B的余集，并记为 C s B 或 B
c
或 CB.

三、集合运算规律

集合的交、并、余、差运算有如下规律：

定理１.１.２ (1)交换律 A∪B＝B∪A A∩B＝A∩B

(2)结合律 A∪(B∪C)＝(A∪B)∪C A∩(B∩C)＝(A∩B)∩C

(3)分配律

a) A∩(B∪C)＝(A∩B)∪(A∩C)

一般地 A∩(
I

B )＝
I

(A∩B )

b) A∩(B－C)＝(A∩B)－(A∩C)

c) A∪(B∩C)＝(A∪B)∩(A∪C)

一般地 A∪(
I

B )＝
I

(A∪B )

(4)幂等律 A∪A＝A A∩A＝A

(5)吸收律 若 A B，则 A∪B＝B A∩B＝A

(6)余集运算律 C s S=ф， C s ф=S；

A∪C s A=S，A∩C s A=ф；

C s (C s A)=A； A\b=A∩C s B；

若 A B，则 C s A C s B.

(7)Demorgan 定律

a) C s (A∪B)=C s A∩C s B

一般地 C s (
I

A )＝
I

C s A

b) C s (A∩B)=(C s B)∪(C s B)

一般地 C s (
I

A )＝
I

C s A

证明：只证(3) a)和(7) a)，其余同理可证
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(3) a) x∈A∩(
I

B ) <＝> x∈A，且有 α 0∈I，使得 x∈B
0

<＝>存在α 0满足 x∈A∩B
0 <＝> x∈

I

(A∩B )

(7) a) x∈C s (
I

A )<＝>x
I

A <＝>对任意α∈I有 xA

<＝>对任意α∈I 有 x∈C s A <＝>x∈
I

C s A

四、集合列的上下极限及其性质

定义１.１.５ 设有一列集合 A1，A 2 ，...，A n ，...称

n
lim A n ＝



1m




mn

A n 为集列的上极限

n

lim A n ＝


1m




mn

A n 为集列的下极限

如果
n

lim A n ＝
n

lim A n ，则称集列{A n }收敛，记为
n

lim A n 。

尽管定义是人为给定的，但也讲究其合理性。对数列 a n 而言已有上下极限概念，这

里是对集列规定上下极限概念，两种极限概念在定义对象上有区别，但又应该有着必然的

内在联系，尤其是定义的思维方法有着一致性，那么联系和一致性在何处呢？

对数列 a n 而言：

n
lim a n ＝

1
inf
m mn

sup a n ，这里
mn

sup a n 是刚好不小于所有 a n (n≥m)的数，

1
inf
m mn

sup a n 是刚好不大于所有
mn

sup a n (m≥1)的数，

对集列 A n 而言：

范围刚好不小于所有A n (n≥m)的集是


mn

A n ，且范围刚好不大于所有


mn

A n (m 1)

的集是


1m




mn

A n ，故
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n
lim A n ＝



1m




mn

A n 为集合列的上极限是合理、自然的。

同理
n

lim A n ＝


1m




mn

A n 为集合列的下极限也是合理、自然的。

也就是说集合列的上、下极限概念是数列的上、下极限概念的平移。

当上、下极限相等时，称集合列｛A n ｝收敛，并称其上(下)极限为极限这也只不过是

数列极限概念的平移而已。

上、下极限集合究竟是由哪些元素组成的呢？它们之间有何关系呢？

定理１.１.２ 设有一列集合 A1，A 2 ，...，A n ，...

1)
n

lim A n ＝{x|存在无限多个 A n 满足 x∈A n }

＝{x|对任意 N>0，存在 n≥N满足 x∈A n }

2)
n

lim A n ＝{x|从某项开始所有项满足 x∈A n }

＝{x|存在 N，当 n≥N时恒有 x∈A n }

3)
n

lim A n 
n

lim A n

证明 1) x∈
n

lim A n <＝>x∈


1m




mn

A n

<＝>对任意 m 有 x∈


mn

A n

<＝>对任意 m 存在 n≥m满足 x∈A n

<＝> x∈{x|存在无限多个 A n 满足 x∈A n }

2) 同理可证。

3) 由 1)、2)直接可得。

例１.１.１１ 已知 A m2 ＝[0,1+
m2

1
]，A 12 m ＝[0,2-

12

1

m
]
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求
n

lim A n 和
n

lim A n

解
n

lim A n ＝


1m




mn

A n ＝


1m

[0,2）＝[0,2）

n

lim A n ＝


1m




mn

A n ＝


1m

[0,1]＝[0,1]

例１.１.１２ 设 f(x)，f n (x)(n=1,2,...,)是定义在区间[a,b]上的实函数，k为自

然数则

E[f n (x) f(x)]＝


1k




1N




Nn

E[|f n (x)－f(x)|≥
k

1
] (1)

＝ 


1k
n

lim E[|f n (x)－ f(x)|≥
k

1
]

E[f n (x)  
n f(x)]＝



1k




1N




Nn

E  |f n (x)－f(x)|＜
k

1  (2)

＝ 


1k n

lim E[|f n (x)－f(x)|＜
k

1
]

证明 只须证(1)

x∈E[f n (x) f(x)]<＝> x∈E，ョε 0，对 N，ョ n≥N 满足

|f n (x)－f(x)|≥ε 0

<＝> x∈E，ョ 1/k，对 N，ョ n≥N满足

|f n (x)－f(x)| ≥ε 0≥
k

1

<＝>ョ k，对 N，ョ n≥N， x∈E[|f n (x)－f(x)|≥
k

1
]

<＝>ョ k，对 N，x∈


Nn

E[|f n (x)－f(x)|≥
k

1
]

→

→
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<＝>ョ k，x∈


1N




Nn

E[|f n (x)－f(x)|≥
k

1
]

<＝>x∈


1k




1N




Nn

E[|f n (x)－f(x)|≥
k

1
]

证毕

注１.１.１ 关于(2)式的证明，既可以采用(1)式的类似方法，也可以直接在(1)式

基础上用 Demorgan 定律。

注１.１.２ (1)、(2)式都是极限语言与集合语言的相互“翻译”， 请注意体会其

证明过程。

例１.１.１３ ①若 A1  A 2  ... ...A n  ... ...(渐涨集合列)

则
n

lim A n ＝


1N




Nn

A n ＝


1N




1n

A n ＝


1n

A n 且

同理
n

lim A n ＝


1N




Nn

A n ＝


1N

A N ＝


1n

A n

故
n

lim A n ＝
n

lim A n ＝


1n

A n

②若 A1  A 2  ... ...A n  ... ... (渐缩集合列)

则

n
lim A n ＝

n

lim A n ＝


1n

A n

以上两结论对应于数列中的结果是单调递增数列的极限就是上确界，单调递减数列的

极限就是下确界。

§１.２ 集合的势、可数集与不可数集

教学目的 继续介绍集合论的基础内容, 如映射, 基数, 可数集与不可数集等.让学生

理解无限集与无限集之间存在着实质性的差别，尤其是可数与否关重要。

本节要点 一一对应的思想与方法贯穿本节的核心.基数的概念.可数集的讨论,都要用

的一一对应的方法.证明两个不同的集对等, 从而具有相同的基数,
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本节难点 ⑴证明一个集是可数集, 有时需要一定的技巧, 因而具有一定的难度, 通

过较多的例题和习题, 使学生逐步掌握其方法和技巧

⑵无最大势集合存在，通过理发师悖论对比使得理解变容易一些。

这里所谓的势，简单地说势就是集合的元素个数，个数概念是幼儿园娃娃都懂的概念，

为什么要故弄玄虚，用一个高年级大学生才第一次听说的新词呢？过去的个数只对有限集

而言，无论是有理数那么多个无限，还是无理数那么多个无限，都用同一个无限，不加任

何区别。本节要讲的势，则必须将无限予以细分，并区别对待。事实上，我们将会发现，

不同的无限会有许多惊人的差异。那么是否会补充一些记号来分别表示各种各样的无限

呢？毫无必要，即使这样作了也没有办法记住。因此，这里只给出比较元素个数多少的一

般性方法。

定义１.２.１ 设 A，B 是任意二集合，且存在一一对应 f：A→B，则称 A 与 B 势相

等，或称 A 与 B对等，记为 A～B，或A ＝B ;如果集合 A 是有限集，且元素个数为 n，则

记为A ＝n.

如果存在 B 0  B 和一一对应 f 使得 f：A→B 0，则称 A的势不超过 B 的势，记为 A ≤

B ；如果A ≤B ，但A ≠B，则称 A的势小于 B的势，记为A ＜B .

这种定义表面看来似乎有点抽象，但实际上非常自然而合理。

原始人用自己的苹果换别人的梨子且等量交换时，他们只能数 1、2，三个以上都称为

“许多”，但你真的要用三个苹果去换他十个梨时，虽然是“许多”换“许多”，但他是绝

对不同意的。那么他们用什么方法保证“不吃亏”呢？那就是给一个苹果换一个梨子，逐

一逐一换，如果刚好同时换完说明苹果、梨子一样多，如果苹果完了以后还有梨子，则说

明苹果比梨子少。这实质上是利用一一对应来比较集合中元素的个数多少，其基本思想与

此处定义是一致的。故定义是自然而合理的。

然而通过上述合理的定义确得到下面似乎“荒唐”的结果：

例１.２.１ N＝｛1,2,3,...,n,...｝～A＝｛3,4,5,...,n,...｝。事实上，

f(n)＝n＋2 (1,2,3,...,n,...)就是 N与 A 之间的一一对应。

由此可以注意到：对无限集而言“部分小于整体”的算术规则不再成立，事实上，可

与其本身的某一真子集对等是无限集的本质特征（留作习题）。

定理１.２.１ 设 A、B、C 是任意三集合，

1)A～A (反身性)

2)若 A～B，则 B～A (对称性)

3)若 A～B，且 B～C，则 A～C (传递性)
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4)若对任意α∈I，有 A ～B ，且对任意α1≠α 2 有 A
1
∩A

2
＝ф，

B
1
∩B

2 ＝ф，则
I

A ～
I

B

5)若A ≤B ，B ≤C ，则A ≤C (传递性)

6)若A ≤B ，B ≤A ，则A ＝B (两边夹法则)

7)设 A、B 是任意二集合，则A ＝B ，A ＜B ，A ＞B 三者必具其一,且仅居

其一。(三歧性)

证明 这里只证 6)，其余留给读者自己证明。

因为 A≤ B ，则存在 B 0  B 及集合 A 与集合 B 0之间的一一对应 f 满足 f:A→B 0，同

理由于 B ≤ A，则存在 A 0  A 及集合 A 与集合 B 0之间的一一对应 g满足 g:B←→A 0，令

A 1＝A－A 0 B1＝f(A1)

A 2 ＝g(B1) B 2 ＝f(A 2 )

... ... ...

A n ＝g(B 1n ) B n ＝f（A n ） ... ... ...

显然 A n ∩A m ＝ф(n≠m)，

B n ∩B m ＝ф(n≠m)，

于是


1n

A n ~
f




1n

B n ，

而 A1＝A－A 0，所以 A 0＝A－A1
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B－


1n

B n ~
g

A 0－


1n

A 1n ＝A－


1n

A n (*)

B＝


1n

B n ∪(B－


1n

B n )～


1n

A n ∪(A－


1n

A n )＝A

故

A＝B

证 毕。

注１.２.１ (*)式成立是由于有 g 这个一一对应存在，并非是“等量减等量差相等”

的算术规则。事实上，“等量减等量差相等”的算术规则对无限集而言不再成立。由例１.

２.１可以看出：虽然 N～N，N～A，但φ＝N－N 与 N－A＝｛1,2｝不对等.

引入集合势的目的在于区别无限集之间的元素个数多少，无论是无穷数列，还是无穷

级数都是可以以自然数为脚标排列成一串形式的特殊无限，是最简单、最常见的无限。

定义１.２.２ 设 A是任一集合，N＝{1,2,3,...,...}，如果 A～N，则称 A 为可数集。

记为 A＝a

例１.２.２ A＝{0,1,-1,2,-2,3,-3,...,...}是一可数集

可数集具有一个直观而简单的本质特征：

定理１.２.２ A 为可数集的充要条件是 A 可以排成无穷序列形式。

证明 若 A为可数集，则存在一一对应 f：N→A，于是 A＝{f(1),f(2),...,f(n),...}

便是无穷序列形式。

反过来，若 A 是无穷序列形式，即 A＝{a1,a 2 ,...,a n ,...,...}

则令 f(1)=a1，f(2)=a 2 ，...，f(n)=a n ，...即可知 A为可数集。

可数集是势最小的一类无限集，即：

定理１.２.３ 设 A是无限集，则A ≥a

证明 只须证 A 有可数子集，事实上因为 A 是无限子集，所以存在 a1∈A，而 A 无限

则保证了 A-{a1}为无限集，所以存在 a 2 ∈A-{a1}，...，同理存在

a n ∈A-{a1,a 2 ,...,a 1n }，
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令 A 0＝{a1,a 2 ,...,a n ,...}，则 A 0是一可数集，且 A 0是 A 的子集。故A ≥a

定理１.２.４ 可数集 A 的任何无限子集 A 0都是可数子集

证明 由定理 3 知 a≤A 0≤A ＝a，由定理 1之 5)知A 0＝a

也可以直观想象为：请无穷序列 A＝{a1,a 2 ,...,a n ,...,}中 A 0的元素出列，然后向

右看齐，便将 A 0排成了无穷序列，从而 A 0可数。

定义１.２.３ 我们将空集、有限集、可数集统称为至多可数集。

定理１.２.５ 至多可数个至多可数集之交、并、差运算结果仍为至多可数集。特别

地，如果其中有一个集是可数集，那么其并集必然是可数集。

证明 对交、差运算而言显然，只须证并运算的情形。

1) 证 A1，A 2 ，...，A n 有限个至多可数集之并 A＝
n

i 1

A i 仍为至多可数集。

事实上，可设

A 1＝{a 1,1 ,a 2,1 ,...,a n,1 ,...}

↓ ↓ ↓

A 2 ＝{a 1,2 ,a 2,2 ,...,a n,2 ,...}

↓ ↓ ↓

A 3 ＝{a 1,3 ,a 2,3 ,...,a n,3 ,...}

↓ ↓ ↓

... ... ... ...

↓ ↓ ↓

A n ＝{a 1,n ,a 2,n ,...,a nn, ,...}

只须将第一列从上到下排完后接着排第二列，按此顺序逐列排，就可以排成有限或无穷序

列形式，所以 A 为至多可数集。(当然要注意：已经在前面排过的不要重复排，遇到有限

集而出现的缺项，跳过不排。)
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2) 证 A1，A 2 ，...，A n ，...可数个至多可数集之并 A＝


1i

A i 仍为可数集

注意：无法照搬 1)的证明过程，因为第一列在任一时刻都未排完，当然无法排到第二

列元素去，咋办呢？必须改造排列办法，此处采用对角线法则。事实上，可设

A 1＝{a 1,1 , a 2,1 , a 3,1 , a 4,1 ,..., a n,1 ,...}

↓↗ ↗ ↗ ↗
A 2 ＝{a 1,2 , a 2,2 , a 3,2 , a 4,2 ,..., a n,2 ,...}

↗ ↗ ↗
A 3＝{a 1,3 , a 2,3 , a 3,3 , a 4,3 ,..., a n,3 ,...}

↗ ↗
A 4 ＝{a 1,4 , a 2,4 , a 3,4 , a 4,4 ,..., a n,4 ,...}

↗
... ... ... ...

↗ ↗ ↗ ↗
A n ＝{a 1,n , a 2,n , a 3,n , a 4,n ,..., a nn, ,...}

... ... ... ...

则 A＝{a 1,1 ,a 1,2 ,a 2,1 ,a 1,3 ,a 2,2 ,a 3,1 ,...,a 1,n ,a 2,1n ,...,a n,1 ,...} 便是有

限或无穷序列形式，从而 A 为至多可数集。

常见的可数集非常多。

例１.２.３ 有理数集 P 为可数集

证明 设 P

，P


分别为正、负有理数集，则 P＝P


∪P


∪{0}
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只须证 P

是可数集，事实上

A1＝{
1

1
,

1

2
,

1

3
,...,

1

n
,...}

A 2 ＝{
2

1
,

2

2
,

2

3
,...,

2

n
,…...}

A 3＝{
3

1
,

3

2
,

3

3
,...,

3

n
,...,...}

A n ＝{
n

1
,

n

2
,

n

3
,...,

n

n
,...,...}

...

由于任何有理数 r 均可表为分数形式，即存在 p，q满足 r＝
q

p
，就是说 r必在第 q 的

一个集合之中。

所以 P

＝



1n

A n 是可数集。

定理１.２.６ 设 A中每一个元素均由 n 个记号所决定， 而每个记号独立地跑遍一个

可数集，则 A 为可数集。

证明 设 A＝｛a
nxxxx ,...,,, 321
｜x i ∈I i ， iI ＝a,i=1,2,...,n｝

我们对 n 用归纳法：

一、n=1 时命题显然成立

二、假定 n＝N 时命题成立

三、证 n＝N＋1时命题成立，事实上，不妨设

I 1N ＝{r j |j=1,2,...,...}，对任意固定的 j

A j ＝{a
jN rxxxx ,,...,,, 321
|x i ∈I i ， iI =a，i=1,2,...,N}

是由 N个记号所决定的集合，由归纳假设可知 A j 为可数集，从而

A＝


1j

A j 是可数集。

此定理有着广泛而重要的应用：
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例１.２.４ 1)平面上有理数坐标点全体为可数集。

2) 对任意整数 n，n 次整系数多项式全体

A n ={a 0 +a 1x+a 2 x
2
+…+a n x

n
|a 0 ,…,a n 为整数}

是可数集。

3)所有整系数多项式全体 A＝


1n

A n 为可数集。

4)所有代数数(称整系数多项式的根为代数数)全体为可数集

证明 1) P
2
＝{(x,y)|x,y 均为有理数}，(x,y)可视为由 x 和 y 两个记号所决定，

且每个记号独立跑遍有理数这个可数集，由定理 6知这样的元素全体为可数集。

2)对任意整数 n，每一个 n次整系数多项式

P(x)＝a 0＋a1x
1
＋...＋a 1n x

1n
＋a n x

n

由 n＋1 个记号 a 0，a 1，...，a n 所决定， 且每个记号独立跑遍整数集这个可数集，

由定理１.２.６知这样的元素全体 A n 为可数集。

3)因为 A＝


1n

A n ，且 A n 为可数无限集，所以 A为可数集。

4)每一个整系数多项式的根只有有限个，从而至多可数，又由 3)知所有整系数多项式

全体为至多可数集，所有代数数全体为可数个至多可数集之并集，由定理 5 知所有代数数

全体为至多可数集，即A ≤a；另一方面，显然 A N，即A ≥a，故A ＝a 。

注意：代数数的范围比较大，它不仅包括了所有的有理数， 而且还包含许许多多的无

理数，例如： 2 是 x
2
－2＝0的根，所以 2 是代数数。

既然代数数这样大的范围都是可数集，那是否意味着所有的无限集都为可数集呢？答

案是否定的。请看下例：

例１.２.５ (0,1)是不可数无限集。

证明 若不然（0,1）＝{a1,a 2 ,...,a 2 ,...}，并将这些数用 10 进制小数为：

a1＝0.a 1,1 ,a 2,1 ,...,a n,1 ,...
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a 2 ＝0.a 1,2 ,a 1,2 ,...,a n,2 ,...

... ... ...

a n ＝0.a 1,n ,a 2,n ,...,a 2,n ,...

... ... ...

则我们可以构造一个新数 a 0∈(0,1)－{a1,a 2 ,...,a n ,...}，与假设矛盾。

a 0的每一位小数具体构造法如下：

第一位：










1a2

1a1

1,1

1,1

1,0
当

当
＝a (保证 a 0≠a1)

第二位：










1a2

1a1

2,2

2,2

2,0
当

当
＝a (保证 a 0≠a 2 )

... ... ...

第 n 位：










1a2

1a1

,

,

,0

nn

nn

na
当

当
＝ (保证 a 0≠a n )

... ... ...

显然 0＜a 0＝0. ...... ,02,01,0 naaa ＜1，且(a 0≠a n ，Α n ∈N)。

既然(0,1)是一不可数无限集，那就另用记号 c表示它的势，即 )1,0( ＝c

我们以后将与(0,1)对等的一类集称为 c 势集。c 势集也是一类范围相当广的集。

例１.２.６ 1) (－∞,＋∞)为 c势集.

2) 对任意 a＜b，(a,b)，[a,b），(a,b]，[a,b]均为 c势集.

3) (0,1)×(0,1)为 c 势集，R
2
为 c 势集，R

n
为 c 势集

4) B＝{(x1,x 2 ,...,x k ,...)|x k ∈(0,1)， k=1,2,...,...}为 c势集.

E ＝{(x1,x 2 ,...,x k ,...)|x k ∈(-∞,＋∞)， k=1,2,...,...}为 c势集.

证明 1) f(x)＝tg(πx－
2


)：(0,1)→(－∞,＋∞)是一一对应，故
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(－∞,＋∞)为 c 势集.

2) f(x)＝(b-a)x+a：(0,1)→(a,b)是一一对应，故(a,b)为 c势集.

因为(a,b) [a,b]  (－∞,＋∞)，且(a,b)～(－∞,＋∞)，由两边夹法则知：

[a,b)为 c势集。同理(a,b]，[a,b]为 c 势集。

3) (a,b)∈(0,1)×(0,1)，不妨设

a=0.a1,a 2 ,...,a n ,...

b=0.b1,b 2 ,...,b n ,...

则 f(a,b)＝0.a1,b1,a 2 ,b 2 ,...,...a n ,b n ,...,...

是(0,1)×(0,1)到(0,1)的单射 )1,0()1,0(  ≤ )1,0( ＝c. 另一方面，显然

)1,0()1,0(  ≥ )1,0( ，故 )1,0()1,0(  ＝ )1,0( ＝c.

令 g：(x,y)→(tg(x-
2

1
)π,tg(y-

2

1
)π)，g 是(0,1)×(0,1)到 R

2
的一一对应，故

R
2
也为 c 势集.

同理 R
n
也为 c 势集.

4) 证法与 3)相同，只是作 f 时必须利用对角线排列法将数列对应一个数。

定理１.２.７ 1)任意有限个 c 势集之并的势仍为 c

2)可数个 c势集之并的势仍为 c

3)c 势个 c势集之并的势仍为 c

证明 始终不妨设其中任意二集互不相交

1) 设有限个 c势集 A1，A 2 ，...，A n 之并为 A＝
n

i 1

A i

因为 A i ～(i-1,i ，则 A＝
n

i 1

A i ～
n

i 1

(i-1,i]＝(0,n]，故 A＝c.

2) 同理 A＝


1i

A i ～(0,＋∞)，故 A＝c.

3) 设 I ＝c，任意α∈I， A ＝c，且不妨假定 I＝(0,1)
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则 A ～{(α,y)|0＜y＜1}，于是

A＝
I

A ～(0,1)×(0,1)，故A ＝c.

定理１.２.８ 设 A 中每一个元素均由 n 个记号所决定， 而每个记号独立地跑遍一

个 c 势集，则 A 为 c 势集。即若 A＝｛a
nxxxx ,...,,, 321
｜x i ∈A i , iA ＝c，i＝1,2,...,n｝，则 A

＝c.

证法一 只须将定理１.２. ６证明过程中最后一步用“可数个可数集之并是可数集”

改为用“c势个 c 势集之并是 c势集即可”。

证毕

证法二 不妨设 A i ＝(-∞，+∞)，则 f:a
nxxxx ,...,,, 321
→(x1,x 2 ,...,x n )是 A 到 R

n
上

的一一对应，故 A为 c 势集。

证毕

定理１.２.９ 设 A为无限集，B 是至多可数集，则 A∪B～A

证明 1)假定 A∩B＝φ

作 A 0＝{a1,a 2 ,...,a n ,...,}∪A，则

(A-A 0)∩(A 0∪B)＝ф，(A-A 0)∩A 0＝ф于是

A∪B＝(A-A 0)∪(A 0∪B)～(A-A 0)∪A 0＝A

2)如果 A∩B≠φ，则(B-A)至多可数，且(A-A 0)∩[A 0∪(B-A)]＝φ

有 1)知：A∪B＝(A-A 0)∪[A 0∪(B-A)]～(A-A 0)∪A 0＝A

证毕

定理１.２.１０ 设 B是至多可数集，A-B 为无限集，则 A－B～A.

证明 因为 B 是至多可数集，所以 A∩B 也是至多可数集，由定理１.２.９知： A

＝(A-B)∪(A∩B)～(A-B)

证毕

通过此定理可以把握许多重要集合的势。

例１.２.７ 1)非整实数集是 c 势集；

2)无理数集是 c势集；

3)超越数集是 c势集。

证明 利用整数集、有理数集、代数数集是可数集及其定理１.２.１０即得。
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在直线上常见的无限集要么是可数集，要么是 c 势集， 那是否有无限集的势介于 a

与 c 之间呢？集合论创始人 Contor 认为不存在，但至今既无人证明此结论，又无人否定

此结论，。因此，数学界称此结论为 Contor 连续统假设。

全直线的势为 c势集，那么是否 c 就是最大势呢？下述定理说明无最大势存在。

定理１.２.１１ 设 2
M
＝{A|A M}，则M ＜

M2

证明 显然M ≤
M2 ，还须证明M ≠

M2

若不然，存在一一对应 f：M→2
M
，我们暂且将满足 x∈f(x)的元素称为“好”元素，否

则称为“坏”元素。

M好 ＝{x|x∈M,x∈f(x)}，M坏 ＝{x|x∈M,xf(x)}

由于 f是一一对应，所以对 M坏 , x 0∈M满足 x 0→f(x 0)＝M坏

那么 x 0究竟是“好”元素呢？还是坏元素呢？

倘若 x 0是“坏”元素，则 x 0 f(x 0)，而 f(x 0)＝M坏 ，即 x 0M坏 ，矛盾。

倘若 x 0是“好”元素，则 x 0∈f(x 0)，而 f(x 0)＝M坏 ，即 x 0∈M坏 ，矛盾。

故存在一一对应是错误的，即M ＜
M2 。

此方法许多初学者感觉抽象难懂，然而在趣味逻辑中我们早已见过的著名的理发师悖

论就是类似的推理方法：

从前有一位理发师宣称：“我必须为且只为不给自己理发的人理发”，当有一人问他“你

给不给自己理发？”时，他却无法自圆其说了。如果他给自己理发，他就是给自己理发的

人，按他自己的宣言，他不应该给他自己理；如果他不给自己理发，他就是不给自己理发

的人，按他自己的宣言，他应该给他自己理发。

又如，一个无神论者在证明“万能的上帝并不存在”时是这样巧妙地提问的，“请问

你所说的万能的上帝能创造出他自己搬不动的石头吗？”，如果回答不能，这与上帝万能

相矛盾；如果回答能，既然有上帝也无法搬动的石头，就说明上帝并非万能。

正是由于无最大势的集合存在，全集只是相对而言的“全”，没有绝对意义的全。

第一章 习 题

1.证明 A∪(B∩C)＝(A∪B)∩(A∪C)
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2.证明

(1) A－B＝A－(A∩B)＝(A∪B)－B (4) A－(B－C)＝(A－B)∪(A∩C)

(2) A∩(B－C)＝(A∩B)－(A∩C) (5) (A－B)∩(C－D)＝(A∩C)－(B∪D)

(3) (A－B)－C＝A－(B∪C) (6) A－(A－B)＝A∩B

3.证明 (A∪B)－C＝(A－C)∪(B－C) A－(B∩C)＝(A－B) ∪(A－C)

4.证明 C s (
I

A )＝
I

C s A C s (
I

A )＝
I

C s A

5.证明 
I

A -B＝
I

(A -B) 
I

A -B＝
I

(A -B)

6.设｛A n ｝是一列集合，作 B1＝A1，B n ＝A n －
1

1





n

i

A i (n＞1)，证明 B n 是一列互不相

交的集，且
n

i 1

A i ＝
n

i 1

B i (n=1,2,...,)

7.设 A 12 n ＝(0，
n

1
)，A n2 ＝(0，n)，求出集合列的上限集与下限集。

8.证明：若 A m2 ＝[0,2m]×[0,
m2

1
]，A 12 m ＝[0,

12

1

m
]×[0,(2m+1)]

则 1)
n

lim A n ＝｛(0,0)｝

2)
n

lim A n ＝｛(0,y)｜0≤y＜＋∞｝∪｛(x,0)｜0≤x＜＋∞｝

9.作出一个(-1,1)和(-∞,+∞)的 1--1 对应，并写出这一对应的解析表达式。

10.作出球面去掉一点以后余下的点所成的集合与整个平面上的点所成的集合之间的 1—1

对应。

11.证明由直线上互不相交的开区间作为集合 A的元素，则 A 是至多可数集。

12.所有有理系数多项式组成一可数集。

13.设 A 是平面上以有理点(坐标为有理数的点)为中心，有理数为半径的圆全体，则 A 是

可数集。

14.证明单调函数的间断点至多只有可数个。

15.作出(0,1)与[0,1]之间的 1--1 对应。

16
*

设 A 是无限集，则必存在 A
*  A，满足 A

*
～A，且 A－A

*
可数。

17.证明[0,1]上的全体无理数作成的集合其势为 c。
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第一章 集合论

28

18.设 BA ＝c，则 A＝c 或B ＝c。

19
*

设 A 是一可数集，则 A的所有有限子集作成的集合也必可数。

20.设｛x n ｝为一序列，其中元素彼此互异，则它的子序列全体组成基数为 c的集。

21.A 为无限集的充分必要条件是它可与其本身的某一真子集对等。
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