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决策支持系统中的不精确推理研究
α

左小德　　　　　　　刘子先
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摘要　随着决策问题的复杂化和多样化, 决策支持系统需要越来越多地支持不精确描述问题的决策,

本文提出了一种不精确推理真值传播的计算方法, 和其它几种方法相比, 它能更充分地利用现存的信
息。
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Abstract　W ith the decision p rob lem s becom ing comp lex and m ultip le, D SS has to sup2
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　　不精确推理由于以模糊逻辑为工具, 同时又以模糊知识表示为基础, 因此, 利用不精确推理方法由事

实到结论的推理过程实质上就是由一些可能性分布计算出新的可能性分布的过程。所谓不精确推理方法

就是处理专家知识的不精确性和领域数据的不精确性。

1　知识不确定性和证据不确定性描述
描述对象或事物属性的知识 (事实) 和描述对象与事物属性间相互关系的知识 (规则) 以及对行为、过

程、约束和假设的描述等等构成推理知识。在本文中, 仅对由事实 (命题、条件)和规则组成的知识库来进行

分析。

在推理时, 事实表示为 P i{ ti} ( i= 1, 2, ⋯, n) , 其中 P i 是事实, ti 是事实的真值 (0< ti< 1, i= 1, 2, ⋯,

n ) , 也可以解释为置信度或概率。当 ti= 1 时, 事实 P i 是精确的; 当 0< ti< 1 时, P i 是不确定的; 当 t i= 0 时,

P i 是缺省的。

规则 (1)表示为:

α 本文于 1996 年 12 月 20 日收到

国家自然科学基金资助项目 (批准号 79270061)



P 1 ∧ P 2 ∧ ⋯ ∧ P n →Q (1)

(“∧”为“合取”或“AND”,“→”为“蕴含”或“推出”)

规则 (2)表示为:

P 1 ∨ P 2 ∨ ⋯ ∨ P n →Q (2)

(“∨”为“析取”或“OR ”,“→”为“蕴含”或“推出”)

其中 P i ( i= 1, 2, ⋯, n)是规则的条件, 是一些事实, Q 是规则的结论。

作为D SS 知识库中的推理命题要么是以“AND”联结, 要么以“OR”联结, 即 (1)或 (2)中的形式。如果已

有了 (1)和 (2) 式的真值传播公式, 就可以得到整个推理式的结论真值, 并且在计算时, 约定“OR”的优先级

别高于“AND”。

2　更新算法的真值传播
规则 (1)和 (2)中各命题 P i 的真值分布 ti 实际上传递的是一种语义信息。条件事实的真值分布体现了

众多条件的真实语义丰度。因此, 结论的真值既由条件真值总和 6
n

i= 1

ti 决定, 又受条件真值分布的制约, 也

就是说, 真值总和 6
n

i= 1

ti 和真值分布共同支配着结论真值的大小。

公理 1　对 t1= t2= ⋯= tn 结论Q 的真值 t

t =
1
n 6

n

i= 1

ti = tj　　j = 1, 2, ⋯, n

　　公理 1 说明各个条件的真值相同, 结论的真值也应该是该真值, 并当各条件真值为 1 时, 推理转化为

精确推理。

公理 2　对于具有不同真值分布的推理

P 1{ t1} AND P 2 ( t2) AND ⋯ AND P j ( tj ) AND ⋯ AND P n ( tn) →Q { t′}

P 1{ t1} AND P 2 ( t2) AND ⋯ AND P j ( tj + t0) AND ⋯ AND P n ( tn) →Q { t″}

满足 t′≤t″, 等号成立当且仅当 t0= 0, 其中 t0≥0, j = 1, 2, ⋯, n。

公理 3　对于具有不同真值分布的推理

P 1{ t1} OR P 2 ( t2) OR ⋯ OR P j ( tj ) OR ⋯ OR P n ( tn) →Q { t′}

P 1{ t1} OR P 2 ( t2) OR ⋯ OR P j ( tj + t0) OR ⋯ OR P n ( tn) →Q { t″}

满足 t′≤t″, 等号成立当且仅当 t0= 0, 其中 t0≥0, j = 1, 2, ⋯, n。

公理 2 和 3 说明条件真值的增加, 结论的真值也增加。

公理 4　对于规则 (1)中条件的真值分布 t1, t2, ⋯, tn 满足 6
n

i= 1

ti = a , a 为常数, 且 0≤a≤n, a= P + C ,

其中 P , C 分别为 a 的整数部分和小数部分, 则以条件的真值分布

1, 1, ⋯, 1

P 个1

, C , 0, ⋯, 0

的任一排列组合得到的分布使结论Q 的真值 t 最小。

公理 4 说明对于不知道成立与否的条件数目越多, 命题以“AND”联结而推出的结论真值应该越小。

公理 5　对于规则 (2)中条件的真值分布 t1, t2, ⋯, tn 满足 6
n

i= 1

ti = a , a 为常数; 且 0≤a≤n , a= P + C ,

其中 P , C 分别为 a 的整数部分和小数部分, 则以条件的真值分布

1, 1, ⋯, 1

P 个1

, C , 0, ⋯, 0

的任一排列组合得到的分布使结论Q 的真值 t 最大。

公理 5 说明对于推理前提条件的真值过于集中在少数条件事实上, 命题以“OR”联结的推理将导致推
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出结论的真值较大。

为了分析不精确推理中真值的传播与更新, 先给出如下几个定义:

定义 1　事实 P i 的绝对真实度为 d i

d i =
ti

n
　　i = 1, 2, ⋯, n (3)

　　定义 2　T 0 是绝对真实度的平均

T 0 =
1
n 6

n

i= 1

d i =
1
n 6

n

i= 1

t i

n
　　i = 1, 2, ⋯, n (4)

　　由定义 2 可知, 在精确的情况下 ( ti= 1, i= 1, 2, ⋯, n)绝对真实度的和满足

6
n

i= 1

d i = 6
n

i= 1

ti

n
= 1

在不精确的情况下 ( t i 不一定为 1, i= 1, 2, ⋯, n) , 绝对真实度的和满足 6
n

i= 1

d i < 1。

定义 3　条件事实 P i ( i= 1, 2, ⋯, n)的相对真实度为 r ( ti)

r ( ti) =
d i

T 0
=

n ti

6
n

j= 1

tj

　
i = 1, 2, ⋯, n

j = 1, 2, ⋯, n
(5)

　　显然, 相对真实度 r ( t i) , ⋯, r ( tn)是以 1 为中心的分布。于是, 可以定义一个以 0 为中心分布的修正参

量。

定义 4　条件事实 P i 的真值 ti 的修正参量 e ( ti)

e ( ti) = Υ(r ( ti) )　　i = 1, 2, ⋯, n (6)

其中, Υ是增函数, 且满足 Υ(r ( t1) , ⋯, Υ(r ( tn) )是以 0 为中心的分布。在本文中取 Υ(x ) = lgX 。

定义 5　修正量 E (T )表示为

E (T ) = 6
n

i= 1

d i õ e ( ti)

则 E (T ) = 6
n

i= 1

ti

n
lg

n ti

6
n

i= 1

t j

(7)

或 E (T ) =
1
n 6

n

i= 1

t i lgn +
1
n 6

n

i= 1

ti lg ti -
1
n 6

n

i= 1

ti lg6
n

j= 1

tj (8)

　　定义 6　规则 1 (即“A N D ”联结)的推理, 结论Q 的真值 t

t =
1
n 6

n

i= 1

t i - E (T ) (9)

　　定义 7　规则 2 (即“OR ”联结)的推理, 结论Q 的真值 t

t =
1
n 6

n

i= 1

t i + E (T ) (10)

　　式 (9)和 (10)就是本文给出的不精确推理的真值传播公式。以往文献认为结论的真值 (“AND”和“OR”

联 结) 取条件真值的和平均3 , 或“AND ”联接取条件真值中的最小值,“OR ”联接取条件真值的最大

值3 3 ①, α 这两种确定结论真值的方法都有极端化的倾向。式 (9)是对“AND”联结的结论真值取条件的和平

均减去一个修正量; 式 (10)是对“OR”联结的结论真值取条件真值的和平均加上一个修正量。

定理 1　由公式 (9) , (10)求出的结论真值 t 满足公理 1。

证明　因为　　t1= t2= ⋯= tn　　　　所以　 　　6
n

j= 1
tj = n t i
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　　或 6
n

i= 1

ti = n tj　　　　 则 1
n 6

n

i= 1

ti = tj

由公式 (7)

E (T ) = 6
n

i= 1

ti

n
lg

n ti

n ti
= 6

n

i= 1

ti

n
lg1 = 0

所以 　　t=
1
n 6

n

i= 1

ti ± E (T ) =
1
n 6

n

i= 1

t i = t j　 j = 1, 2, ⋯, n (证毕)

　　定理 2　由公式 (9)求出的结论真值 t 满足公理 2。

证明　只须将结论真值 t 看作是 tj 的一元函数, 然后证明V ( tj )是增函数即可。

V ( tj ) =
1
n 6

n

i= 1

ti - E (T )

=
1
n 6

n

i= 1

ti -
1
n

lgnõ 6
n

i= 1

ti +
1
n 6

n

i= 1

ti lg t i -
1
n

lg6
n

j= 1

tj õ 6
n

i= 1

t i

V ′( tj ) =
1
n

-
1
n

lgn -
1
n

lg ti +
1
n

lg6
n

i= 1

t j

=
1
n

1 - lg
n ti

6
n

j= 1

t j

假定真实值的平均水平大于等于为数值 011 时才有价值进行推理, 即 1
n 6

n

j= 1

t j ≥ 0. 1

且　　0≤t i≤1 　　则　
n t i

6
n

j= 1

tj

≤ n
n×0. 1

= 10

故　V ( tj )≥
1
n

[1- lg10 ]= 0

即　V ( tj )是 tj 的增函数。 (证毕)

定理 3　由公式 (10)求出的结论真值 t 满足公理 3。

证明　只须将结论真值 t 看作是 tj 的一元函数, 然后证明V ( tj )是增函数即可。

V ( tj ) =
1
n 6

n

i= 1

ti + E (T )

=
1
n 6

n

i= 1

ti +
1
n

lgnõ 6
n

i= 1

ti +
1
n 6

n

i= 1

ti lg t i -
1
n

lg6
n

j= 1

tj õ 6
n

i= 1

t i

V ′( tj ) =
1
n

+
1
n

lgn +
1
n

lg ti -
1
n

lg6
n

j= 1

t j

=
1
n

1 + lg
n ti

6
n

j= 1

t j

对于“或”式推理, 假定单个条件的真值不小于平均水平的十分之一时才有价值进行推理, 即 ti ≥
1

10

1
n 6

n

j= 1

t j , 且 ti ≤ 1, 则

n ti

6
n

j= 1

tj

≥
n × 1

10n6
n

j= 1

tj

6
n

j= 1

tj

=
1

10

故V ′( tj )≥
1
n

1+ lg
1

10
=

1
n

[1- 1 ]= 0
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即 V ( tj )是 t j 的增函数。 (证毕)

定理 4　由公式 (9)求出的结论真值 t 满足公理 4。

定理 5　由公式 (10)求出的结论真值 t 满足公理 5。

定理 4 和定理 5 的证明类似, 本文给出定理 5 的证明。

在证明定理 5 之前, 必须先证明几个引理。

令: 　　H (x ) = H (x 1, x 2, ⋯, x n) = 6
n

i= 1

X i lgX i (11)

其中　 6
n

i= 1

x i = 1 　　0 ≤ x i ≤ 1, i = 1, 2, ⋯, n

引理 1　H (x 1, x 2, ⋯, x n)≤0

其中等号成立当且仅当对某个 k , X k= 1, 其余 x i= 0 ( i≠k )。证明见[3 ]。

令: 　　G (x ) = G (x 1, x 2, ⋯, x n) = 6
n

i= 1

X i lgX i (12)

其中　 6
n

i= 1

x i = C 　C 为常数, 且 0≤C≤n, 0≤x i≤1, i= 1, 2, ⋯, n

引理 2　　G (x 1, x 2, ⋯, x n)≥C (lgC - lgn) (13)

　　证明　运用拉格朗日求极小值, 建立方程式:

Λ= 6
n

i= 1

x i lgx i - Κ 6
n

i= 1

x i - C = 0

5u
5x i

= lgx i + lge - Κ= 0　　i = 1, 2, ⋯, n

x i=
1
e

õ 10Κ　　 则 6
n

i= 1

x i =
n
e

õ 10Κ = C

Κ= lg (ecön)

x i=
1
e

õ 10Κ =
1
e

õ 10lg (ecön) =
1
e

õ ec
n

=
c
n

, i = 1, 2, ⋯, n

可以进一步分析得到 X i=
c
n
使G (x 1, x 2, ⋯, x n)取极小值。

则　　G (x 1, x 2, ⋯, x n) = 6
n

i= 1

c
n

lg
c
n

= c ( lgc - lgn) (证毕)

引理 3　令: f (m 1) = m 1 lgm 1+ (1+ c0- m 1) lg (1+ c0- m 1) - c0 lgc0 (14)

其中 0≤c0≤1, c0< m 1≤
1+ c0

2
, 则 f (m 1) < 0.

证明　　　　　　　f ′(m 1) = lg
m 1

1+ c0- m 1

因为　　　m 1≤
1+ c0

2
　　　　所以　　

m 1

1+ c0- m 1
≤1　　f ′(m 1)≤0

即 f (m 1)是m 1 的减函数

f (m 1) < f (c0) = c0 lgc0 + (1 + c0 - c0) õ lg (1 + c0 - c0)

即 f (m 1) < 0

令 m 2= 1+ c0- m 1

引理 4　对于条件事实 P 1, P 2, ⋯, P n 的真值分布 T 1 和 T 2。

T 1 = (1, 1, ⋯, 1

k个1

, c0, 0, ⋯, 0)

T 2 = (1, 1, ⋯, 1

k - 1个1

,m 1,m 2, ⋯, 0)
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其中 0< m i< 1, i= 1, 2, 1+ c0= m 1+ m 2, k≥1, 由真值分布 T 1 和 T 2 求得以“OR”联接的命题推理结论真值

分别为V (T 1) ,V (T 2) , 有V (T 1) > V (T 2)

证明　因为 1+ c0= m 1+ m 2, 则V (T 1) 和V (T 2) 求值公式中的前半部分的值相等, 所以要证明V (T 1)

> V (T 2) , 只须证明 E (T 1) > E (T 2)

E (T 1) =
1
n

lgn õ (k + c0) +
1
n

c0 lgc0 -
1
n

(k + c0) õ lg (k + c0)

E (T 2) =
1
n

lgn õ (k + c0) +
1
n

m 1 lgm 1 +
1
n

(1 + c0 - m 1) õ lg (1 + c0 - m 1) -
1
n

(k + c0) õ lg (k + c0)

只须证明 c0 lgc0> m 1 lgm 1+ (1+ c0- m 2) lg (1+ c0- m 1)

其中m 1≤m 2, 即m 1≤
1+ c0

2
　这是引理 3 的结果。 (证毕)

引理 5　当 0≤c0≤1, m 1+ m 2= c0, 0≤m i≤c0 时 ( i= 1, 2)

m 1 lgm 1 + m 2 lgm 2 ≤ c0 lgc0

　　 证明　由条件m i< c0 ( i= 1, 2) 又 lgx 是增函数, 所以 lgm i≤lgc0　　 ( i= 1, 2)

故 　m 1 lgm 1 + m 2 lgm 2 ≤m 1 lgc0 + m 2 lgc0 = (m 1 + m 2) lgc0 = c0 lgc0

即　m 1 lgm 1+ m 2 lgm 2≤c0 lgc0

当且仅当 c0= 0 或 c0> 0,m 1·m 2= 0 时取等号

引理 6　对于条件事实 P 1, ⋯, P n 的真值分布 T 1 和 T 2

T 1 = (1, 1, ⋯, 1

k个1

, c0, 0, ⋯, 0)

T 2 = (1, 1, ⋯, 1

k个1

,m 1 + m 2, 0, ⋯, 0)

其中 0< m i< c0, ( i= 1, 2)

m 1 + m 2 = c0, 　　0 < c0 ≤ 1, k ≥ 0

由真值分布 T 1 和 T 2 求得以“OR ”联结命题推理结论的真值分别是V (T 1)和V (T 2) , 有V (T 1) > V (T 2)

证明方法与引理 4 的证明类似, 用到了引理 5。下面证明定理 5

证明　对条件 6
n

i= 1

ti = a 分情况讨论:

É ) 若 a≤1, 对任一真慎分布 T = ( t1, t2, ⋯, tn) , 其中 0≤ti≤a ( i= 1, 2, ⋯, n) , 且 6
n

i= 1

ti = a

因为　 lgx 是增函数, 所以　 lg t i≤lga ( i= 1, 2, ⋯, n)

则　　　 6
n

j= 1

tj lg tj ≤ 6
n

j= 1

tj lga = a lga

令　T 0= (a, 0, ⋯, 0)

则 　E (T ) =
1
n

õ lgn õ a +
1
n 6

n

i= 1

( ti lg ti) -
1
n

õ a õ lga ≤ a
n

lgn +
a
n

lga -
a
n

lga = E (T 0)

所以 1
n 6

n

i= 1

t i - E (T ) =
a
n

- E (T ) ≥ 1
n

õ a - E (T 0)

　　Ê ) 若 a> 1, 令 a= p + c, P 为 a 的整数部分, c 为 a 的小数部分。因为真值分布 T 0 的任一排列组合形

成的真值分布使结论真值V (T ) =
1
n 6

n

i= 1

ti - E (T ) 取相同的值, 所以

令 T 0= (c, 1, ⋯, 1

p个1

, 0, ⋯, 0)对于真值分布
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T = (m 1, ⋯,m k , 1, ⋯, 1

q个1

0, ⋯, 0)

满足 6
k

i= 1

m i + 6
q

i= 1

1 = c + 6
p

i= 1

1　 (q ≤ p , k ≥ 1)

假定V (T i)是真值分布 T i 运用公式 (10)得出的结论真值。考察下面的算法。

1)　 令 i= 0

2)　当 i≥k 时, 算法停止; 否则做 (3) , (4) ;

3)　设m ′
i+ 1是真值分布 T i 的第 i+ 1 个分量;

(a) 若m ′
i+ 1< m i+ 1, 将m ′

i+ 1和分布 T i 中最左的 1 置换为m i+ 1和m ′
i+ 2, 满足m ′

i+ 1+ 1= m m + 1+ m ′
i+ 2, 置换

后的分布记为 T i+ 1, 由引理 4,V (T i) > V (T i+ 1) ;

(b) 若m ′
i+ 1= m i+ 1, 令 T i+ 1= T i, 有V (T i) = V (T i+ 1) ;

(c) 若m ′
i+ 1> m i+ 1, 将m ′

i+ 1和分布 T i 中最左的 1 置换为m i+ 1和m ′
i+ 2, 并且分布 T i 中最左一个 0 置换

为 1, 满足m ′
i+ 1= m i+ 1+ m ′

i+ 2, 置换后的分布记为 T i+ 1, 由引理 6 可知,V (T i) > V (T i+ 1) ;

(4) 令 i= i+ 1, 转步骤 (2) ;

由以上算法得到V (T 0)≥V (T 1)≥⋯≥V (T k- 1) , 并且 T k+ 1正好是 T。

定理 5 得证。 (证毕)

3　算法举例
有两真值总和相同而真值分布不同的不精确推理:

1)　　P 1{1}, 　P 2{1}, 　P 3{0}, 　Q { t}

　　2)　　P 1{1}, 　P 2{0. 5}, 　P 3{0. 5}, 　Q ′{t}

对于 (1)和 (2) , 比较它们的“A N D ”和“OR ”推理真值传播结果, 即结论Q 的真值 t

由 (7)式可得, 对于 (1) : 　　E (T ) =
1
3 lg

3
2

+
1
3 lg

3
2

+ 0= 0. 1174

对于 (2) :

E′(T ) =
1
3

lg
3
2

+
1
3

lg
1. 5

2
+

1
3

lg
1. 5

2
= 0. 0171

表 1　

推理

联结

推理式

算　法

13 23 本文的算法

1
AND 0. 6667 0 0. 5493

OR 0. 6667 1 0. 7841

2
AND 0. 6667 0. 5 0. 6496

OR 0. 6667 1 0. 6838

而 1
n 6

3

i= 1

ti 都为 016667 则由式 (9)、(10) 计

算 (1) 和 (2) 的“AND”、“OR”推理的结论真

值 t, 并和方法 13 , 23 的算法计算所得的结

果进行比较, 见表 1。

4　结论　
从表 1 中可以看出, 取和平均算法 (算

法 13 ) 既区分不了真值分布的不同, 又不

能区分推理方式的差别, 是一种很折衷的

算法; 取“最大”,“最小”的算法 (算法 23 ) , 则只用了推理条件中真值最大和最小的信息, 其它信息都弃之不
用, 故是一种极端化的算法; 本文的算法则避免了这种缺陷, 既用了推理条件理中的每一条信息, 又能区别
真值分布不同的差别, 而且结论的真值位于折衷算法和极端化算法之间, 更趋于合理。
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人注意力放在空瓶上, 觉得只剩那么一点点水了 (悲观派)。而另一种人却把注意力放在有水的地方, 认为

还有这么多水 (乐观派) ; 要么是分析的参考系或立场与观点不同, 如政治家的分歧。

对第一种分歧, 一般只要增加信息或改换分析角度即可解决。但对第二种分歧, 解决起来就非常麻烦、

甚至无法得到解决。

一般来讲, 自然科学家间的分歧大都来自第一种分歧, 因而最易得到解决; 管理和其他社会学类专家

的分歧往往来自于上述两个方面, 有的易解决, 有的难以解决。解决的思路应是“存同求异”, 即把分歧说得

更清楚、甚至搞得更大, 但目的是解决分歧。在信息一致的基础上, 如果观念上仍有差别, 则其分歧常表现

在对前提假设的不同意见上, 此时唯一的方法是统一认识; 政治家在遇到分歧时采取的办法常与科学家不

同, 他们总是寻求相同的地方以便折中后达到一致, 他们往往是在回避或掩盖分歧后达到统一, 而不象科

学家们那样在搞清分歧的基础上达到统一。实质上政治家的分歧相对而言最难消除。
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