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Risk aggregation in ERM system
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Abstract Copula is not an efficient tool for risk aggregation. Correlation coefficient model is an important

method in the area of risk aggregation. But it is criticized for ignoring the marginal distributions and not

capturing the tail correlation between risks. Based on some assumptions, this paper does research on these

two subjects with copula and Monte Carlo. It concludes: first, under certain conditions, the choice of

marginal distributions does not affect the estimation of the total risk; second, correlation coefficient model

may underestimate the total risk if the marginal distributions are tail correlated. At last, this paper defines

the concept of tail correlation coefficient and modifies the risk aggregation model.
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Copula ²�]DßDÚDÛ , ^�_Dß Copula ÚDÛD÷�`DðD»D¼�a�bD² ªD«DùDúDûDüDªD«DÐDÑ�c�d ìDÏDÄD³c´ .

ÌDÍD³D´D²���eDÊDË , fDñD³D´DêDëD÷ Copula º ªD«DÐDÑ Ú © ²DÞDßDò�gDócÄ��ih�jcÛ . Mikosch [10]

kDÓ
Copula ÚDÛ�lDD®�mD�D	D³D´D²D�Dö , �Dß û è�n , ��o Ñ ÞDßDà ªD«DÐDÑ�c�d . 
Dã�h�p , Kuritzkes

Ö [11] º ªD«�q�rDÑ�s�t���u ²�v�wix�yizDÂcÃDÄi{ ªc« ²i|�}i~i� , � ùDú ������� . Joshua Ö [12] ]Dß
VaR � ÓDªD«�������� ÷ Copula

ü������ m ªD«DÐDÑ ÚDÛDìDÏDÄ���� ,
kDÓDùDú �������DD÷ Copula Ú

ÛDè��D²D·�� . Manistre Ö [13] ��� ³D´ kDÓ , é�������z ,
ùDú �������DD÷�{ ªD« è��D²���|DÚDÛ .

ùDú
��������gDóDõDä ,

ÒDÓ ��|�{ ªD« ²DÇ��DÚDÛ . �D , ���D÷ ùDú �������D²D³D´�����f����Dõ�z c�d : Ý
���D÷��D�D²�{ ªD« ²���|�������� � Ý ���D�¡�¢�£��i{ ªD« õ ü º�¤�¥i����z�¢i£���{ ªc« �¦�§ ÞDß Copula ²�¨�©DÉ�ª�«�¬����®DÚDÛDìDÏD³D´ , �DÂDó�¯D	 : º ªD«Dø�°�±DùDúDû ����²�³�p ,ùDú ��������¢�£���{ ªD« . ºDã�´�µ�� ,

¦�§ gDó °�±DùDú ���D²�¶�· , ÂDóDÄ�¸ s ² ªD«DÐDÑ ��� , ÷D�
�GâI² ªD«DÐDÑ�c�d ö�fD®�¹�º�» .

2 Copula ¼¾½¾¿¾À¾ÁUÂUÃXÄUÅUÆ
2.1 Ç�È�É�Ê

v�w�ËD»D¼�Ì�Í ©�Î n m ªD« , ÷DÞD²�Ï�Ð ��ÑDÓ X1, · · · , Xn, ÒD»D¼�Ì�ÍD²�{�Ï�Ð Ó n
∑

i=1

Xi.
¦�§ ]

ßD² ªD«�������� �x�y °�±�Ó�Ô (Conditional tail expectation, CTE). CTE Õ�ÖD²DDºD®�¹�¶�×�Ø�Ù�z ,×�Ú ���Dî�Û�pD²�Ù�Ü�Ï�Ð . w�Ï�Ð Ó L, ¶�×�Ø�Ù Ó α, Ò :

VaRa (L) = min {Q : P [L 6 Q] > α} (1)

CTEa = E [L |L > VaRα ] (2)

Artzner [14] Ý ² CTE �Þ�ßD®�à û ² ªD«��i���i� . z §�á ßD² ªD«������i� Ü Ó ¶i×�ØiÙ Ó 99%

zD² CTE â . ãD® ªD«�������� ò�ä ��� ð�å�æcÅDÆiçDß , è�é�ê�ëDÀ «�ì�í�î�ï�ð �DÉ�ñ�òcÀ «iì�í�îï�ð �DÖ . º ªD«DÐDÑ�c�d â , ®�ó�v�w�ôD® ªD« ²�ë�õ�ö �i÷ ¹ ,
��ÑDÓ

c1, · · · , cn, ôDº�ø���|�}D»D¼�Ì
Í�{D² ªD« C.

2.2 Copula ù�ú
º�û�m ªD« ²�Ï�Ð ��u�ü �i|D²i�i��z , è�� î�ý ÂDÃ�{�Ï�ÐD² ��u , þ ü õ�ÿ ÷ ²�|�}�{ ªD« . ��� ,

èDéD³D´�]Dß Copula ÚDÛ���|�Ï�ÐD² rDÑ���u . Copula ²��DÕDºDà Ù���� ��u 
 �iuDø ² ùcúcû�������
,
Ó ³D´�{�Ï�ÐD² ��u g��DÄD®D¯�f ï ²D�Dö .

Copula ²�´ ¦ �D	D , 	�
 n ¯���� ��u ²DÌ�Ì� � ² rDÑ���u , � ü õDßD®D¯��D®D² Copula ÚD�D¹
Õ�Ö , � :

F (x1, x2, · · · , xn) = C (F (x1) , F (x2) , · · · , F (xn)) (3)

� â , C (u1, u2, · · · , un) D®D¯ Copula ÚD� , ui � � [0, 1] ²�Ü�� ��u . º����� ��� ��u ²�����z , ]Dß
��hD² Copula ÚD� , þ�� ��� ��u���� Ä���hD² ùDúDú�� .

C (u1, u2, · · · , un) = F
(

F−1 (u1) , · · · , F−1 (un) , ρ
)

(4)

� (4) D®D¯ s�t Copula, ρ ��Õ ªD«Dø ² ùDú�� � .

C(u1, · · · , un) = tv,R(t−1
v (u1), · · · , t−1

v (un)) (5)

� (5) D®D¯ t-Copula, v Õ�Ö���� � .

ãimcÚcÛc²��cÕcºcà îiý ÂcÃi{iÏiÐc² � u , f��càc÷i{iÏiÐc²��i� . �c ,
¦i§ikcÓ

, � �i�i�iz ,

Copula ÚcÛi�i� î èi�c²i�i� ªc«cÐcÑ ² cid , ���ifcõiz� cÕ : !c® , "i� , ºiè�
iç�#cÉ�$�% Copula

² c�d ��&�'�(�)�*�+�,�-�. . /�0�1�2 , Copula ,�3�4�5�6�7�8�9�: , ;�<�#�=�>�, Copula ?�@�A�B�,C�D 8�9�E . !�F , 3�4 Copula ,�G�HJI , K�L�<�M Copula N�H , O�L�P�Q Copula N�H�,�R�S . G�T�U�V
,�W�X�Y�Z�[�P�Q�,�\�] ,

C�D�^�_�`�a ,�.�b�7 . c�d , e�A�B�f�SJg�h�i , /�0�1�j�k�l�m�,�n�SJg�h�o
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�
, Copula ,�Q���8�9�U�V , ��������������� , ��E�,������ Copula ,�3�4 . ? Copula ����?�6���,�+����� � “ ����,���� ” [10].

2.3 �������� �¡¢
Copula N�£�?�¤�,�1�A�B�¥�¦�W�X ,

��§�¨�©�ª 1�«�G�¬�f��®�,�¯�°�?�@�A�B�±�²�P�Q , ³ C =

C (c1, · · · , cn). ´¶µ ,
^ 5�L�,�A�B�¥�¦�W�X�1�·�¸�¹�S�W�X , ³ :

C =

√

∑

i,j

ρijcicj (6)

° (6) I , ρij º�» Xi

¢
Xj ,�·�¸�¹�S . ·�¸�¹�S�W�X�1�¼�½�¾�¿�À�Á�Â�¦�Ã�Ä�l�m�,�Å�Æ�Ç�È�É�, `�a .

Manistre [13] ÊJË , Ì a ¿�À�,�Â�¦�l�m�1 t l�m , Í�W�X�/�1�.�b�,�Q���@�A�B�,�¯�° .
��Î�Ï�Ð Ç , ·�¸

¹�S�W�X�1�?�@�A�B�,�Ñ�Ò�P�Q .

Ì a Å�Æ i 6= j
�

ρij = 1, Ó�Ô�È�Õ :

C = c1+c2+ · · ·+cn (7)
Ö��

, Å�Æ�A�B�×�1�Ø�Ù�·�¸�, , =�Ú�¼�A�B�l�Û�Ü�¤ . Ý�Þ�ß�à�á�â�-�.�ã�ß�¯�ä�å�æ�4�Í�A�B�¥�¦
W�X . ç�èJI�A�B�×�=�Y�1�Ø�Ù�·�¸�, , é Ö�ê f�Å�Æ�G�T�ë�ì , í�î�, `�a 1�Y�o�P�ï�ð�ñ�ò�,�A�B , ?�ï
ð�ñ�ò�,�ó ¨ L�ô�o�T�è�k�A�B�õ�ö , ÷�;�Z�[�ï�ð�ñ�ò�,�ó ¨ ��¾�î ¨ .

Ì a Å�Æ i 6= j
�

ρij = 0, Ó�Ô�È�Õ :

C =
√

c2
1+c2

2+ · · ·+c2
n (8)

Ö��
, Å�Æ�A�B�×�1�Ø�Ù�ø�ù�, , Ú�¼�A�B�l�Û�Ü�¤ . ú�û�ë�B�ü�, RBC ý�þ�W�°�â A. M. Best ¯�ä

å�æ�4�Í�A�B�¥�¦�W�X . ÿ�1 , A�B�×�Ø�Ù�ø�ù�,�Å�Æ�G�T���� , ¼�ç�èJI���Ô�î�ù .
����� , `�a 1���P�ï

ð�ñ�ò�,�A�B , ?�ï�ð�ñ�ò�,�ó ¨ L�ô���T�è�k�,�A�B�õ�ö , ÷�;�Z�[�ï�ð�ñ�ò�,�����A�B .

·�¸�¹�S�W�X�,�����¼�T�	�° Ë ��
 Q����® , ���¼ Ö�§���� Ó�Ô�Q���®�¬�A�B�?�@�A�B�,����Jg�� .

·�¸�¹�S�W�X�/�é���G�T��®�;������ : c�¬ , ��¾���¤�j�k�l�m�,�����â�7�� , Ì a <�4���¾���������,
j�k�l�m , Í�W�X�Y���P�A�B . c�F , ��¾��� �¿�À�×���!�·�¸�7 , é�;���P���i�f���"�¿�À�> � É�ç�,�#�$ ,

±�;���P�@�A�B . ·�¸�¹�S�W�X�	�°��®%
 Q���&�' , ¼�è�(JI�3�4�8�9�N�) . Ì a�* ÊJË�+ =�Ú�¼ ��,�-
f�.�� , / � ? + ±�²�0�4�,�1�Ã *�2�3 ��, .�� , 4���¾�5�L�,�è�(�6�7 . é Ö , Ç�8�4�5�L�9�:�j�k�l�m¢ A�B�×�·�¸�7�?�@�A�B�, C�D , ±�;�;�<�·�¸�¹�S�W�X�?�=�è�,�@�A�B�,�Ñ�Ò�H�> . ¼ Ö�§���� , ?�É�1
Ã�,�·�¸�¹�S�W�X .

3 @BABCBDBEBFHGJIJKHLJM
3.1 N�O�P�Q�R�S�T�U�V- f�W�ñ�X�Y X 
 Y , l�m�Z�S�l�m�� F1 
 F2, ?�¤�,�[�Ú�Z�S�l�m�� F̄1 â F̄2. Ì a�\�] :

lim
z→∞

F̄1 (z)
/

F̄2 (z)= 0 (9)

X ,�l�m�·�? Y ,�l�m�0�1�^�� ; ·�� , Ì a�\�] :

lim
z→∞

F̄1 (z)
/

F̄2 (z)=∞ (10)

X ,�l�m�·�? Y ,�l�m�0�1���� . ^���,�l�m�_�`�Ã�Ä�l�m�
ba�c�>�o�, t l�m�d , ����,�l�m�_�` Pareto

l�m�
ea�c�>���, t l�m�d . ¬�f���g�h�� , ^���l�m�Y���P���"�¿�À�É�ç�,�#�$ , Ó * Y���P�A�B . ÿ�1 , =* h���^���l�m�,�¿�À�0�¬�iJg�����l�m�,�¿�À�A�B�j . k�^���l�m�¿�À�, CTE Ó * g�k�����l�m�¿�À�,
CTE l�E , ³�A�B�m�o . é Ö , ^���l�m�1�=�1�Y���P�A�B�L�n�è�k Ï�Ð ;�i . Ç�o�«�G�p�f���q���2 Ë ê
f�r�s .

3.2 t�u�P�v
Å�Æ�k�ï�ð�ñ�ò�o�w�x�y�A�B , l�m���A�B�¬�
 A�B�F�
 A�B�d�â�A�B�x . x�y�A�B�?�¤�, CTE l�m��

4 
 2.5 
 2 â 1.5, A�B�×�,�·�¸�¹�S�Ì º 1 ½ » .
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� 4�·�¸�¹�S�W�X , Ó�Ô�È�Õ�@�A�B�� 6.6, j�T�x�y�A�B���â 10, Ó���·�¸�¹�S�W�X��� ���A�B�×�Ú�¼
,�A�B�l�Û�Ü�¤ . ç�¼�Å�Æ�x�y�A�B�×�=�è�,�·�¸�¸�¹�1�Ã�Ä Copula, Ô�Ç�?�=�è�,�j�k�l�m�±�²�=�>�,
Å�Æ , ÔJg�h�j�k�l�m�,�<�M�?�@�A�B�, C�D . Ç�8�<�4�,�j�k�l�m���� - R�S�l�m , ¼������ 0 
 CTE b
i�, Ï�Ð Ç ,

- f�R�S�å�Ó�Ô���b�i 1. c�T�i�n Copula ,�Q�������U�V , ����Q���@�¿�À�, CTE 1�=�ç�è
, . Ç�8�?�@�A�B�,�Q���å § T���������W���N�£ , ¼�¬�i�, Copula Ç , ����W�� 50000 ��j�k�l�m�,�" ,

±�;�Ó�Ô�È�Õ 50000 f�@�¿�À�" , 500 f ^ E�,�@�¿�À�"�,�ö���"�³���@�A�B�E�j . ������W���G�H���[�,
\�] , 4 ��, G�H���U�±�² 100 � , 4 100 ��W�� `�a ,�ö���"���� ^�_ @�A�B .����� Å�Æ�x�y�¿�À�,�=�è�l�m�å�1�Ã�Ä�l�m , ¼�Ã�Ä Copula , Ï�Ð Ç , x�y�¿�À�,�Â�¦�l�m�/�1�Ã
Ä�l�m . «�G�Q�� , È�Õ�@�A�B�� 6.6, â�·�¸�¹�S�W�X�,�Q�� `�a ¬ � .

ê f `�a / ÊJË ��e�¿�À�,�Â�¦�l
m�1�Ã�Ä�l�m � , ·�¸�¹�S�W�X�1�.�b�,�Q���@�A�B�,�¯�° .����� Ã�Ä�l�m���T�^���l�m , ç�¼�<�M�����,�j�k�l�m . c�T t l�m�,���!����Jg�h���� , Y�����a
c�>�=�>�;�X�� ,

ê�  <�M t l�m�¡���j�k�l�m . e�a�c�>�h�E � , t l�m�¢�Ñ�T�Ã�Ä�l�m , ��¾�^������ ; W£ a�c�>���� , t l�m�,���!�¤�¥�X�� ; e�a�c�>�h�j � , t l�m�Y�¾ Ë�¦ ,�������� . ¼�=�>�, t l�m�Ç , Q
��É���,�@�A�B�Ì º 2 ½ » .§

1 ¨b©bªb«b¬bb®b¯b°b± §
2 ²b³ t ´bµb¶bb·bªb«

ytzb¸ ytzb¹ ytzbº ytzb»
ytzb¸ 1 0.4 0.2 0.2

ytzb¹ 0.4 1 0 0.2

ytzbº 0.4 0 1 0

ytzb» 0.2 0.2 0 1

ytzb¸ ytzb¹ ytzbº ytzb» ¼tytz½b¾ ¸ v =100 v =100 v =100 v =100 6.57½b¾ ¹ v =20 v=10 v =10 v =4 6.25½b¾ º v =4 v =10 v =10 v =20 6.23½b¾ » v =4 v =4 v =4 v =4 5.95

º 2 I�, `�a ¦ » , W £ j�k�l�m�,���!�¤�¥�X�� , @�A�B�¿�À�¤�¥�Á�j . ¼�c�¬�y Ï�Ð Ç , x�f t l�m
,�a�c�>�å�1 100,

Ö�� , t l�m §�¨ ¢�Ñ�T�Ã�Ä�l�m , é Ö @�A�B�/�¢�Ñ�T 6.6. ¼�c�F�y Ï�Ð Ç , x�f�j
k�l�m�,�a�c�> Ë�¦ Ç�� , A�B�x�,�¿�À�l�m���¾�Â Ë�¦ ,�������� ,

Ö�� @�A�B�Ç���� 6.25. c�d Ï�Ð Ç ,

A�B�F�â�A�B�d�,�¿�À�l�m���¾�X�� , A�B�¬ ¢ A�B�x�,�¿�À�l�m�Ã�Ä . Å�L�Æ�6�,�1 , A�B�¬�, CTE �
4, ;�A�B�x�, CTE � 1.5.

Ï�Ð d�,�¡�£�·�e�T�4JgÇ5�E�,�A�B�Ä�î�������l�m ,
`�a 1�@�A�B�È�É�Ç��

� 6.23. c�x�y Ï�Ð Ç , x�y�A�B�,�¿�À�l�m�æ�4�m�[�����,�a�c�>�� 4 , t l�m ,
Ö�� @�A�B�����Õ 5.95.

3.3 Ê�Ë�Ì�Í�Î
?�T�Ï�X�j�k�l�m�Ð�@�A�B�Ç���,�Ñ�é , Manistre [13] h���1�e�j�k�l�m�,�<�M ¢ Copula =�> � , W�X

Y�À�Ò�¬�i�,�? � 7 .
ê y�6���Ó *�Ô�Õ e�j�k�l�m�=�1�Ã�Ä�l�m � , @�A�B�Y�Ö�[�X�� , ÿ�1�= *�Ô�Õ @

A�B�X���>�j�k�l�m�X���,�¸�¹ . ��m�×�,�� Ô º 2 I�É�ç�, `�a ,
¨ 8�?�j�k�l�m�,���!�����±�²�9�: .Ø

1 1ÙaÇcÇ>�l�Ú�� 4 
 10 
 20 â 100 , t l�m�,���! Ø 	 . ÷ Ø I Ó�Ô�Û�ÉÙaÇcÇ>���, t l�m��
¾ ËÇ¦ ,�������� . «�G�Q�� , x�y t l�m�,�Ü���,�Ý�Þ�-�E�#�� 1.65, x�y�¿�À�E�T 1.65 ,�#�$�l�m��
8.7% 
 6.5% 
 5.7% â 5.1%. ³ , ¼�#�$�õ�ö�� 99% , Ï�Ð Ç , a�c�>�� 4 , t l�m�,���������8�9 Ë�¦ .

ß
1 àbá t ´bµbbâbãb´bµ ß

2 CTE äbå 1  t ´bµbbâbãbæbç
Ø

2 1 CTE d�T 1 ,�x�y t l�m�,���!���� , ÷ Ø I�Ó�Ô�Û�Õ , a�c�>���, t l�m�è�À���¾�������� .

ÿ�±�¬�é�l�ê , x�ëíì�î�Ü���,�Ý�Þ�-�E � � 1.3, x�y�¿�À�E�T 1.3 ,�#�$�l�Ú�� 0.2% 
 0.07% 
 0.05% â
0.03%. /�0�1�2 , ¼�#�$�õ�ö�= ] 0.2% , Ï�Ð Ç , a�c�>�� 4 , t l�m�,���!�ï�Ó * ��T ��Î d�y t l�m .

��� Ø 1 
 Ø 2 ,�l�ê , =���È�É ` g , e�¿�À�l�m�, CTE ð�i � , ��¾���������,�l�míì�î�Y���ñ�ò ,

1. óbôbõtytzt� , öb÷tqbøbù 0 úüûþýbÿ��t� ½b¾ . ���böb÷tqbø��bù 0, ��������	 [X − E (X)] ��
t| , ����
t|��t�bö÷tqbøbù 0.
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� ��!�É�ç���"�,�#�$�Á�j , /�0�1���!�X� . ¼ 99% Õ 99.8% ��×�,�#�$�Ç , ����l�m�,���!Jg ¨ ��^��
l�m�,���!�l�L�^ . /�0�1�2 , ¼ ê f�#�$���×�� , ����l�m ¢ ^���l�m�,���!�����1�·���, . ;�¼ 99% ,
#�$�õ�ö�Ç ,

C�D @�¿�À CTE ,�����1���T 99% Õ 99.8% ��×�!�l�,�¿�À�" . é Ö , e�j�k�l�m�<�M����
l�m � , É�ç�@�A�B�Ç���,�ç���/�0�¦ Ï ¦���� . ¾�����,�� � Ó�Ô ÊJË , e�j�k�l�m�<�M ��Î�� ��l�m , Ì
?�S�Ã�Ä�l�m�/ Pareto l�m � , @�A�B�è�À�=���G 6.6.Ö��

, Ó�Ô�È�É ` g , ¼�j�k�l�m�, CTE ð�i�,�ë���Ç , j�k�l�m�,�<�M���=�Y C�D�^�_ ,�@�A�B . /
0�1�2 , ·�¸�¹�S�W�X�=�Y�é�����¾��� �j�k�l�m�,���!�����;���P�@�A�B .

4 ���������BEHFJGJIHKJLJM
4.1  �S�!�"

A�B�þ�����gJI , A�B�×�·�¸�7�# � 1���!�·�¸�7�1 C�D @�A�B�,�5�L�é�$ .

λ = lim
u→1

P
(

X > F−1
X (u)

∣

∣Y > F−1
Y (u)

)

(11)

° (11) 4���Q�� - y�¿�À�×�,���!�1�%�·�¸ , Ì a λ = 0,
- y�¿�À�1 � ��ø�ù�, ; Ì a λ 6= 0,

- y�¿
À�1 � ��·�¸�, . ��!�·�¸�7�#'&�,�5�L�6�7�¼�T , ¼�A�B�þ�� I , ¿�À�l�m�,���!�"�?�@�A�B�, C�D 8�9
E , ;�·�¸�¹�S�Ó *�( ,�- f�W�ñ�X�Y�×�¥�)�,�·�¸�¸�¹ , ;�= * ��¤�É � ��!�,�·�¸�¸�¹ . ¼ - y�¿�À�,
·�¸�¹�S�b�i�,�ë���Ç , ��!�,�·�¸�¸�¹�Ó�Ô�1�i�y�i�*�, .

¿�À�×���!�1�%�·�¸ , ¬�N�o�+�,�T�·�¸�¹�S , -�¬�N�o�+�,�T Copula .�/�M . ¼�Ã�Ä Copula . Ï�Ð
Ç , Ì a ¿�À�×�·�¸�¹�S�0�1 1, 2�¿�À�×�1 � ��ø�ù�. . ¼ � 8�.���qJI , ¿�À�×�.�·�¸�¹�S Ë�¦ 0�� 1, 3
/�4�. Copula ����Ã�Ä Copula.

Ö��
, Ó�Ô�5�é�6�7 , Ã�Ä Copula .�Å�Æ�8�9���¿�À�×�Ó * Ú�¼�.���!

·�¸�: , é�3���P�;�< .

4.2
� u�P�v
È�É�=�4 � 8�>?.���q , k�ï�ð�ñ�ò�¾�x�y�;�< , ¿�À�@�A���B�C�D�@�A , E�F�. CTE @�A�B 4 G 2.5 G 2H

1.5. I�J�K�L�M�N�O�.�P�Q�Q�R�0�1�C�D Copula, 3�1 t-Copula2. S�T�U�4�V�W�X�Y�Z�[�\�] , ^�_�Z
[ 50000 `�K�L�a�b , c�d�Z�[ 100 _ , e�f�g�;�<�h�i�j�k . e�f�l�m�n�o 3.p�q K�L�M�r�s�P�Q�t�h�u�v , g�w�x�y�z�u�{ . | t-Copula h~}?�?��B 100 � , t-Copula ������C�D
Copula, ����h�g�w�x������ 6.6.

p�q
t-Copula }?�?��������� , K�L�M�r�s�P�Q�t�����u�v , g�w�x����� ��� 6.6. ��� , |�K�L�M�����r�s�P�Q�t�� , P�Q�R�a�Z���������w�x , ����h��?��n�o 3 ��� .�'�'� l'�'h'�'� � ,  '¡'�'¢'h'£'¤'¥ , n'm'K'L'M'P'Q'R'a'¦'§'¨'©'ª'« , �'¬'©''®'h'l'm�¯°E

� , ±�²�³�´�E�µ�¶���·�¸�¹�º . »�¼�w�x , K�L�@�A�j�B�C�D�@�A , E�F�h CTE @�A�B 4 G 2.5 G 2 H 1.5. »
¼�w�x�M�����P�Q , P�Q�R�a�n�o 4.

� o 4 h�I�J�½�¾�¿ , n�m�À�Á�C�D Copula, e�f�Â�Ã�g�w�x�B 9.22.Ä�Å Á�P�Q�R�a�Z���e'f�Â'Ã'h'g�w'x'B 9.22, Æ�C�D Copula ¿�h�e�f�l�m� �Ç . È � ª�C�D Copula B
t-Copula, � � Â�Ã�l�m�n�o 5 ��� .É o 5 Ê?h�a�b���Ë , |�K�L�M�P�Q�R�a�u�{�Ì , g�w�x�� p�q u�{ . Í � ²�@�Î�l�m�P�Í , P�Q�R�a�Z
��S�T�����Ï�g�w�x . Ð�¥ , Ñ�Ò�Ó�Ô�h�¥ , P�Q�R�a�u�{�Ì , P�Q�R�a�Z�������g�w�x�hÕ�?�'���'Ï . ��Ö
¥�× , K�L�M�P�Q�R�a�Ø�Ù , P�Q�R�a�Z���E�g�w�x�h�����Ú���Ö�Ø�� .

Û
3 Ü�Ý t-Copula Þ�ß�à�á�â

Copula ã�äæå 100 20 10 4ç�è�é
6.64 6.76 6.91 7.23ê�ëíìæî

(%) 0.6 2.37 4.49 8.71

Û
4 ï�ð�á�â�ñ�ß�ò�ó�ô�õè�é�ö÷è�é�øùè�é�ú÷è�é�û

è�é�ö
1 0.9 0.7 0.8è�é�ø

0.9 1 0.7 0.8è�é�ú
0.7 0.7 1 0.8è�é�û
0.8 0.8 0.8 1

Û
5 ü�ý�ò�ó�ô�õ�þ t-Copula Þ

ß�à�á�â
Copula ã�äæå 100 20 10 4ç�è�é

9.24 9.32 9.34 9.46ê�ëíìæî
(%) 0.22 1.07 1.28 2.54

4.3 ÿ��������
E ��� l�m�h�����¥ , ��	�
���¿ , |����h���s�½�¾�¨�©�� , ����w�x����?��Í�����È���C���h���Ù�K

L , ��Ö�¥�×�K�L�h�r�s�P�Q�t���v���K�L�h�i�j�P�Q�t .
Ä P�Q�R�a�Z�����c�F�K�L�M�h�i�j�P�Q�t , ���

c�F�K�L�M�r�s�P�Q�t , ����������w�x . |�K�L�M�O���h�r�s�P�Q�t�����v�� , n�m���¼�K�L�h�i�j�P�Q�t
2. � t-Copula � , � � ! " # $ % & ' t-Copula ã�äæå ( ) ê * + , .
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����: , ×��?i�j�P�Q�t ��; Ù�Ú�� ��< ��Ï�r�s�P�Q�t , E�r�s�P�Q�t�h�����Ö�� ; � � , P�Q�R�a�Z����
��g�w�x�h��?��Ö������ ; n�m���¼�K�L�h�i�j�P�Q�t�±�=�Ö�����Ù , ×��?K�L�M���>�r�s�P�Q�t�����v , ?@ M�h�K�L�P�Q�t�A�����v , i�j�P�Q�t�E�r�s�P�Q�t�h < ��B�m�Ö'��� � , i�j�P�Q�t�E�r�s�P�Q�t�h��
��h�Ú�����������C , P�Q�R�a�Z�������g�w�x�h��?��Ö������ .

È �EDEF   ¡EGEH h �EI�J � � � hEK�Î : e fELEM Copula � � Í P Q R a ¿ h P
(

X > F−1
X (u) |Y >

F−1
Y (u)

)

, l�m�n�o 6.
D�F o 6 Ê?h�a�b���Ë , |�K�L�M�P�Q�R�a�ª�Ù�� , N�T�C�D Copula ¿�O���K�P�h

r�s�P�Q�t�S�T���� 0, Ð�¥���� 0 h�Q���y�z�ª�R , ��Ö�¥�× , P�Q�R�a�ª�Ù�� , C�D Copula h�O���K�P
Û

6 Ü�Ý�ò�ó�ô�õ S�Ü�Ý T U�Þ�ß P V
ρ = 0 ρ = 0.2 ρ = 0.4 ρ = 0.7 ρ = 0.9

u=0.9 0.1 0.17 0.27 0.47 0.69

u=0.99 0.01 0.03 0.09 0.27 0.54

u=0.999 0 0.01 0.03 0.16 0.44

u=0.9995 0 0 0.02 0.14 0.41

h r s �  XW h @ MZY � � � Ï P Q t , � � E r s P Q
t�h�������y�z�ª�: , E�g�w�x�h���������ª�: .

����h�l���¥ , n�m�K�L�M�������v�h�r�s�P'Q�t , P
Q�R�a�Z���������g�w�x , [�\�]�^�_�`�a�±�b�c���d , ·Ä [�\�]�^�_�`�F�E����w�x�h���e���d . Ð�¥ , f�¼����
h�Ú���� p w�x�M�P�Q�R�a�u�Ù Ä�g C .

5 hjijkjljmjn3o/p/q
D�F�� ²�h�K�Î , r�s�� ��t�u Â���l�� :

� ^�¼�w�x�Ù�:�v�W�hw
w��¿ , P�Q�R�a�Z���������xwO��
K�P�h�À�y Ä ����g�w�x , ¥�E�g�w�x�����z�h���e . Ð�¥ , |�K�L�M���������� � h�r�s�P�Q�t�� , P�Q�R
a�Z���������g�w�x , [�\�]�^�_�`�a�±�b�c���{�K . ��Ö�¥�× , E�P�Q�R�a�Z���h���|�}�~�Ê , �� �|���\�

, ��L�|�\ � .

E�P�Q�R�a�Z���·�¸�����h� �¡���±�����¥ ������� h�R�a�������µ���h�P�Q�R�a . Wang ��� � P�Q
R�a�h���� @ M�h ��� �����'P�Q'R'a [15] . Ð�¥ , f�¼�\�]�����Á���:�®�±�� , |�®�±�������Ù�� , f�¼�\
]�h�B�m������ � . ±�²�����h� �¡�\�]�¥�Á�K�L�M�r�s�h'P�Q�R'a��'o���r's�h'P�Q�Q'R , ��Á�������K
L�M�h�i�j�P�Q�R�a ,

� ����P�Q�R�a�Z�� . J���¡�K�L�K�P�x X
H

Y , ��r�s�P�Q�R�a�o���x :

ρ̄XY =
cov (X, Y |X > VaRa (X) , Y > VaRa (Y ) )

√

Var (X |X > VaRa (X))
√

Var (Y |Y > VaRa (Y ) )
(12)

±�²���x , |�w�x���������À�Á�������i�x 99% h CTE � , � (12) Ê α À�y 95% ¥���������h .

Ð'¥ , �'�'¥'�'�'K'L'MwA'�'� �w� h'r's'P'Q't . �'Ö'¥'× , K'L'M'r's'P'Q'R'aw�'�' wW'g'¥'Ù'�
i'j'P'Q'R'a . |'K'L'M'h'i'j'P'Q'R'a'Ù'�'r's'P'Q'R'a'� , ×Õ� i'j'P'Q'R'aw�w�'�'�'�'r's'P'Q't ,

P�Q�R�a�Z���¥�E�g�w�x ; z�h���e . |�K�L�M�h�i�j�P�Q�R�a�:���r�s�P�Q'R�a'� , ×��?i�j�P�Q�R�a��
��Ï�r�s�P�Q�t , P�Q�R�a�Z���������� � h�����g�w�x . ¿�� � ��¡���I�×���f� �l�� :

��  , I�J�È � ����¼�a�¬ , �� �¼�a�¬�� 100  �¡�a�� � J�¢�� , ��L�¼�a�¬�� 100  �¡�a���£�J�\
� , �w�'¼wa'¬w� 100  w¡wa'� � Jw¢w� G 100  w¡wa'�w£wJw\w� , e'fw�'¼wa'¬'hw¡wa'w'x , ¤'^'¼wa'¬
 �¥�K�L�h CTE. ¦�§�E � J�¢�� H £�J�\���hw¨�©'a�b'·�¸wK�Î , ±�²�À�y�Ï 2000 ª 1 « 4 ¬°Ã 2008

ª 6 « 17 ¬®�M�^�¥�h � J�¢�� H £�J�\�� . ��a�b�·�¸�G�H�º�¯�Ì , °�Â�Ã 1990 `�a�b , a�b�M�h�P�Q
R�a�x 0.935.

Å Á�±�²�a�b���e�h�l�m�x : �� �¼�a�¬� �¥�K�L�h CTE x 3.805, ��L�¼�a�¬� �¥�K�L�h
CTE x 4.058, ����¼�a�¬� �¥�K�L�h CTE x 7.753. È ��³ Ò�´�µ�����¼�a�¬�h�w�x , n�m Å Á�P�Q�R�a
Z�� , Â�Ã�h�g�w�x�x 7.734, ����g�w�x�h��?����� 0.25%. ��� , ¶�l�m�¥�E�N�O�g�w�x ; z�h���e .

Å Á
� (12) h�\�] , e�f���¼�w�x�h�r�s�P�Q�R�a , Â�Ã�h�l�m�¥ 0.853, :�� 0.935. n�m Å Á�r�s�P�Q�R�a�e
f�����¼�a�¬�h�g�w�x , Â�Ã�h�l�m�¥ 7.568. f� �l�m�·�� � ²�h�K�Î ,

� J���a�Æ�£�\���a�M�h�P�Q�R�a
x 0.935, ¸���� 1, ×���L�¹��M���� ; v'h'P�Q't . ��¼�w�x�h�i�j�P�Q�t'v��'r's�P'Q't , ������º �
i�j�P�Q�t�E�r�s�P�Q�t�h < ��B�F . ��� , P�Q�R�a�Z���¥�E�g�w�x ; z�h���e .

��L , I�J���]�^�_�`�����¼�w�x , E�F�h�K�L�K�P�A�¥���D�K�P , CTE K�»�x 4
H

2.5, K�L�M�P�Q�R
a�¦�§�x�H�¼�¦�§ , K�L�M�h�P�Q�Q�R�o���x~}?�?��x 3 h t-Copula.

É ½�¾���Ë , ��¼�K�L�¥�P�Q�½ � h
( P�Q�R�a�x 0), Ð�¥�K�L�M�º � � � h�r�s�P�Q�Q�R . ¦�§�·�¸�V�W�X�Y�Z�[ , ^�_�Z�[ 50000 `�a�b , c
d�Z�[ 100 _ . Z�[�l�m�o�� , N�O�h�g�w�x�x 5.32. T�Ì�¾�Á�P�Q�R�a�Z�� , e�f�Â�Ã�h�g�w�x�x 4.72. �
� , P�Q�R�a�Z�� ; � � h�����Ï�g'w�x . n�m Å Á�r�s�P�Q�R�a�����gw¿�P'Q�R'a , Ö���Â�Ã���Í�h�l�m .
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100 _�Z�[�¿ , ��¼�K�L�P�Q�R�a�h�i�j'k�x 0, ·���I�J�½�¾ , ��¼�K�L�h�r�s�P�Q�R'a�h'i'j�kwx 0.38,

Á���R�a�e�f�Â�Ã�h�g�w�x�x 5.46. ��� , ¾�Á�r�s�P�Q�R�a�Â�Ã�h�g�w�x�¥�E�N�O�g�w�x ; z�h���e .

¢ � � � , w�x�º���Z���h�����\�]�x : |�K�L�M�P�Q�R�a�Ù���r�s�P�Q�R�a�� , U�Á�µ�P�Q�R�a�Z�� ;

|�K�L�M�P�Q�R�a�:���r�s�P�Q�R�a�� , Á�r�s�P�Q�R�a�����P�Q�R�a .

C =

√

∑

i,j

ρ∗ijcicj (13)

��Ê , ρ∗ij = max
(

ρij , ρ̄ij

)

.

6 ÍjÎjÏ
O�Ð�Ê , w�x�M�N�O�h�P�Q�Q�R ;�Ñ�D�F Copula Z�[ , ¾�Á Copula ·�¸�w�x�º���h���¸�t�����Ò . f

¼�
���¿ , w�x�º���Z���Ö � Â����w�'Ò . P�Q�R�a�Z���¥�E�g�w�x�h'�wÓ��'e , Ô�Õ�Ö�����´�µ�O���K�P
h'r's'Ww× , Ð'¥w�'�'�w�wxwOw�wKwP'h'�'Í'Àwy Ä �'�'g'w'x . Ð'¥ , ØwÙ'h'P'Q'R'a'Z'�'�w�'�w�wx'w
x�M�����h�r�s�P�Q�Q�R Ä ����g�w�x . Ú���¥�|�w�x�M�h�r�s�P�Q�t�����i'j�P'Q�t�� , P�Q�R�a�Z����
����� � h�����g�w�x . ¾�Á�����h�w�x�º���Z���� � ��B�Û�·�f� �£�¤ , Â�Ã�E�g�w�x�h�Ü�z�h���e�l�m .
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