
第 32 卷第 1 期                             电  子  与  信  息  学  报                               Vol.32No.1 

2010年 1月                        Journal of Electronics & Information Technology                        Jan. 2010 

环 kF uF u F12 2 2+ + + − 上长为 s2 的 u(1 ) -+ 常循环码的距离分布 
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摘  要：研究码字的距离分布是编码理论的一个重要研究方向。该文定义了环
1

2 2 2+ + kR F uF u F−= + 上的

Homogeneous 重量，研究了环R 上长为2s
的( )1 -u+ 常循环码的 Hamming 距离和 Homogeneous 距离。使用了有

限环和域的理论，给出了环R 上长为2s
的( )1 -u+ 常循环码和循环自对偶码的结构和码字个数。并利用该常循环

码的结构，确定了环R 上长为2s
的( )1 -u+ 常循环码的 Hamming 距离和 Homogeneous 距离分布。 
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The Distributions of Distances of u(1 ) -+ Constacyclic  
Codes of Length s2  over kF uF u F12 2 2+ + + −  
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Abstract: In coding theory, it is important to study the distance distribution of codewords. The Homogeneous 
weight over ring 1

2 2 2+ + kR F uF u F−= +  is defined. Hamming distances and Homogeneous distances of 
(1 )-u+ constacyclic codes of length 2s  over the ring R are studied. By means of the theory of finite rings, the 
structure of (1 )-u+ constacyclic codes of length 2s  over R is also obtained. Especially, the structure and the size 
of cyclic self-dual codes over the ring are also given. Then, using the structure of such constacyclic codes, the 
distributions of the Hamming distances and Homogeneous distances of such constacyclic codes are determined.  
Key words: Constacyclic code; Hamming distance; Homogeneous distance 

1  引言  
最近，多项式剩余类环上的码得到了广泛和充

分的研究。从最初文献[1]运用 2 2F uF+ 上的线性码

构造格至今，已有大量的文献对此环上的码进行了

研究。文献[2]研究了 2 2F uF+ 上的循环码和自对偶

码；文献[3]讨论了 2 2F uF+ 上的类型II码；文献[4]
给出了 2 2F uF+ 上奇长的( )1 -u+ 常循环码的性质。

文献[5]研究了环 1
2 2 2

kF uF u F−+ + + 上码长为奇

数的循环码；文献[6]中利用环 1k
p p pF uF u F−+ + +

来构造最佳跳频序列；文献 [7]中研究了 pF +  

puF 1k
pu F−+ + 上单根循环码及自对偶码的结构；

文献[8]中证明了环 [ ]/ s
qF u u 上所有的单根循环码

皆为最大秩距离码；文献 [9]中研究了 q qF uF+  
1k

qu F−+ + 上一类重根常循环码。文献[10]中确定

了 (2 , )aGR m 上长为2s 的负循环码的Hamming距离；
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文献[11] 确定了 2 2F uF+ 上长为 2s 的 ( )1 -u+ 常循

环码的距离分布；本文继续研究多项式剩余类环R
上的长为2s 的( )1 -u+ 常循环码的距离分布，首先定

义了该环上的Homogeneous重量，  该重量是

2 2F uF+ 上Lee重量的一个推广；其次，研究了该环

上长为 2s 的 ( )1 -u+ 常循环码的Hamming距离和

Homogeneous距离，给出了环R 上长为2s 的( )1 -u+
常循环码和自对偶码的结构和码字个数；最后，利

用这个结构，确定了该环上长为2s 的( )1 -u+ 常循环

码的Hamming距离和Homogeneous距离分布。 

2  基本概念和引理 
R 是局部环，特征为 2，其唯一的极大理想是

( )u ，u 的幂零指数为k ，即 0ku = 。对任意的a R∈ ，

a 可以唯一地表示为 1
0 1 1

k
ka a a u a u −
−= + + + ，

2ia F∈ 。R 上长为n 的线性码是 nR 的加法子群。如

果对R 的单位λ，长为n 的线性码C 在自同构 λσ ： 
0 1 1 1 0 2( , , , ) ( , , , )n n nc c c c c cλ− − −  

下不变，则称码C 是 -λ 常循环码。当 1λ = 时，称C
为 R 上的循环码；当 1 uλ = + ，称C 为 R 上的
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( )1 -u+ 常循环码。定义由 nR 到商环 [ ]/( )nR x x λ−
上的映射 ρ： 

1
0 1 1 0 1 1( , , , ) n

n nc c c c c x c x −
− −+ + +  

称 ( ) 1
0 1 1

n
nc x c c x c x −
−= + + + 为 c = 0 1( , , ,c c  

1)nc − 的码字多项式。一般地视码字和码字多项式为

同一概念。R 上长为n 的 -λ 常循环码可以看作是商

环 [ ]/( nR x x  )λ− 的理想。 
环 R 上的码有两种重量：Hamming 重量和

Homogeneous 重量。分别用 ,ha how w 表示。定义环R
上的码字的 Hamming 重量为该码字的非零分量的

数目。定义环R 上的 Homogeneous 重量如下。 
定义 1  环R 上的 Homogeneous 重量是R 上的

一个重量函数， 

自然数 2 1

1 1

0,      0

: ( ),  2 ,  0,  

2 ,  

k k
ho

k k

r

wt R N r r r u

r u

− −

− −

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪→ ≠ ≠⎨⎪⎪⎪ =⎪⎪⎩

 

R 上 长 为 n 一 个 码 字 0 1 1( , , , )nc c c − 的

Homogeneous 重量是对应分量的 Homogeneous 重 

量的和，即
1

0 1 1
0

( , , , ) ( )
n

ho n ho i
i

wt c c c wt c
−

−
=

=∑ 。 

线性码C 的 Hamming 距离和 Homogeneous 距
离分别为码C 中的非零码字的极小 Hamming 重量

和 Homogeneous 重量，分别用 ,ha hod d 表示。线性码

的这两种距离是它的很重要的参数，在编码及模格

的构造中起着很重要的作用。 
为了研究环 R 上长为2s (s ≥ 1)的( )1 -u+ 循环

码的结构，需要用到下面两个引理。 
引理 1 [ ]12   设R 是阶为 pα 的有限环，p是素数，

则R 上长为n 的线性码C 的码字的数目是 kp ，其中

k 是集合{ }0,1,2, , nα 中的某个整数。 
引理 2 [ ]13   设R 是有单位元的交换环， ( ),f x  

( ) [ ]g x R x∈ 均为非零多项式，并且 ( )g x 的首项系数

是 R 中的单位，则存在唯一确定的多项式 ( ),q x  
( ) ( )r x R x∈ ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x= + ，且 ( )degr x  

( )degg x< 。 
对任意向量 1 2 1 2( , , , ), ( , , , )n nx x x y y y= =x y  

∈ nR ，定义 x与 y的内积为 1 1 n nx y x y⋅ = + +x y 。

如果有 ⋅x y =0，则称 x与 y正交。 设C 是环R 上

长 n 为的线性码，令 { | 0,nC R⊥ = ∈ ⋅ = ∀x x y y  
}C∈ ，则C ⊥也是环R 上的线性码，称之为C 的对

偶码。 

3  R上长为 s2 的 u(1 ) -+ 常循环码的结构 

下面讨论环R 上长为 ( )2 1s s ≥ 的 ( )1 -u+ 循环

码，它恰是环 [ ] 2/( (1 ))
s

R x x u− + 的理想，用 ( )R s 表

示环 [ ] 2/( (1 ))
s

R x x u− + 。 

定理 1  R 上长为 2s 的 ( )1 -u+ 常循环码是

( 1) , 0 2i sx i k+ ≤ ≤ 。 
证明  设 I 是 ( )R s 的理想，则 I 的每个元素模u

形成环 [ ] 2
2 /( 1)

s
F x x − 的理想，而 [ ] 2

2 /( 1)
s

F x x − 的

理想是 ( 1) , 0 2 ,j sx j+ ≤ ≤ 故 I 的每个元素都可写 

成： ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1

1 + 1
k

j ji
i

i

c x x u d x c x x ud x
−

=
+ = + +∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( ), ,ic x d x d x R s∈ 。在 ( )R s 中， 2+1
s

u x= ，即

( )21
s

u x= + ，所以 ( )ud x ∈ ( )21
s

x + 。又在 ( )R s 中

( )21 0
s k kx u+ = = ，所以 1x + 在 ( )R s 中的幂零指数

是2s k ，故 I 必包含在 ( )R s 的某个理想 ( )1 jx + 中，

其中 0 2sj k≤ ≤ 。对 ( )R s 中的某个理想 I，令 δ 是
使得 I ( )1 jx⊆ + 的最大值 j ，则存在 ( )a x I∈ 使得

( ) ( ) ( )1a x x b xδ= + ， 而 ( )( )1, 1x b x+ = ， 其 中

( ) ( )b x R s∈ 。因为 1x + 在 ( )R s 中不可逆，所以 ( )b x
是 ( )R s 中的逆元，因此( ) ( ) ( )[ ] 11x a x b x Iδ −+ = ∈ ，

由此得出 ( )1I x δ= + 。因为 I 是 ( )R s 的任一理想，

所以 ( )R s 的理想是 ( )1 , 0 2i sx i k+ ≤ ≤ 。    证毕 
注意到在 ( )R s 中， ( )21

s
x u+ = ，因此R 上长

为2s 的( )1 -u+ 常循环码可以记为 
1 2

2 1 2 2

2 2 2 1 2 3

3 2 ( 1) 1 2

1 ( 1) ( 1)

  = ( 1) ( 1)

  = ( 1) ( 1)

  = ( 1) ( 1)

 0

s

s s

s s

s sk k

x x

u x x

u x x

u x x

+ ⋅

⋅ + ⋅

− + ⋅

⊃ + ⊃ ⊃ +

⊃ + ⊃ ⊃ +

⊃ + ⊃ ⊃ +

⊃ + ⊃ ⊃ +

=

 

由引理 1 和定理 1 可以得到如下推论 1。 
推论 1  (1) ( )R s 是一个链环，其极大理想为

1x + ， 1x + 的幂零指数为 2sk ，且在 ( )R s 中，

( )21
s

x u+ = 。 
(2)设C 是R 上长为 2s 的 ( )1 -u+ 常循环码，则

( )1 , 0 2i sC x i k= + ≤ ≤ ，其中 i 是集合 {0,1, ,  
2 }s k 中的某一整数，则 22

s k iC −= 。 
(3)码字C 的对偶码为 ( )2= 1

s k iC x −⊥ + ，而且

2iC ⊥ = ，当 12 2s sk i k− ≤ ≤ 时， ( )1 ix + 是自正交

的， ( )
121

s kx
−

+ 是 R 上长为 2s 的唯一的自对偶

( )1 -u+ 常循环码。 

4  R上长为 s2 的 u(1 ) -+ 常循环码的距离 
首先考虑 R 上长为 2s 的 ( )1 -u+ 常循环码的

Hamming 距离。 
引理 3  设 C ( )1 ix= + 是R 上长为2s 的(1+  

)-u 常循环码， {0,1, ,2 }si k∈ ，则当 -0 2 (si k≤ ≤  
1)， ( ) 1had C = ；当 （ 12 ( 1)+1 2 1) 2s s sk i k −− ≤ ≤ − + ，

( ) 2had C = 。 
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证明  因为 ( )R s 的理想形成严格包含升链 
1 2

2 1 2 2

2 2 ( 2) 1 2 ( 1)

1 2 ( 1) 1 2

1 ( 1) ( 1)

  ( 1) ( 1)

  ( +1) ( +1)

  ( 1) ( +1) = 0

s

s s

s s

s s

k k

k k k

x x

u x x

u x x

u x x

+ ⋅

⋅ − + −

− − + ⋅

⊃ + ⊃ ⊃ +

= ⊃ + ⊃ ⊃ +

= ⊃ ⊃ ⊃ ⊃

= ⊃ + ⊃ ⊃

 

所 以 ( )( ) ( )( )0 1+1 +1ha ha had x d x d≤ ≤ ≤  

( )( )2 ( 1)1
s kx −+ 。 又 因 ( )( )01had x + had=  

( )( )2 ( 1)1 1
s kx −+ = ，故当 0 2 ( 1)si k≤ ≤ − ， ( )had C  

1= 。当2 ( 1) 1s k i− + ≤ ≤ 2 (s k − 11) 2s−+ ，假设C 中

有 Hamming 重 量 为 1 的 码 字 ( )c x ， 则

( )c x ,k kx xβ= ( β 为R 中的单位)，或者 i ku x ，其中

1 1i k≤ ≤ − ，0 2 1sk k≤ ≤ − 。若 ( )c x kx= 或 kxβ ，

则由 ( )c x 是 ( )R s 的逆元可得 1 C= ，矛盾；若

( )c x = i ku x ，则由 kx 是 ( )R s 的逆元可得 iu C⊆ ，

矛盾。因此 ( ) 2had C ≥ 。又 ( )2 ( 1) 1 11
s k kx u− + −+ =  

( )1x⋅ + = 1 1k ku x u− −+ ， ( )
12 ( 1) 2 11 (

s sk kx u x
−− + −+ =   

1 12 1 2 11)
s sk ku x u
− −− −+ = + ，所以 ( ) 2had C = 。  证毕 
引理 4   设 l 是整数，且 1 , (ll s c x≤ ≤ =  

( )1
2 ( 1) 2

1)
ls

i

s ik
R s=

−− +∑
+ ∈ ，则 ( ) 2l

ha ld c ≤ 。 

证明   在 ( )R s 中， ( ) 1
2 ( 1) 21

ls

i

s ik
lc x =

−− +∑= +  = 

1ku − ( )2

1
1

s il

i
x

−

=
+∏ =

2
1 2 2

1

l
s s lk i

i

u x
−− − ⋅

=
∑ 。 因 此 ， 对

1 l s≤ ≤ ， lc 的 Hamming 重量是2l ，从而 ( )ha ld c  

2l≤ 。                                   证毕 

引理 5  设 ( ) ( )1 iC x R s= + ⊆ 是R 上长为2s

的 ( )1 -u+ 常循环码，其中
1

2 ( 1) 2
l

s s j

j

i k −

=
= − +∑  

1+ ，1 1l s≤ ≤ − ，则 ( ) 12l
had C +=  

证 明   在 ( )R s 中 ， ( ) ( )11 1i kx u x−+ = +  

( )2

1

1
s il

i

x
−

=
⋅ +∏ = ( )1 1ku x− +

2
2 2

1

l
s s li

i

x
−− ⋅

=
∑ ，因此( )1 ix +  

的 Hamming 重量是 12l+ ，从而 ( ) 12l
had C +≤ 。 

设 ( )f x C∈ ， 则 ( ) ( ) ( )1 if x x g x= + ， 其 中

( ) ( )g x R s∈ 。注意到( )2 11
s l

x
− −+ 是次数为2 1s l− − 的

首一多项式，由引理 2，存在 ( ) ( ) ( ),h x r x R s∈ 使得

( )g x = ( )2 11
s l

x
− −+ ( )h x + ( )r x ， ( )( )deg 2s lr x −<  

1− 。则 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

2 2 1

2 1

2
2 1 2 2

1

2
1 2 2

1

1 = 1

        1

      = 1 1

     1

s s l

s l

l
s s s l

l
s s l

i k

k k i

i

k i

i

f x x g x x

x h x r x

x h x u r x x x

u r x x x

−

−

−

−

− +

−

− − ⋅

=

− − ⋅

=

= + +

⎡ ⎤⋅ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + ⋅ +

= +

∑

∑  

注意到 1ku − ( )( )1r x x + ( )2 11
s

x +∈ + 。由引理 3 可

知， 1ku − ( )( )1r x x + 的 Hamming 重量至少是 2，于

是 1ku − ( )( )1r x x + 总可写成 1ku − ( )( ) 11 kr x x u −+ =  
，1 2( )ni i ix x x⋅ + + + 其中 1 20 2s l

ni i i −≤ < < < ≤  
1− ，n 是≥ 2 的整数。所以 

( )( )

( )1 2

2
1 2 2

1

2
1 2 2

1

1

    

l
s s l

l
s s l

n

k i

i

k i i i i

i

u r x x x

u x x x x

−

−

− − ⋅

=

− − ⋅

=

+

= + + +

∑

∑  

注意到
2

2 2

1

l
s s li

i

x
−− ⋅

=
∑ 任意相邻两项次数相差2s l− 。另一

方面，对任意 { }, 1,2, ,e f n∈ 都有 0 2s l
e fi i −< − ≤  

1− ，则 ( )( )
2

1 2 2

1

1
k

s s kk j

j

u r x x x
−− − ⋅

=
+ ∑ 的 Hamming 重量 

为 2l n ，n  是 2 n≤ 2s l−≤ 的某个整数，则 ( )f x 的

Hamming 重量为 0 或 12 ,l+≥  由此可以推出 ( )had C  
12l+= 。                                证毕 
定理 2  设 ( ) ( )1 iC x R s= + ⊆ 是R 上长为2s

的( )1 -u+ 常循环码， { }0,1,2, ,2si k∈ ，则  

( )

( )
1

1

1

1

1

0,    2

1,    0 2 1

2,    2 ( 1) 1 2 ( 1) 2

= 2 ,  2 ( 1) 2 1 2

      ( 1) 2 ,  1 2

2 ,    2 1

s

s

s s s

l
l s s j s

ha
j

l
s j

j
s s

i k

i k

k i k

d C k i

k l s

i k

−

+ −

=
+

−

=

⎧ =⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎪ − + ≤ ≤ − +⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨ − + + ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ⋅ − + ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎪⎪⎪ = −⎪⎪⎩

∑

∑

 

证明  引理 3 已经证明了当 ( )0 2 1si k≤ ≤ − 和
12 ( 1) 1 2 ( 1) 2s s sk i k −− + ≤ ≤ − + 时的情形。对于

2 1si k= − ，因为 ( ) ( )2 1 2 ( 1) 2 11 1
s s sk kx x− − + −+ = + =  

1 2 1(1 )
sku x x− −+ + + ，所以 2s

had = 。故只需证明 

对任意1 2l s≤ ≤ − ，
1

2 ( 1) 2 1 2
l

s s j s

j

k i−

=
− + + ≤ ≤∑  

1

1

( 1) 2
l

s j

j

k
+

−

=
⋅ − +∑ 时，有 ( ) 1=2l

had C + 成立即可。因为
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( ) ( ) ，
1

1 1
2 ( 1) 2 1 2 ( 1) 2+1 +1

l ls s

j j

s j s jk kx x
+

= =

− −− + + − +∑ ∑⊃ ⊃ 根

据引理 4，若
1

2 ( 1) 2 1 2 ( 1)
l

s s j s

j

k i k−

=
− + + ≤ ≤ −∑  

1

1

2
l

s j

j

+
−

=
+∑ ，则 ( )had C ≤  12l+ 。另一方面，根据引理

5 , ( ) ( )
1

2 1 2 1 11 2
ls

j

s jk l
had x =

−− + + +∑⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
。      证毕 

注记： 2k ≥ 时，则 12 2 ( 1)s sk k− ≤ − ，因此R 上

长 为 2s 的 唯 一 的 自 对 偶 ( )1 -u+ 常 循 环 码 

( )
121 ( )

s kx R s
−

+ ⊆ 的 Hamming 重量为 1。 

根据定理 2，可得R 上所有长为2s 的( )1 -u+ 常

循环码的 Homogeneous 距离分布。 
定理 3  设 ( ) ( )1 iC x R s= + ⊆ ， {0,1, ,i ∈  

2 }s k 是R 上长为2s 的( )1 -u+ 常循环码，则  

( )

2

1

1

1

1

1

0,     2

2 ,  0 2 ( 2)

2 ,  2 ( 2) 1 2 ( 1)

2 ,    2 ( 1)+1 2 ( 1) 2

2 ,  2 ( 1) 2 1 2

      ( 1) 2 ,  1 1

s

k s

k s s

k s s s

ho
l

k l s s j s

j

l
s j

j

i k

i k

k i k

k i kd C

k i

k l s

−

−

−

+ −

=
+

−

=

⎧ =⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎪ − + ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎪⎪ − ≤ ≤ − +⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪ − + + ≤ ≤⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ⋅ − + ≤ ≤ −⎪⎪⎪⎩

∑

∑

 

证明   如果 0 2 ( 2)si k≤ ≤ − ，则 1 C⊇ ⊇  
2ku − ，因为 ( ) ( )2 21 2k k

ho hod d u − −= = ，所以

( ) 22k
hod C −= 。如果 ( ) ( )2 2 1 2 1s sk i k− + ≤ ≤ − ，

则 ( )2 11k ku x C u− −+ ⊇ ⊇ ，因为 ( )2 1k
hod u x− +  

1 12k k
hod u − −= = ， 所 以 ( ) 12k

hod C −= 。 如 果

( )2 1 1s k i− + ≤ ≤ 2s ⋅ ( )1k − + 12s− ，则 ( )1 1ku x− +  

( )
121 1

skC u x
−−⊇ ⊇ + ， 由 定 理 2 可 知 ，

( )1 1ku x− + 和 ( )
121 1

sku x
−− + 的Hamming重量都

是 2，则 ( ) ( )
121 11 1 2

sk k k
ho hod u x d u x

−− −+ = + = ，

则 ( ) 2k
hod C = 。 若 对 1 1l s≤ ≤ − ， 如 果

1

2 ( 1) 2 1 2 ( 1)
l

s s j s

j

k i k−

=
− + + ≤ ≤ − +∑

1

1

2
l

s j

j

+
−

=
∑ ，则

( ) ( )

1
2

1

1
1 21 11 1

l s j
l j

j

s jk ku x C u x

+ −∑
=

=

−+− −∑+ ⊇ ⊇ + ，根

据 定 理 2 ， ( ) 1
1 21 1

l

j

s jk
ho hod u x d=

−+− ∑+ =  

( )

1
2

11 1 11 2 2 2

l s j

jk l k k lu x

+ −∑
=− + − +⋅ + = ⋅ = ，因此 ( )hod C  

2k l+= 。                                证毕 
注意到在环 2 2F uF+ 上 ( 2k = 时的情形 )，

Homogeneous 重量就是 Lee 重量，因此作为定理 2
的一种特殊情况，可以得到 2 2F uF+ 上长为 2s 的所

有( )1 -u+ 常循环码的 Lee 距离分布。 
推论 2  设 ( )1 iC x= + 是 2 2F uF+ 上长为 2s

的( )1 u+ −常循环码， 1{0,1,2, ,2 }si +∈ ，则  

( )

1

1

1
2

1 1

0,    2

1,    0

2,    1 2

4,    2 1 2 2

2 ,2 2 1 2 2 ,

                 1 1

s

s

s s s
ho

l l
l s s j s s j

j j

i

i

i

d C i

i

l s

+

−

+
+ − −

= =

⎧⎪ =⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤⎪⎪⎪⎪= ⎨ + ≤ ≤ +⎪⎪⎪⎪⎪ + + ≤ ≤ +⎪⎪⎪⎪⎪⎪ ≤ ≤ −⎪⎪⎩

∑ ∑

 

5  结束语 
本文讨论了环R 上长为 2s 的 ( )1 -u+ 常循环码

的结构，由此确定了环R 上长为2s 的( )1 -u+ 常循环

码的 Hamming 距离和 Homogeneous 距离。环R 上

的其它偶长的 ( )1 -u+ 常循环码以及该环上长为 2s

的循环码的各种距离分布也是一个值得研究的问

题。 
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