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犌犚犃犘犈犛全球非静力大气模式的正规模分析
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摘　要　为分析数值模式动力学框架中不同波动的特性及对数值天气预报模式计算稳定性的影响，文章对

ＧＲＡＰＥＳ（Ｇｌｏｂａｌ／ＲｅｇｉｏｎａｌＡｓｓｉｍｉｌａｔｉｏｎａｎｄＰｒＥｄｉｃｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍ）全球非静力大气模式进行了正规模分析．首先，建

立了静止大气状态下模式的线性化系统，并在适当的边界条件下将线性化系统分解成具有垂直与水平结构方程的

本征值、本征函数耦合问题．然后在等温大气条件下，利用耦合问题的数值结果分析得出：ＧＲＡＰＥＳ非静力模式除

了有几乎和对应的静力模式一致的向东、向西传播的重力惯性波及向西传播的Ｒｏｓｓｂｙ波外，还有一个向东、向西

传播的声惯性波；特别是，只有当纵横比较大时，非静力模式对重力惯性波才会有显著影响．
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　１２期 王光辉等：ＧＲＡＰＥＳ全球非静力大气模式的正规模分析

１　引　言

随着全球大气模式分辨率的不断提高，其动力

框架的技术也不断发展．非静力、高分辨率的、物理

过程完善的多尺度通用动力框架不仅是业务技术发

展的需要，同时也是降低业务运行成本、密切科研与

业务之间的合作、加速研究成果业务化的现实需要．

在国家科技部和中国气象局的支持下，中国气象科

学研究院数值研究中心研究发展了新一代多尺度通

用大 气 数 值 模 式 和 资 料 同 化 系 统［１］，简 称

ＧＲＡＰＥＳ．ＧＲＡＰＥＳ模式是一个格点模式，它的动

力框架使用一套含完全动力学过程的非静力、全可

压的方程组；是中国科学家在充分吸收国内外数值

预报与相关学科的最新科技成果的基础上，自主设

计、研究、开发的新一代多尺度通用大气数值模式．

考虑到计算复杂度，与其他模式不同，该模式采用了

以水平、垂直三个速度分量（狌，狏，狑），位温（θ）及

与压力有关的中间变量（π）作为基本的预报变量．

为深入了解大气中各种波动在ＧＲＡＰＥＳ模式中的

特征及对计算稳定性的影响，对ＧＲＡＰＥＳ全球非静

力模式进行正规模分析是十分重要的．

实际大气中，不同类型的波不仅传播的物理机

制不同，而且其性质及对天气的影响也有很大的差

异．通常快波对天气的影响较小，慢波对天气的影响

较大．而且，不同尺度的运动，起主要作用的波也不

一样．实际计算表明：快波的存在会增加计算次数和

容易造成计算不稳定［２］．研究大气波动，需利用描述

大气运动的基本方程组，但方程组是非线性的，不加

简化求解有着几乎不可克服的困难，用扰动分析法

可以将非线性方程组线性化．利用波动方程的标准

形式求解线性波动的方法称为正规模方法，即：正规

模是线性化原始方程组的正规波解，是原始方程组

的特征函数．根据它，可以确定模式大气中各种不同

类型的快波、慢波和研究大气运动的动力学过程，也

可以用作初值处理和客观分析中某些气象要素场的

展开函数．特别是，能对控制方程的不同逼近效果进

行量化；为数值模式提供有价值的实验例子，是分析

数值格式稳定性的有用工具［３］．

有关可压缩、非静力和斜压大气正规模的研究

有比较丰富的成果．早期的文献［２］提出了非静力大

气模式的正规模在切平面上的分类．Ｅｃｋａｒｔ（１９６０）

讨论了可压、非静力、斜压各种逼近球坐标系下大气

的正规模．特别是等温基本状态下，切线逼近的正规

模分析．文献［６］提出了用正规模从模式中过滤声波

的方法．基于文献［６］的某些结果，文献［７］提出了获

得非静力、可压缩斜压全球大气模式正规模的统一

方法．为了利用模式的正规模设计有效的时间积分

格式，文献［８］基于非线性正规模初始化理论发展了

一个能使模式积分取较大时间步长的技巧，这个技

巧几乎能回避半隐式方法的所有缺点．文献［９］提出

了用三维正规模函数同时表示风场和质量场．正规

模函数由全球原始方程模式的本征解构造，实现了

用正规模函数的展开式对三维全球数据的谱表示．

文献［１０］将垂直正规模的展开式应用到斜压不稳定

问题．为了得到大气方程组的数值解，该文探索了用

正规模作为离散变量的基函数谱方法的应用．类似

的工作有［１１～１６］等．对于带地形参数的旋转球状

大气，浅薄大气逼近对线性、非受迫正规模的频率影

响非常小；在几乎所有情况下，对正规模的结构仅有

较小的影响．但对经向内声波是个例外．因为在深厚

球面大气里，使正规模的频率在数量上系统减少的

是几何影响，而不是科氏力项［１７～１９］．

本文采用文献［７］的方法对ＧＲＡＰＥＳ全球非静

力模式进行正规模分析．首先，用小扰动方法对原始

方程进行线性化处理，获得比较简洁的线性系统．然

后，用分离变量法将线性系统分解为具有水平和垂

直结构的耦合方程组．在等温状态下，结合一定的边

界条件分析各种波的垂直结构和运动趋势．最后，给

出各种波随经向波数变化的频率图．

２　ＧＲＡＰＥＳ模式的基本方程组

ＧＲＡＰＥＳ模式采用完全非静力可压的大气动

力学方程组，不考虑湿度、摩擦和其他非绝热过程；

并假设大气的厚度和地球的半径比非常小（即浅薄

大气），犵是常数．旋转球坐标系下，大气运动基本方

程组为［１，７，２０］

ｄ狌
ｄ狋
＝－

犆狆θ
犪ｃｏｓφ

π
λ
＋犳狏＋

狌狏ｔａｎφ
犪

， （１）

ｄ狏
ｄ狋
＝－
犆狆θ
犪
π
φ
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狌２ｔａｎφ
犪

， （２）

δ
ｄ狑
ｄ狋
＝－犆狆θ

π
狕
－犵， （３）

　　 （γ－１）
ｄπ
ｄ狋
＝

　　－π
１

犪ｃｏｓφ

狌

λ
＋

１

犪ｃｏｓφ

（狏ｃｏｓφ）

φ
＋
狑

［ ］狕 ，（４）

５６９２
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ｄθ
ｄ狋
＝０． （５）

这里θ＝犜（犘０／犘）
犚／犆

狆，π＝（犘／犘０）
犚／犆

狆，γ＝犆狆／犚．

犘０ ＝１０００ｈＰａ是参考气压，犪为地球半径，狕是海

拔高度，犚是气体常数．δ是非静力（δ＝１）／静力

（δ＝０）选项开关，其他为气象上的常用符号．

ｄ

ｄ狋
＝

狋
＋
狌

犪ｃｏｓφ


λ
＋
狏
犪

φ
＋狑


狕
，

犳＝２Ωｓｉｎφ．

方程（１）～（５）包含５个预报变量：狌，狏，狑，π，θ．

３　控制方程组的线性化

按照文献［５］的方法，我们对方程组（１）～（５）做

线性化分析．定义静止状态为基本状态，则基本状态

下的变量满足静力方程．为此，我们定义基本状态为

　　狌狊 ＝狏狊 ＝狑狊 ＝０
，π狊 ＝π狊（狕），

θ狊 ＝θ狊（狕），犜狊 ＝犜狊（狕）．

（６）

满足：

π狊

狕
＝－

犵
犆狆θ狊

　　引入扰动量狌′，狏′，狑′，π′，θ′，并设它们与原始

变量有如下关系：

　　狌＝犆狆θ狊狌′，狏＝犆狆θ狊狏′，狑＝犆狆θ狊狑′，

　　π＝π狊＋π′，θ＝θ狊＋
犆狆θ

２
狊

犵
θ′． （７）

将方程（７）代入方程组（１）～（５），并且略去二阶和高

阶量，获得下面的线性系统：

狌′

狋
＋

１

犪ｃｏｓφ

π′

λ
－犳狏′＝０， （８）

狏′

狋
＋
１

犪
π′

φ
＋犳狌′＝０， （９）

δ
狑′

狋
＋
π′

狕
－θ′＝０， （１０）

π′

狋
＋
犜狊犆狆
γ－１［ １犪ｃｏｓφ狌′λ ＋ １

犪ｃｏｓφ

（狏′ｃｏｓφ）

φ
＋
狑′

狕 ］
＋
犜狊犆狆犖

２
狊

犵（γ－１）
－［ ］犵狑′＝０， （１１）

θ′

狋
＋犖

２
狊狑′＝０， （１２）

这里

犖２狊 ＝
犵
θ狊

θ狊

狕
（１３）

是ＢｒｕｎｔＶｉｓｌａ频率的平方．

４　变量分离过程

由于线性方程组的系数不依赖于时间狋和经度

λ，根据Ｅｃｋａｒｔ
［５］的方法及方程组的特点，可假设

狌′

狏′

π′

狑′

θ

烅

烄

烆

烍

烌

烎′

＝

犝（φ）犃（狕）

ｉ犞（φ）犃（狕）

犅（φ）犃（狕）

ｉ犅（φ）犠（狕）

犅（φ）Θ（狕

烅

烄

烆

烍

烌

烎）

ｅｘｐ（ｉ犿λ－ｉσ狋），（１４）

这里犿和σ分别表示波数和频率，将方程（１４）代入

方程组（８）～（１２），获得：

犝σ＋犳犞－
犅犿
犪ｃｏｓφ

＝０， （１５）

σ犞＋犳犝＋
１

犪
犅

φ
＝０， （１６）

δ犠σ＋
犃

狕
－Θ＝０， （１７）

－犃σ＋
犜狊犆狆
γ－１

１

犪ｃｏｓφ
犝犿＋

ｄ

ｄφ
（犞ｃｏｓφ［ ］）犃犅－１＋犠｛ ｝狕

＋
犜狊犆狆犖

２
狊

犵（γ－１）
－［ ］犵 犠 ＝０， （１８）

－Θσ＋犖
２
狊犠 ＝０． （１９）

方程（１５）和（１６）仅包含φ的函数，没有垂直函数．

而方程组（１７）～（１９）除了方程（１８）中包含有水平散

度项外，只含有垂直函数．

由方程（１５）和（１６），可求得：

犝 ＝
１

σ
２
－犳

２

１

犪

犅犿σ
ｃｏｓφ

＋犳
犅

（ ）φ ， （２０）

犞 ＝
－１

σ
２
－犳

２

１

犪

犅犿犳
ｃｏｓφ

＋σ
犅

（ ）φ ． （２１）

应用方程（２０），（２１）及犳＝２Ωｓｉｎφ，计算方程（１８）

中的水平散度项

１

犪ｃｏｓφ
犝犿＋

ｄ

ｄφ
（犞ｃｏｓφ［ ］）＝σ犎Ｌ（犅）， （２２）

这里

犎Ｌ ≡
－１

σ犪ｃｏｓφ

ｄ

ｄφ

１

σ
２
－犳

２

２Ωｓｉｎφ
犪

犿＋σｃｏｓφ
ｄ

犪ｄ（ ）［ ］
φ

＋
犿

σ犪ｃｏｓ（σ
２
－犳

２）
犿σ
犪ｃｏｓφ

＋２Ωｓｉｎφ
ｄ

犪ｄ（ ）φ ，

（２３）

这里犎Ｌ（·）被称为Ｌａｐｌａｃｅ潮汐算子
［１２，２１］，则方程

（１８）中的水平散度算子就可以表示为犅的函数．我

们可以通过引入一个分离参数犺，定义如下：
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犎Ｌ（犅）＝
１

犵犺
犅， （２４）

消去方程（１８）对水平函数 犅 的依赖．由方程组

（２２）～（２４），我们将方程（１８）写成如下简洁形式：

犜狊

γ－１

犆狆
犵犺
－（ ）１σ犃 ＝犔１（犠）， （２５）

这里

犔１（犠）＝－
犜狊犆狆
γ－１

ｄ犠
ｄ狕
－
犜狊犆狆犖

２
狊

犵（γ－１）
－［ ］犵 犠．

（２６）

根据方程（１３），犔１（犠）中的第二项在大气的振荡理

论中起着十分重要的作用．通过方程（１７）和（１９）消

去Θ，得

犖２狊 －δσ（ ）２ 犠 ＝σ犔２（犃）， （２７）

这里

犔２（·）＝
ｄ（·）

ｄ狕
． （２８）

由方程（２５）和（２７）消去犃，获得

犔２
犜狊

（γ－１）
犆狆
犵犺
－（ ）１

－１

犔１（犠［ ］）＝ 犖２狊 －δσ（ ）２ 犠．

（２９）

这是一个描述依赖于垂直坐标狕的垂直速度方程．

５　本征值与本征函数问题

线性系统（１５）～（１９）在适当的边界条件下，构

成一个耦合本征值与本征函数问题，在这个耦合问

题里，系统分别由具有水平结构的方程和垂直结构

的方程组成．

首先考虑带有垂直结构的方程（２４）的本征值与

本征函数问题．这里本征函数为犅（φ），本征值为σ

出现在方程（２３）所定义的犎Ｌ（·）中．如果指定参数

犺，则通过下列侧边界条件

犅（φ）＝０，　φ＝
π
２
和－

π
２

（３０）

可求出本征函数犅（φ）和本征值σ．在全球浅水理论

背景里，方程（２４）定义的犺表示基本状态下水的深

度．事实上，线性化非静力系统（２４）与（３０）的本征

值、本征函数问题和线性化浅水方程系统是相同的．

在线性化浅水方程系统里，对于一个给定的犺，频率

σ被唯一确定．由文献［７］的分析，存在两种类型的

本征解：第一类是向东西方向传播的惯性重力波；第

二类是向西传播的ＲｏｓｓｂｙＨｕａｒｗｉｔｚ波．

其次，我们考虑正规波问题的垂直部分．方程

（１４）中定义的垂直结构函数犠（狕）可以在合适的垂

直方向边界条件下从垂直结构方程（２９）获得．由于

预报模式要求系统中整体质量是守恒的，所以假定

上边界是刚性的，即：在模式的顶部垂直速度为零，

也就是当狕＝狕Ｔ时，狑′＝０．关于下边界条件，人们

习惯于假设当狕＝０时，狑′＝０．于是，垂直结构方

程（２９）的边界条件定义为

犠（狕）＝０，　狕＝０和狕Ｔ （３１）

虽然刚性边界条件（３１）会产生振荡内波，根据文献

［７］的分析，这里不必反映大气的实际情况．然而，

它已显示根据内波垂直结构函数所表示的模式变量

对大气数据分析非常有用，特别是对于非线性正规

波的初始化应用［８］．

对于一个给定的波数值犿，一旦σ，犺，犅（φ）和

犠（狕）被确定，我们可由方程（２０）和（２１）求出速度

分量函数犝（φ）和犞（φ）．方程（１４）中所定义的垂直

结构函数犃（狕）和Θ（狕）则由方程（２５）和（２７）求出．

６　等温大气状态

在等温情况下，基本状态犜狊 ＝ｃｏｎｓｔ．，则

犖２ ＝
犵
２

犜狊犆狆
，　犆

２
狊 ＝

犚犜狊γ

γ－１
， （３２）

犆狊被称为基本状态下的声速．于是，垂直结构方程

（２９）被简化为

ｄ２犠

ｄ狕２
＋２Γ

ｄ犠
ｄ狕
＋λ犠 ＝０， （３３）

这里

　　λ＝
１

犵犺
－
１

犆２（ ）
狊

（犖２－δσ
２）， （３４ａ）

　　Γ＝
１

２
犵
犆２狊
－
犖２狊（ ）犵 ． （３４ｂ）

常微分方程（３３）的特征根为

狓１，２ ＝－Γ± Γ
２
－槡 λ．

于是，微分边值问题（３３）与（３１）的特征函数可设为

犠（狕）＝犮犽ｅ
－Γ狕ｓｉｎ^犽狕， （３５）

这里

犽^＝
犽π
狕Ｔ
， （３６）

犽是整数，垂直方向波的下指标．将方程（３５）代入方

程（３３）得

λ犽 ＝犽^
２
＋Γ

２， （３７）

将方程（３５）代入方程（２５）得

犃（狕）＝ １－
犆２狊

犵（ ）犺
－１｛犆２狊［－Γｓｉｎ（^犽狕）＋^犽ｃｏｓ（^犽狕）］＋
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犆２狊犖

２
狊

犵
－（ ）犵ｓｉｎ（^犽狕）｝犮犽σｅ－Γ狕． （３８）

因此，根据表面值犃（０），从方程（３８）我们能求出犮犽，

犮犽 ＝犃（０）
１

犆２狊
－
１

犵（ ）犺 σ
犽^
， （３９）

表面值犃（０）由π′的已知表面值分布所决定．于是

犠（狕）＝犃（０）
１

犆２狊
－
１

犵（ ）犺 σ
犽^
ｅ－Γ狕ｓｉｎ（^犽狕），（４０）

与位温有关的垂直结构函数Θ（狕）则由方程（１９）

求得

Θ（狕）＝
１

σ
犖２
狊犠（狕）． （４１）

从微分方程边值问题（３３）可看出，它除了通解（３５）

外，还有一个特解犠（狕）＝０，则方程（２５）中的等价

高度必须为下面的常数

犺０ ＝
犆２狊

犵
． （４２）

当然犠（狕）＝０也是方程（２７）的解，因此，从（２７）式获得

犃（狕）＝犃（０）ｅ－Γ
狕． （４３）

由于在犠（狕）＝０情况下，垂直运动分量等于零，这

个特殊的振荡波也出现在静力模式中（δ＝０），这个

振荡由第５节所讨论的第一类和第二类振荡组成，

沿水平方向传播．

６．１　静力情况下确定等价高度与频率

在静力模式中，δ＝０，于是，方程（３４ａ）简化为

λ＝
１

犵犺ｅｄ
－
１

犆２（ ）
狊

犖２
狊， （４４）

这里犺ｅｄ表示静力模式中的等价高度．由于λ的值由

方程（３７）给出，对于每一个垂直指标犽＝１，２，…，

静力模式中的等价高度可由方程（４４）确定为

犺ｅｄ＝
犆２狊

犵
１＋
犆２狊λ犽
犖（ ）２

－１

． （４５）

由于内波的犺ｅｄ取决于假定的模式顶端的高度，故在

无界大气里，犺ｅｄ形成一个连续谱．然而，一旦选择一

个模式顶端的高度，犺ｅｄ形成的是离散谱．

离散谱的内波由垂直指标犽来表示．然而对应

于犽^＝０，有一个特殊解，从方程（４０），通过取极限犽^

→０，可求得这个特殊解为

犠（狕）＝犃（０）１－
犆２狊

犵（ ）犺 ｅ－Γ狕σ狕， （４６）

即，扰动变量狑′随高度狕并非线性变化．

对于每一个非零的垂直波指标犽，当模式顶端

高度狕Ｔ 趋于无穷大时，垂直波数犽^趋于零．因此，

犽^＝０对应于无限大气里内波的极限情况．从方程

（４０），在犽^＝０的情况下，可以定义

λ０ ＝Γ
２，κ＝犚／犆狆，犎 ＝犚犜狊／犵． （４７）

从方程（４５），可获得
［７］

犺ｅｄ（^犽＝０）＝４κ犎 ＝４κ（１－κ）
犆２狆
犵
， （４８）

它是等温静力大气模式内波中犺ｅｄ的最大值．

在静力情况下，我们能够用犺ｅｄ来识别不同的垂

直波；无论是内波还是外波，频率σ能够从（２４）与

（３０）组成的微分边值问题求出．然而，在非静力情

况下，并非如此．因为方程（３４）中的本征值λ含有σ

和犺两个量．

６．２　非静力情况下确定等价高度与频率

重写方程（３４ａ），得到

δσ
２
＝犖

２
狊 －

犆２狊犵犺λ犽
犆２狊 －犵犺

， （４９）

这里λ犽 由方程（３７）确定．对于给定的犺和波数犿，

由边界条件（３０）和方程（２４），我们可求出作为特征

值的频率σ，

σ＝犉（犺，犿）， （５０）

这个方程称为Ｈｏｕｇｈ频率方程
［１４，２１］．

现在的任务是由方程（４９）和（５０）联立求解σ和

犺．虽然犺不再是一个刻画非静力正规波的常数参

数，但它对识别正规波的模式仍是很有用的．在犺

满足

犆２狊 ＞犵犺， （５１）

从方程（４９）发现

δσ
２
＜犖

２
狊， （５２）

这意味着在犺的这个范围内，非静力频率σ比ＢＶ

振荡频率小．另一方面，在犺满足

犆２狊 ＜犵犺， （５３）

发现

δσ
２
＞犖

２
狊， （５４）

与方程（５２）相反．从方程（４２）我们看到，外波的等

价高度由犆２狊／犵给定．从下面的讨论中，我们将发现

在这两种频率模式下的意义将变得很清楚．下面我

们将讨论频率和等价高度的逼近值．

从方程（４９）和（５０）求解σ和犺，需用迭代法，而

且需要一个好的迭代初始值．虽然还没有好的方法

获得方程（５０）的解析表达式，但对于一个大的犺值，

文献［７］给出了方程（５０）一个逼近形式

σ
２
＋
２Ω犿

狀（狀＋１）
σ－
狀（狀＋１）

犪２
犵犺＝０， （５５）

这里 犿 是纬向波数，狀 是相关 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ函数

Ｐ犿狀（ｃｏｓφ）的阶数，而且有狀≥犿．狀在经线方向波的

表示中起着很重要的作用．第一个波从狀＝犿开始，

然后，第二个波相应于狀＝犿＋１，如此等等．
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二次方程（５５）能给出第一类振荡重力惯性波的

逼近频率

σ＝－
２Ω犿

狀（狀＋１）
． （５６）

但对于第二类振荡，方程（５６）并不能作为迭代求解

的初始值，由文献［５］的研究结果，相应于静力模

式的频率能提供非常好的迭代初始值，重写方程

（４９），获得

犺＝
犆２狊

犵
１＋

犆２狊λ犽
犖２
狊 －δσ（ ）２

－１

． （５７）

由于第二类振荡的频率比犖狊 要小得多，所以由方

程（５７）确定的等价高度近似表示为

犺＝
犆２狊

犵
１＋
犆２狊λ犽
犖２（ ）
狊

－１

． （５８）

由方程（５５）和（５６）消去犺，获得四次代数方程

δσ
４
＋δ犃σ

３
＋犅σ

２
＋犆σ＋犇＝０， （５９）

其中

犃＝
２Ω犿

狀（狀＋１）
，犅＝－（λ犽犆

２
狊 ＋犖

２
＋δ犙），

犆＝－犃（λ犽犆
２
狊＋犖

２），犇＝犙犖
２，犙＝

狀（狀＋１）

犪２
犆２狊．

方程（５９）有两对复数根，一旦得到了频率，其相应

的等价高度就能通过方程（５７）求出．一对相应于向

东西方向传播的高频振荡，其频率和等价高度满足

方程（５３）和（５４），它们代表声惯性波，仅出现在非

静力模式中．其等价高度值也非常大．另一对复数

根对应于向东西方向传播的高频振荡，其频率和等

价高度满足方程（５１）和（５２），它们代表的是类似于

静力模式中的重力惯性波．

下面我们将用等价高度犺作为参数来迭代求解

方程（４９）和（５０）．具体做法是：首先从犺一个初始

假设值出发，然后改变犺的值，直到由方程（４９）和

（５０）所得的σ值的差在一个指定的范围内为止．

在频率方程（５０）中，对于一个给定的波数犿，

σ的振幅随犺的增加而增加．这个结论可以通过数

值求解Ｌａｐｌａｃｅ潮汐方程而获得验证
［１４］．为了找出

σ作为犺的函数的有关性质，我们在方程（４９）两边

对犺进行求导得

ｄ（δσ
２）

ｄ犺
＝－

犆４狊犵λ犽
（犆２狊 －犵犺）

２
， （６０）

由于λ犽是正的，所以方程（６０）表明方程（４９）中σ的

振幅随犺的增加而增加．画出方程（４９）和（５０）随犺

变化的曲线，其相交点就是满足两个方程的σ与犺

（图１）．图１表示从Ｈｏｕｇｈ频率方程及非静力频率

方程得到的随等价高度犺变化的频率幅度示意图．

图中的纵坐标是频率的绝对值，不是频率本身的值．

两条直线的交点就是耦合本征值问题的解．

图１　从 Ｈｏｕｇｈ频率方程及非静力频率方程得到的

随等价高度犺变化的频率幅度示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｓｈｏｗｉｎｇｈｏｗｔｈｅｍａｇｎｉｔｕｄｅ

ｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｒｏｍＨｏｕｇｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｑｕａｔｉｏｎａｎｄ

ｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｑｕａｔｉｏｎｖａｒｙａｓ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｈｅｉｇｈｔ犺

７　非静力全球模式中各种波的频率曲

线图

由方程（４９）和（５０）组成耦合本征值问题．犉是

Ｈｏｕｇｈ函数，方程（５０）是Ｌａｐｌａｃｅ潮汐方程的形式

表达．从上述耦合问题，我们可求解出频率及等价高

度与纬向波数之间的关系．求解这个耦合本征值问

题有两个困难：一是 Ｈｏｕｇｈ函数犉的选取；二是该

方程组是非线性的，需选用一个合适的迭代方法求

解．我们用下面的迭代法求解该耦合本征值问题．

设：

犳（σ）＝δσ
４
＋δ犃σ

３
＋犅σ

２
＋犆σ＋犇

用牛顿迭代法求解四次方程（５９）

σ犽＋１ ＝σ犽－
犳（σ犽）

犳′（σ犽）

方程（５９）有４个根，其中２个对应于向东和向西传

播的高频振荡，它们代表仅在非静力模式中的声惯

性波，并且对应的等价高度也非常大．另２个根对应

于频率幅度小于ＢｒｕｎｔＶｉｓｉ频率的向东与向西

传播的高频振荡，它们类似于静力模式中的重力惯

性波．见图２～图５．

图２表示无限顶端时向东传播的非静力波的频

率图．图中直线Ｂ为ＢｒｕｎｔＶｉｓｉ频率．Ａ，Ｇ两组

曲线分别表示声波与重力波，每组中的３条曲线分

别对应经向指数为０，９，１９．曲线组Ｅ表示当等价高

９６９２
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度为１０ｋｍ时对应经向指数０，９，１９的３条外重力

波动曲线．

图３表示无限顶端时向东传播的静力重力波

（Ｈ）与外重力波（Ｅ）的频率图，这里的外重力波Ｅ

与 图２中的Ｅ是一致的．比较图２与图３，我们发

图２　犣Ｔ＝∞（顶端为无穷）的非静力模式

向东传播波的频率图

Ａ和Ｇ分别表示经向指数为犔＝０，９，１９时的声波和重力波；Ｂ

是 区分声波和重力波的ＢｒｕｎｔＶｉｓｉ频率；Ｅ表示等价高度为

１０ｋｍ时的外重力波．

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉａｇｒａｍｆｏｒｅａｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｗａｖｅ

ｏｆｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｎｆｉｎｉｔｅｔｏｐ，犣Ｔ＝∞

Ｇｒｏｕｐｓｏｆｔｈｒｅｅｃｕｒｖｅｓ，ｄｅｎｏｔｅｄｂｙＡａｎｄＧ，ａｒｅｆｏｒａｃｏｕｓｔｉｃ

ａｎｄｇｒａｖｉｔｙｍｏｄｅｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｆｏｒｍｅｒｉｄｉｏｎａｌｉｎｄｅｘ犔＝０，９，

１９．ＢｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅＢｒｕｎｔＶｉｓｉｆｒｅｑｕｅｎｃｙｔｈａｔｄｉｖｉｄｅｓ

ａｃｏｕｓｔｉｃａｎｄｇｒａｖｉｔｙｍｏｄｅｒｅｇｉｍｅｓ．Ｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｅｘｔｅｒｎａｌ

ｇｒａｖｉｔｙｍｏｄｅｓｆｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｈｅｉｇｈｔｏｆ１０ｋｍ．

图３　静力模式中的重力波（Ｈ）与外重力波（Ｅ）频率，

三直线分别对应犔＝０，９，１９

Ｆｉｇ．３　Ｇｒｏｕｐｓｏｆｔｈｒｅｅｌｉｎｅｓ，ｄｅｎｏｔｅｄｂｙＨａｎｄＥ，

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｔｈｅｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｇｒａｖｉｔｙ

ｍｏｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃ

ｇｒａｖｉｔｙｍｏｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒ犔＝０，９，１９

现：图２中声波的频率Ｇ随波数的增加靠近、但不

会超出ＢｒｕｎｔＶｉｓｉ频率，而图３中重力波 Ｈ 的

频率则会随波数的增加而线性增大．图３中没有了

图２中的声波，也就是说静力模式没有声波．

图４除了波的传播方向是向西以外，其他与图

２一样．比较图２与图４，对应的Ａ，Ｂ，Ｇ和Ｅ除了

传播方向相反外，量级似乎是相等的；然而，数值结

果表明：相同的纬向波数与经向指数，向西方向传播

的波的频率幅度要大些；对于重力波频率Ｇ，这种差

异在较大的纬向波数与经向指数情况下会变得非常

小．相反，对声波频率 Ａ，这种差异要在较大纬向波

数时才会有所显现．

图５除了波的传播方向是向西以外，其他与图

３一样．

图４　向西传播波的频率图，这里频率的值是

负的，除了传播方向外，类似于图２

Ｆｉｇ．４　ＳａｍｅａｓＦｉｇ．２，ｅｘｃｅｐｔｔｈａｔｉｓｆｏｒｗｅｓｔｗａｒｄ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｗａｖｅｓｓｏｔｈａｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｒｅｎｅｇａｔｉｖｅ

图５　静力模式中向西传播的重力波（Ｈ）

与外重力波（Ｅ）频率图

Ｆｉｇ．５　Ｗｅｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｔｈｅｇｒａｖｉｔｙｍｏｄｅ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｈ）ａｎｄｔｈｅｅｘｔｅｒｎａｌｇｒａｖｉｔｙｍｏｄｅ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ（Ｅ）ｉｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｍｏｄｅｌ

０７９２
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　　图６中的曲线表示向西传播的旋转波，即第二

类型的振荡．其中犔＝０对应的曲线为混合Ｒｏｓｓｂｙ

重力波．频率值几乎和静力模式中的一致．因此，非

静力模式对旋转波的影响几乎可以忽略不计．

图７和图８表示等价高度犺随纬向波数犿 变化

的曲线图．由于声波和重力波的水平结构由等价高

度的值来区分，所以等价高度是区分重力波和声波

图６　上边界为无穷（犣Ｔ＝∞）的非静力模式

向西传播的旋转波频率图

三曲线分别对应犔＝０，９，１９．

Ｆｉｇ．６　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉａｇｒａｍｆｏｒｗｅｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ

ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｗａｖｅｓｏｆｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｍｏｄｅｌ

ｗｉｔｈｉｎｆｉｎｉｔｅｔｏｐ，犣Ｔ＝∞

Ｔｈｒｅｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒ犔＝０，９ａｎｄ１９ａｒｅｓｈｏｗｎ．

图７　上边界为无穷（犣Ｔ＝∞）的非静力模式

向东传播的重力波对应的等价高度曲线

三曲线分别对应经向指数犔＝０，９，１９．直线为

分割声波与重力波区域的１０ｋｍ等价高度．

Ｆｉｇ．７　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｈｅｉｇｈｔｄｉａｇｒａｍｆｏｒｅａｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ

ｗａｖｅｓｏｆｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｎｆｉｎｉｔｅｔｏｐ，犣Ｔ＝∞

Ｇｒｏｕｐｓｏｆｔｈｒｅｅｃｕｒｖｅｓａｒｅｇｒａｖｉｔｙｍｏｄｅｓｆｏｒｍｅｒｉｄｉｏｎａｌ

ｉｎｄｅｘ犔＝０，９，１９．Ｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅｓｈｏｗｓ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｈｅｉｇｈｔｏｆ１０ｋｍ．

的重要信息．图８中的曲线对应于声波，当犿 较小

时，犺非常大；当犿增大时，犺迅速减小而趋近于外

波对应的等价高度１０ｋｍ．图７的曲线对应于重力

波．当犿较小时，犺接近于静力模式中的等价高度，

但随着犿的增大而减小．

图８　上边界为无穷（犣Ｔ＝∞）的非静力

模式向东传播的声波对应的等价高度曲线

三曲线分别对应经向指数犔＝０，９，１９．直线为

分割声波与重力波区域的１０ｋｍ等价高度．

Ｆｉｇ．８　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｈｅｉｇｈｔｄｉａｇｒａｍｆｏｒｅａｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ

ｗａｖｅｓｏｆｎｏｎｈｙｄｒｏｓｔａｔｉｃｍｏｄｅｌｗｉｔｈｉｎｆｉｎｉｔｅｔｏｐ，犣Ｔ＝∞

Ｇｒｏｕｐｓｏｆｔｈｒｅｅｃｕｒｖｅｓａｒｅａｃｏｕｓｔｉｃｍｏｄｅｓｆｏｒｍｅｒｉｄｉｏｎａｌ

ｉｎｄｅｘ犔＝０，９，１９．Ｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅｓｈｏｗｓ

ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｈｅｉｇｈｔｏｆ１０ｋｍ．

８　结论与分析

本文在不考虑湿度、摩擦和其他非绝热过程的

情况下对ＧＲＡＰＥＳ全球非静力大气模式作了正规

模分析．

（１）用小扰动理论建立了ＧＲＡＰＥＳ模式对应的

线性化系统．

（２）用变量分离方法将线性系统分解为含有水

平与垂直变量的两组本征值与本征函数方程，形成

以波的频率与“等价高度”为未知量的耦合方程组．

（３）在等温大气下，分析了静力与非静力模式中

波的种类，得到如下结论：在静力条件下存在两种

波———向东和向西传播的重力惯性波及向西传播的

Ｒｏｓｓｂｙ波．在非静力条件下除了上述两种波外还

存在向东和向西传播的声惯性波．向西传播的

Ｒｏｓｓｂｙ波和静力条件下的几乎一样，不受非静力作

用的影响．对于向东和向西传播的重力惯性波只有

当运动的水平尺度较小和垂直尺度较大时才会明显

受非静力作用的影响．浅层大气逼近的基本原理是

１７９２
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基于简单的尺度分析或要求被忽略的项对线性正规

模的频率影响较小．它有Ｃｏｒｉｏｌｉｓ力的方向被错误

地描述和垂直变量对角动量的贡献被忽略等弱点．

无论是大气还是海洋，更详细的尺度分析表明：对于

多尺度的运动，浅薄大气逼近比静力逼近存在更多

的问题．因此，对于ＧＲＡＰＥＳ模式深层大气的正规

模分析是非常必要的．另外，非等温状态更近于实

际，在这种情况下，ＢｒｕｎｔＶｉｓｉ频率与声速就与

垂直变量狕相关，对应的本征函数不再容易求得，通

常需利用数值方法或按照文献［６］的高频逼近方

法求解．有关 ＧＲＡＰＥＳ模式的这些工作将在另文

报告．
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