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基于DSC后推法的非线性系统的鲁棒自适应NN控制

李铁山 1, 2 邹早建 1 罗伟林 1

摘 要 针对一类具有不确定系统函数和方向未知的不确定增益函数的非线性系统, 提出了一种鲁棒自适应神经网络控制

算法. 本算法采用 RBF 神经网络 (Radial based function neural network, RBF NN) 逼近模型不确定性, 外界干扰和建模误

差采用非线性阻尼项进行补偿, 将动态面控制 (Dynamic surface control, DSC) 与后推方法结合, 消除了反推法的计算膨胀

问题, 降低了控制器的复杂性; 尤其是采用 Nussbaum 函数处理系统中方向未知的不确定虚拟控制增益函数, 不仅可以避免

可能存在的控制器奇异值问题, 而且还能使得整个系统的在线学习参数显著减少, 与 DSC 方法优点结合, 使得控制算法的计

算量大为减少, 便于计算机实现. 稳定性分析证明了所得闭环系统是半全局一致最终有界 (Semi-global uniformly ultimately

bounded, SGUUB) 的, 并且跟踪误差可以收敛到原点的一个较小邻域. 最后, 计算机仿真结果表明了本文所提出控制器的有

效性.
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DSC-backstepping Based Robust Adaptive NN Control for Nonlinear Systems

LI Tie-Shan1, 2 ZOU Zao-Jian1 LUO Wei-Lin1

Abstract A systematic procedure for synthesis of robust adaptive neural network control is proposed for a class of strict-

feedback nonlinear systems with both unknown system nonlinearities and unknown virtual control gain nonlinearities. By

employing radial based function neural network (RBF NN) to approximate uncertain nonlinear system functions, and

nonlinear damping item to compensate for both external disturbance and modeling error, and by combining dynamic

surface control (DSC) with backstepping technique and Nussbaum gain approach, the algorithm can not only overcome

both the “explosion of complexity” problem inherent in the backstepping method and the possible “controller singularity”

problem, but also reduce dramatically the number of on-line learning parameters, thus reducing the computation load

of the algorithm correspondingly and making it easy in actual implementation. The stability analysis shows that all

closed-loop signals are semi-global uniformly ultimately bounded (SGUUB), with the tracking error converging to a small

neighborhood of the origin by appropriately choosing design constants. Finally, simulation results are presented to show

the effectiveness of the proposed algorithm.

Key words Uncertain nonlinear systems, neural network (NN), dynamic surface control (DSC), adaptive control,

Nussbaum gain

在过去的 20 年中，针对一类带有参数不确定性
的非线性系统的自适应跟踪控制引起了控制界的广

泛关注, 人们相继提出了许多控制方法[1]. 然而, 这
些方法的一个共同特点是其处理的不确定性是参数

线性化形式的, 即要求系统中的不确定参数关于已
知非线性函数是线性的. 但在工程实践中, 很多系统
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中的不确定性都具有结构未知、难以建模和不可重

复的特性. 为了处理这种不确定性, 针对一类具有
Brunovsky 形式的系统, 基于逼近器和 Lyapunov
稳定性理论的控制技术应运而生[2−3]. 近年来, 人们
利用自适应后推设计思想, 将基于逼近器的自适应
控制方法, 诸如包括自适应神经网络控制技术[4−5]、

自适应模糊神经控制技术[6−7], 拓展到一类具有强
不确定性和非线性的严格反馈系统. 此外, 针对一
类控制方向未知的强非线性不确定系统, 文献 [8−9]
借助 Nussbaum 增益技术[10] 相继提出了自适应神

经/模糊控制方法.
然而,上述基于后推技术的自适应控制方法都存

在一种缺陷,即“计算膨胀”问题.因为后推技术在每
一步反向递推中都要对虚拟控制律 (已知非线性函
数) 进行重复求导,导致较高阶虚拟控制律和最终控
制器所含项随着系统阶数的增加爆炸性膨胀,使得
控制器的计算复杂度剧增,从而限制了这种方法在
实际工程中的应用. 庆幸的是, Swaroop等在
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文献 [11−12] 中首次提出了动态面控制 (Dynamic
surface control, DSC) 方法, 通过引入一阶低通滤
波器对虚拟控制律进行估计, 解决了参数不确定系
统的自适应控制方法中因后推引起的计算膨胀问题.
近来, Wang等将DSC方法与自适应神经控制结合,
提出了一种针对任意未知非线性的严格反馈三角形

SISO (Single-input single-output) 系统的 DSC 神
经自适应控制方法[13]. 随后, 文献 [14−15] 又相继
将文献 [13] 提出的设计方法推广到具有干扰、虚拟
控制增益为未知函数的一般形式的严格反馈和半严

格反馈非线性 SISO 系统. 这些算法都有效地避免
了传统后推方法所固有的计算膨胀问题.
受到上述成果的启发, 本文针对一类有外扰、控

制增益为方向未知的不确定非线性函数的 SISO 系
统, 引入 Nussbaum 函数处理方向未知的不确定虚
拟控制增益函数, 无需再对其进行逼近, 只用 RBF
神经网络 (Radial based function neural network,
RBF NN) 逼近不确定系统函数, 并采用非线性阻
尼项补偿闭环系统的外界干扰和神经网络重构误差,
提出一种鲁棒自适应神经DSC 跟踪控制方法. 由于
在控制设计中引入 Nussbaum 函数使得闭环系统的
稳定性证明难度增大, 因此文中对闭环系统的稳定
性给出了进一步证明.

1 问题的提出

考虑如下一类严格反馈非线性不确定系统





ẋi = gi (x̄xxi) xi+1 + fi (x̄xxi) + ∆i (t,xxx)
ẋn = gn (xxx) u + fn (xxx) + ∆n (t,xxx)
y = x1

(1)

式中, x̄xxi = [x1, · · · , xi]T, xxx = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn

为系统状态向量, u, y ∈ R 为系统的输入和输出,
fi(·) 为结构未知的光滑非线性函数, gi(·) 为未知光
滑虚拟控制增益函数, ∆i(t,xxx) (1 ≤ i ≤ n) 表示有
界的不确定外界干扰.
目标是设计一种鲁棒自适应神经网络跟踪控制

律, 使得闭环系统的所有信号一致最终有界. 为此,
对上述系统作如下假设.
假设 1. 未知增益函数 gi(·) 符号未知且有界,

即存在一个正的常数 Gi, 使得 |gi| ≤ Gi. 值得注意
的是, 这里的界信息 Gi 只是为了后文理论分析上的

需要, 在设计中并不需要.
假设 2. 外界干扰 ∆i(t,xxx) 是有界的, 满足

|∆i(·)| ≤ di, i = 1, · · · , n, di 为未知的正常数.
假设 3. 参考信号 yr(t) 光滑有界, 且具有 2 阶

连续有界的导数, 即存在一个正的常数 B0, 使得集
合 Π0 = {(yr, ẏr, ÿr) : y2

r + ẏ2
r + ÿ2

r ≤ B0} 成立.

2 神经网络动态面控制设计

我们首先介绍 Nussbaum 型函数及与之相关的
一个引理.
定义 1[10]. 连续函数 N(s) : R → R 被称为是

一个 Nussbaum 型函数, 具有下列属性

lim
s→+∞

sup
1
s

∫ s

0

N(κ)dκ = +∞

lim
s→+∞

inf
1
s

∫ s

0

N(κ)dκ = −∞

本文取 Nussbaum 函数 N(κ) = eκ2
cos((π/2)κ).

引理 1[10]. 设 V (·) 和 κ(·) 为定义在 [0, tf ) 上
的光滑函数, 其中 V (t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, tf ), 并且 N(·)
为一光滑 Nussbaum 型函数. 如果 ∀t ∈ [0, tf ), 以
下不等式成立

V (t) ≤ c0 + e−c1t

∫ t

0

g(x(τ))N(κ)κ̇ec1tdτ +

e−c1t

∫ t

0

κ̇ec1tdτ

其中常数 c1 > 0, g(x(τ)) 为时变函数, c0 表示某

一适当的常数, 则 V (t), κ(t) 和
∫ t

0
g(x(τ))N(κ)κ̇dτ

在 [0, tf ) 上必定有界.
注 1. 根据文献 [16] 的命题 2, 若闭环解有界,

则 tf = ∞.
考虑系统中的未知非线性, 本文用 RBF 神经网

络在线逼近. RBF 神经网络为单隐层神经网络, 结
构简单, 是一种典型的局部逼近神经网络, 学习收敛
速度快, 能够逼近任意非线性函数. 给定任意一个光
滑的非线性函数 fff : Ω → Rn, 则存在一个 RBF 基
函数向量 ξξξ : Rm → Rp 以及理想的神经网络权值

矩阵 θ∗ ∈ Rp×n, 使得

fff (·) = θ∗Tξξξ (·) + εεε (2)

其中, Ω 为 Rm 上的一个紧集, εεε ∈ Rn 为神经网络

的重构误差, 理想的权值矩阵 θ∗ 取在紧集 Ω 内使得
ε 最小的估计值 θ̂, 定义为

θ∗ = arg min
ϑ̂∈Rp×n

{
sup
x∈Ω

∥∥∥fff (xxx)− θ̂Tξξξ (xxx)
∥∥∥
}

实际中, 因 θ∗ 无法得到, 用 θ̂ 表示其估计值, θ̃

为估计误差, 即 θ̃ = θ̂ − θ∗. 因此, 系统的未知非线
性不确定性 fi (·), i = 1, · · · , n 可表示为

fi = θ̂θθ
T

i ξξξi(·)− θ̃θθ
T

i ξξξi(·) + εi (3)

式中, θ̂θθi = [θ1
i , · · · , θj

i ]T, j = 1, 2, · · · , li, li 为神

经网络 i 的隐层节点个数. ξξξi(·) = [ξ1
i (·), ξ2

i (·), · · · ,
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ξj
i (·)]T, ξj

i (·) 为神经网络基函数. 在后面的推导中,
需要用到以下的假设.
假设 4. 网络权值 θ∗i 和重构误差 εi 有界, 即存

在正常数 θM 和 εH , 满足 |θ∗i | ≤ θM，‖εi‖ ≤ εH .
假设 5. 存在 C1 上的正定光滑有界函数 ρi(·),

使得 |di + εH | ≤ ρi(x̄xxi).
下面给出控制器设计的具体步骤.
步骤 1. 考虑 ẋ1-子系统, 定义第一个误差面

s1 = x1 − yr (4)

则有

ṡ1 = f1(x1) + g1x2 + ∆1 − ẏr (5)

根据式 (3), 有

ṡ1 = θ̂θθ
T

1 ξξξ1(x1)−θ̃θθ
T

1 ξξξ1(x1)+g1x2− ẏr +∆1+ε1 (6)

此时, 将 x2 看作系统 (6) 的虚拟控制律. 针对
系统 (6) 中符号未知的不确定虚拟控制增益, 我们
借助 Nussbaum 增益技术来处理. 为此取虚拟控制
律的期望值和自适应律如下

x2R = N(κ1)
(

k1s1 + θ̂θθ
T

1 ξξξ1(x1) + s1

ρ2
1(x1)
2c1

− ẏr

)

(7)

N(κ1) = eκ2
1 cos

((π

2

)
κ1

)
(8)

κ̇1 =
(

k1s1 + θ̂θθ
T

1 ξξξ1(x1) +
ρ2

1(x1)
2c1

s1 − ẏr

)
s1 (9)

˙̂
θθθ1 = Γ1[ξξξ1(x1)s1 − σ1(θ̂θθ1 − θθθ0

1)] (10)

其中, k1, c1, σ1 均为正的设计常数, θθθ0
1 为初值, Γ1

为正定对称矩阵, κ1 为 Nussbaum 函数变量. 为简
便计, 对于步骤 i = 2, · · · , n 的情况, 设计参数和变
量具有与这里相同的含义, 本文不再赘述.
在此, 将 x2R 通过时间常数为 η2 的一阶低通滤

波器, 得到 x2R 的估计值 z2

η2ż2 + z2 = x2R, z2(0) = x2R(0) (11)

步骤 iii (2 ≤ i ≤ n− 1) .(2 ≤ i ≤ n− 1) .(2 ≤ i ≤ n− 1) . 定义第 i 个误差面

si = xi − zi (12)

则有

ṡi = fi(x̄xxi) + gi(x̄xxi)xi+1 + ∆i − żi (13)

用神经网络系统 (3) 逼近系统不确定函数, 得

ṡi = θ̂θθ
T

i ξξξi(x̄xxi)− θ̃θθ
T

i ξξξi(x̄xxi)+ gi(x̄xxi)xi+1− żi +∆i + εi

(14)

类似地, 取如下虚拟控制律和自适应律

x(i+1)R = N(κi)
(

kisi + θ̂θθ
T

i ξξξi(x̄xxi) + si

ρ2
i (x̄xxi)
2ci

− żi

)

(15)

N(κi) = eκ2
i cos

((π

2

)
κi

)
(16)

κ̇i =
(

kisi + θ̂θθ
T

i ξξξi(x̄xxi) + si

ρ2
i (x̄xxi)
2ci

− żi

)
si (17)

˙̂
θi = Γi[ξξξi(x̄xxi)si − σi(θ̂θθi − θθθ0

i )] (18)

同样, 将 x(i+1)R 通过时间常数为 ηi+1 的一阶

低通滤波器, 得到 x(i+1)R 的估计值 zi+1

ηi+1żi+1 + zi+1 = x(i+1)R, zi+1(0) = x(i+1)R(0)
(19)

注 2. 常规反推法在每一步都需要对上一步所
得的虚拟控制量进行求导, 从而成倍地产生不确定
非线性项, 神经网络需要对不确定系统函数 fi(x̄xxi)
和这些衍生不确定非线性项同时进行逼近, 使得神
经网络的输入项至少成倍增加[5], 所需在线学习参
数数量至少为 (Ni = li × (2i)) 个 (li 为神经网络 i

的隐层节点个数). 而在 DSC 算法中, 第 i 个子系统

的神经网络只需对不确定系统函数 fi(x̄xxi) 进行逼近,
在线学习参数显著减少, 仅为 (Ni = li × i) 个, 从而
使得控制算法的计算量大为减少, 在工程中比较容
易实现.
注 3. 与文献 [14−15] 分别采用两个 NN 逼近

每个子系统中的不确定系统函数和虚拟控制增益函

数不同, 本文只用一个 RBF NN 逼近不确定系统函
数; 并通过引入 Nussbaum 函数, 无需利用 NN 或
模糊逼近器对系统中方向未知的不确定虚拟控制增

益函数 gi(x̄xxi) 进行逼近, 只需利用 Nussbaum 型增
益函数 N(κi) 对其进行估计 (自适应参数也只有一
个Nussbaum 函数变量 κi), 这样就使得算法中的自
适应参数显著减少, 尤其是与 DSC 方法结合, 可以
大大降低算法的计算负担.
步骤 nnn. 实际控制 u 出现, 定义第 n 个误差面

sn = xn − zn (20)

类似地, 有

ṡn = θ̂θθ
T

nξξξn(xxx)− θ̃θθ
T

nξξξn(xxx) + gn(xxx)u− żn + ∆n + εn

(21)
取控制律和自适应律如下

u = N(κn)
(

knsn + θ̂θθ
T

nξξξn(xxx) + sn

ρ2
n(xxx)
2cn

− żn

)

(22)

N(κn) = eκ2
n cos

((π

2

)
κn

)
(23)
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κ̇n =
(

knsn + θ̂θθ
T

nξξξn(xxx) + sn

ρ2
n(xxx)
2cn

− żn

)
sn (24)

˙̂
θθθn = Γn[ξξξn(xxx)sn − σn(θ̂θθn − θθθ0

n)] (25)

注 4. 本文将 Nussbaum 增益技术引入 DSC
方法中, 与传统的基于逼近器的反馈线性化方法所
得到的控制律形式 u = (1/ĝ(xxx))(−f̂(xxx)) 比较, 本
文提出的控制律 (22), 不仅避免了控制器奇异值问
题, 与文献 [14−15] 中采用积分型 Lyapunov 函数
处理控制器奇异值的方法比较, 也更加简单.

3 稳定性分析

本文因在设计中引入 Nussbaum 函数, 使得闭
环系统的稳定性证明较文献 [13−15] 的难度增大,
因此在这里有必要对闭环系统的稳定性给出进一步

证明.
首先, 定义系统的边界层误差

yi+1 = zi+1 − x(i+1)R, i = 1, 2, · · · , n− 1 (26)

考虑到式 (7)∼ (9), 系统 (6) 变为

ṡ1 = g1s2 + g1y2 + (g1N(κ1) + 1)ς1 − θ̃θθ
T

1 ξξξ1(x1) +

(∆1 + ε1)− k1s1 − s1

ρ2
1(x1)
2c1

(27)

类似地, 有

ṡi = gisi+1 + giyi+1 + (giN(κi) + 1)ςi −
θ̃θθ

T

i ξξξi(x̄xxi) + (∆i + εi)− kisi − si

ρ2
i (x̄xxi)
2ci

(28)

ṡn =(gnN(κn) + 1)ςn − θ̃θθ
T

nξξξn(xxx) +

(∆n + εn)− knsn − sn

ρ2
n(xxx)
2cn

(29)

其中, ςi = kisi + θ̂θθ
T

i ξξξi(x̄xxi)+ si(ρ2
i (x̄xxi)/2ci)− żi, i =

1, · · · , n. 由于 ż2 = −(z2 − x2R)/η2 = −y2/η2, 则

ẏ2 = ż2 − ẋ2R = −y2

η2

+
(
−∂N(κ1)

∂κ1

κ̇1ς1−N(κ1)
(

k1ṡ1+θ̂θθ
T

1

∂ξξξ1

∂x1

ẋ1+

˙̂
θθθT

1 ξξξ1(x1)+ṡ1

ρ2
1(x1)
2c1

+s1

ρ1(x1)
c1

∂ρ1

∂x1

ẋ1−ÿr

))
=

−y2

η2

+ B2(s1, s2, y2, θ̂1, yr, ẏr, ÿr) (30)

其中 B2(·) 是上式右边的剩余项, 是一个连续函数.
类似地, 有

ẏi+1 = −yi+1

ηi+1

+

Bi+1(s1, · · · , si+1, y2, · · · , yi, θ̂1, · · · , θ̂i, yr, ẏr, ÿr)

(31)

这里 Bi+1, i = 2, · · · , n − 1 是连续函数, 其表达式
见本页下方.
现在分析由系统 (27)∼ (31) 和参数自适应律

(10), (18), (25) 以及虚拟控制律 (7), (15) 和控制律
(22) 组成的闭环系统的稳定性.
首先提出如下定理.
定理 1. 考虑上述闭环系统, 对于给定的任意

正数 pi, 如果初始条件满足 Πi = {∑i

j=1 s2
j +

∑i

j=1

(θ̃θθ
T

j Γ−1
j θ̃θθj) +

∑i

j=2 y2
j < 2pi}, 则存在 ki, ci, ηi, σi

和 Γi, 使得闭环系统的解一致最终有界. 同时, 可以
通过调整控制器参数而使得跟踪误差充分小.

证明. 首先应当指出的是, 在传统的 “消去后
推” 设计方法[1] 中, 为了消去在 V̇i−1 中不希望看到

的附加项 si−1si, 需要定义 Vi 为 Vi−1 与 s2
i 以及可

能存在的估计误差的平方之和, 这样, 在 V̇i 中就会

出现两个甚至两个以上的 Nussbaum 函数. 而这种
情况是不能利用引理 1 进行处理的. 为此, 本文采用
了 “解耦后推” (Decoupled backstepping) 方法[8].
由于本文采用系统的设计方法, 所得到的各子

系统的算法具有高度结构对称性, 因此现在可以先
考虑具有代表性的第 i 个子系统. 为此, 定义

Vi =
1
2
s2

i +
1
2
θ̃θθ

T

i Γ−1
i θ̃θθi +

1
2
y2

i+1 (32)

则其对时间的导数为

V̇i = siṡi + θ̃θθ
T

i Γ−1
i

˙̂
θθθi + yi+1ẏi+1 =

−kis
2
i + (giN(κi) + 1)siςi + gisisi+1 +

gisiyi+1 + si(∆i + εi)− s2
i

ρ2
i (x̄xxi)
2ci

+

θ̃θθ
T

i (Γ−1
i

˙̂
θθθi − ξξξisi) + yi+1

(
−yi+1

ηi+1

+ Bi+1

)
(33)

注意到假设 2、假设 5 和自适应律 (18), 不等式

ab ≤ 1
4
a2 + b2 和 |si|ρi(x̄xxi) − s2

i

ρ2
i (x̄xxi)
2ci

≤ ci

2
, 以及

θ̃θθ
T

i (θ̂θθi − θθθ0
i ) ≥

1
2
|θ̃θθi|2 − 1

2
|θθθ∗i − θθθ0

i |2, 则式 (33) 变为

Bi+1 = −∂N(κi)

∂κi
κ̇iς −N(κi)


kiṡi + ṡi

ρ2
i (x̄xxi)

2ci
+

˙̂
θθθT

i ξξξi(x̄xxi)+

(
θ̂θθ

T

i
∂ξξξi

∂ (x1, · · · , xi)
+ si

ρi (x̄xxi)

ci

∂ρi

∂ (x1, · · · , xi)

)



ẋ1

...

ẋi


 +

ẏi

ηi
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V̇i ≤ −(ki − 2)s2
i −

σi

2λmax(Γ−1
i )

θ̃θθ
T

i Γ−1
i θ̃θθi +

(giN(κi) + 1)κ̇i

ci

2
+

σi

2
|θθθ∗i − θθθ0

i |2 +

G2
i

4
s2

i+1+
(

G2
i

4
y2

i+1−
y2

i+1

ηi+1

+|Bi+1yi+1|
)

(34)

现在考察上式右边最后项的属性. 先考察 Bi+1,
i = 1, · · · , n− 1 的属性.
由于集合 Π0 ∈ R3 和 Πi ∈ R(

∑i
j=1 Nj+2i−1)

(其中 Nj 是 θ̃θθj 的维数) 都是紧的, 因此 Π0 × Πi ∈
R(

∑i
j=1 Nj+2i+2) 也是紧的, 因而 |Bi+1| 在 Π0 × Πi

上具有一个最大值Mi+1.
现在令 1/ηi+1 = (G2

i /4) + (M2
i+1/2α) + α0, 注

意到 |Bi+1yi+1| ≤ (y2
i+1B

2
i+1)/2α + α/2, 则有

G2
i

4
y2

i+1 −
y2

i+1

ηi+1

+ |Bi+1yi+1| ≤

−
(

G2
i

4
+

M 2
i+1

2α
+ α0

)
y2

i+1 +

M2
i+1y

2
i+1B

2
i+1

2αM 2
i+1

+
G2

i

4
y2

i+1 +
α

2
=

−α0y
2
i+1 −

(
1− B2

i+1

M2
i+1

)
M 2

i+1y
2
i+1

2α
+

α

2
(35)

令 ei = ci/2 + (σi/2)|θθθ∗i − θθθ0
i |2 ≤ eM , eM 为正常

数; σi/2λmax(Γ−1
i ) = α0, α0 为一个正常数, 设 ki

= 2 + α0, 则式 (34) 变为

V̇i ≤ −2α0Vi +(giN(κi)+1)κ̇i +δi +
G2

i

4
s2

i+1 (36)

其中 δi = eM + (α/2).
设 bi = δi/(2α0), 在式 (36) 两端乘以 e2α0t, 则

有

d
dt

(Vi(t)e2α0t) ≤ δie2α0t + giN(κi)κ̇ie2α0t +

κ̇ie2α0t +
G2

i

4
s2

i+1e
2α0t (37)

再对式 (37) 在 [0, t] 上进行积分, 得

0 ≤ Vi (t) ≤ bi + Vi (0) + e−2α0t

∫ t

0

κ̇ie2α0τdτ +

e−2α0t

∫ t

0

giN (κi)κ̇ie2α0τdτ + Ie (38)

其中 Ie = e−2α0t
∫ t

0
(G2

i /4)s2
i+1e

2α0τdτ 表示附加项.
从式 (38) 可以看出, 若没有附加项 Ie, 则由引理 1
可以得到结论: 在有限时间 [0, tf ) 内, Vi(t) 和 κi, 以
至于 si、yi+1 和 θ̂θθi 都是有界的, 并且根据注 1, 有 tf

= ∞, 因而该有界性是一致最终有界的. 由于有上

述附加项的存在, 引理 1 不能直接适用. 但是, 如果
在下一步 si+1 得到镇定使之有界, 则该附加项

Ie ≤ e−2α0t sup
τ∈[0,t]

s2
i+1

G2
i

4

∫ t

0

e2α0τdτ ≤

G2
i

8α0

sup
τ∈[0,t]

s2
i+1(τ) (39)

显然有界, 故根据引理 1, si 的有界性也得到保证.
现在考察步骤 n 的情况, 定义

Vn =
1
2
s2

n +
1
2
θ̃θθ

T

nΓ−1
n θ̃θθn (40)

这时, Vn 中已经不包含 si+1 和 yi+1 项, 其时间导数
为

V̇n = snṡn + θ̃θθ
T

nΓ−1
n

˙̂
θθθn ≤

−kns2
n −

σn

2λmax(Γ−1
n )

θ̃θθ
T

nΓ−1
n θ̃θθn +

(gnN(κn) + 1)κ̇n +
cn

2
+

σn

2
|θθθ∗n − θθθ0

n|2 (41)

类似地, 令 en = cn/2 + (σn/2)|θθθ∗n − θθθ0
n|2 ≤ eM ,

σn/2λmax(Γ−1
n ) = α0, 设 kn = α0, 则式 (41) 变为

V̇n ≤ −2α0Vn + (gnN(κn) + 1)κ̇n + δn

这里 δn = eM . 设 bn = δn/(2α0), 类似式 (37) 到式
(38) 的变换, 可以得到

Vn(t) ≤ bn + Vn(0) + e−2α0t

∫ t

0

κ̇ne2α0τdτ +

e−2α0t

∫ t

0

gnN(κn)κ̇ne2α0τdτ (42)

显然, 此时根据引理 1 和注 1, 可以得出结论:
Vn 和 ṡn 子系统的闭环解都是一致最终有界的.
并且, 由于 sn 有界, 使得在步骤 n − 1 中附加项
e−2α0t

∫ t

0
(G2

i /4)s2
i+1e

2α0τdτ 的有界性得到保证, 可
得到第 n − 1 个子系统的闭环解的有界性. 如此向
后递归运用 n − 1 次引理 1, 可以得到结论: 通过选
取适当的设计参数 ki, ci, ηi, σi 和 Γi, 可以使得整
个闭环系统的所有解以及系统的状态 x (t) 在所定
义的紧集内都是半全局一致最终有界 (Semi-global
uniformly ultimately bounded, SGUUB) 的.

另外,由于 |y(t)| = |x1(t)| ≤ |s1(t)|+|yr(t)|,根
据 V1 的定义 (式 (32) 中取 i = 1) 和式 (38) (i = 1
时), 易得

|y(t)| ≤
√

2(b1 + C1) + 2V1(0)e−2α0t + |yr(t)|
其中
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C1 = sup
(∫ t

0

((g1N(κ1) + 1)κ̇1)e−2α0(t−τ)dτ +
∫ t

0

(
G2

1

4

)
s2
2e
−2α0(t−τ)dτ

)

同时, 由 δi, α0 及 bi 的定义, 可以通过适当地调整
控制器参数 ki, ci, ηi, σi 和 Γi, 而使得 bi 尽可能小,
从而使得 µ 尽可能小, 这里 µ >

√∑n

i=1 2(bi + ki);
此时, 存在一个 T > 0, 使得对于所有的 t ≥ T , 都
有 |s(t)| ≤ µ, 从而 limt→∞ |s1(t)| ≤ µ 成立. 即, 可
以通过调整控制器参数而使得跟踪误差 s1 = y(t)−
yr(t) 尽可能小, 以达到所期望的跟踪精度. ¤

4 计算机仿真算例

考虑以下二阶 SISO 系统[9] 的跟踪问题





ẋ1 = g1(x1)x2 + f1(x1) + ∆1(xxx, t)
ẋ2 = g2(xxx)u + f2(xxx) + ∆2(xxx, t)
y = x1

(43)

其中, g1 = 1 + x2
1, g2 = 3 + cos(x1x2), f1 = x1

× e−0.5x1 , f2 = x1x
2
2, ∆1 = 0.6 sin(x2), ∆2 = 0.5

× (x2
1 + x2

2) sin3(t). 参考信号选为 yd = 0.5(sin(t)
+ sin(0.5t)). 取 Nussbaum 函数 N(κ) = eκ2 ×
cos((π/2)κ); 控制器的参数选择如下: k1 = k2 =
5, Γ1 = diag{0.1}, Γ2 = diag{0.1}, σ1 = σ2 = 1,
θ1 和 θ2 的隐层单元个数均为 25, NN 的高斯基函

数 ξξξj(xxx) =
1√
2πσ

exp
(
−‖xxx− aaaj‖2

2σ2

)
的中心值均

为 0.5, 尺度因子均为 5; 滤波器的时间常数 η2 设为

0.05; 非线性阻尼项系数取 0.5. 将本文提出的控制
律应用于系统 (43) 的跟踪控制, 计算机仿真结果如
图 1 和图 2 所示.

(a) 系统输出 y 与参考信号 yd

(a) System output y and reference signal yd

(b) 控制器 u

(b) Controller u

图 1 系统输出与控制器历时曲线

Fig. 1 Curves of system output and controller

(a) Nussbaum 参数 κ1 和 κ2 的自适应曲线

(a) Adaptation of parameters κ1 and κ2

(b) Nussbaum 函数 N(κ1) 和 N(κ2)

(b) Nussbaum functions N(κ1) and N(κ2)

图 2 Nussbaum 函数及其参数仿真曲线

Fig. 2 Curves of Nussbaum function and its parameter

图 1 表示系统输出 y (即 x1) 对参考信号 yd 的
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自适应跟踪及控制器 u 的历时曲线; 图 2 则表示
Nussbaum 增益函数 N(κ1) 和 N(κ2) 及其参数 κ1

和 κ2 的自适应曲线. 与文献 [9] 相比, 由于本文的算
法结构简单, 计算量小, 因而控制输入比文献 [9] 中
的小得多, 且光滑无抖颤, 易于工程实现. 上述仿真
结果表明了本文所提出算法的有效性及其在工程实

践中潜在的应用价值.

5 结论

本文研究了一类不确定非线性系统的跟踪控制

问题. 用 RBF NN 系统逼近未知系统函数, 基于
DSC 后推技术和 Nussbaum 增益技术, 提出了一种
鲁棒自适应神经控制算法, 克服了可能存在的控制
器奇异值问题, 解决了基于逼近器的常规后推自适
应方法中所固有的 “计算膨胀” 问题, 算法结构简单
明了, 计算量大为减少, 与神经网络的并行分布式信
息处理方式优势结合, 使得该算法在工程中比较容
易实现. 因此, 这种方法在工程实践中具有潜在的应
用和推广价值.
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