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基于分段模糊 Lyapunov函数的

模糊系统稳定性分析和保性能设计

纪志成 1 周英焕 1 沈艳霞 1

摘 要 针对一类 Takagi-Sugeno (T-S) 连续模糊系统, 在分析模

糊系统前提规则结构信息的基础上, 研究了其稳定性和保性能设计问

题. 通过将模糊 Lyapunov 函数 (FLF) 和分段二次 Lyapunov 函数

(PQLF) 结合, 构造出分段模糊 Lyapunov 函数 (PFLF), 并提出了一

种新的并行分配补偿 (PDC) 控制器. 基于 PFLF 方法, 得到了线性矩

阵不等式 (LMI) 形式的模糊系统分析与设计的求解方法. 该方法继承

了 FLF 与 PQLF 的优点. 仿真实例表明: 该方法所得稳定性判据更为

宽松, 具有更好的保性能控制效果.

关键词 T-S 模糊系统, 分段模糊 Lyapunov 函数, 并行分配补偿, 线

性矩阵不等式

中图分类号 TP273

Stability Analysis and Guaranteed Cost

Design of Fuzzy Systems via Piecewise
Fuzzy Lyapunov Function Approach

JI Zhi-Cheng1 ZHOU Ying-Huan1 SHEN Yan-Xia1

Abstract This paper deals with the stability analysis and

guaranteed cost design of a class of Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy

systems. Based on the structure information of the premise

rule base, a new Lyapunov function called piecewise fuzzy Lya-

punov function (PFLF) is proposed by combining the fuzzy Lya-

punov function (FLF) and piecewise quadratic Lyapunov func-

tion (PQLF). A new parallel distributed compensation (PDC)

controller is also presented. Based on the PFLF approach, a

stability analysis and guaranteed cost control design method

is derived in the form of linear inequality matrix (LMI). This

method inherits the advantage of FLF and PQLF. Simulation

results show that the stability analysis of this method is more

relaxed in addition to the much better guaranteed cost control

performance.

Key words T-S fuzzy systems, piecewise fuzzy Lyapunov

function (PFLF), parallel distributed compensation (PDC), lin-

ear inequality matrix (LMI)

近年来, 许多学者对 Takagi-Sugeno (T-S) 模糊控制系

统[1] 的稳定性分析进行了广泛的研究[2−6]. 大部分的理论都

是基于普通的二次Lyapunov函数 (Common quadratic Lya-

punov function, CQLF)方法[2],采用并行分配补偿 (Parallel

distributed compensation, PDC) 控制策略[3], 将各个子系

统的 Lyapunov 方程中公共矩阵的求解转换为线性矩阵不等

式 (Linear inequality matrix, LMI) 可行解问题, 继而利用

凸优化技术进行高效求解. 但是采用 CQLF 方法存在保守
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性[7], 对于某些模糊系统可能会出现无解的情况[6]; 而且在

实际应用中, 随着前提变量以及规则数目的增多, 往往会使

LMI 求解难度变大, 从而降低了求解效率.

为了克服上述问题, Xiu[4], Wang[5] 和 Jonhansson[8] 提

出了分段二次 Lyapunov 函数方法 (Piecewise fuzzy Lya-

punov function, PQLF), 通过分析前提变量模糊隶属度函

数的结构信息, 将整个输入空间划分成几个模糊区域, 并在

每个模糊区域上求解一个二次 Lyapunov 方程, 极大地降低

了求解难度. 然而可以看到, PQLF 方法在各个划分所得的

模糊区域中, 本质上仍是二次 Lyapunov 函数方法, 在对各

个模糊区域进行求解时同样可能会遇到 CQLF 所存在的问

题. Tanaka[6, 9−10] 提出了模糊 Lyapunov 函数 (Fuzzy Lya-

punov function, FLF) 方法, 通过构造 FLF, 将隶属度函数

的导数引入到了稳定性分析中, 从另外一个角度反映了模糊

系统前提规则的结构信息, 从而得到了更为宽松的系统分析

设计方法. 由于隶属度函数导数的存在, FLF 方法需要假设

隶属度函数的连续性, 使其无法在常见的如具有三角形隶属

度函数的模糊系统中应用. 当前关于 FLF 方法的应用主要

见诸于离散 T-S 模糊系统, 王岩等[11] 提出了离散模糊系统

的模糊 Lyaunov 方法, 任光等[12] 针对一类离散模糊系统提

出了分段模糊 Lyapunov 函数方法, 而关于连续 T-S 模糊系

统方面相关的深入研究还较少.

另一方面, 稳定性只是系统运行的最小要求, 对于实际

系统仅具有稳定性是不够的, 还需考虑其他性能. 最优保性

能控制所设计的控制器不仅能够保证系统的稳定性, 而且还

使得系统的特定性能指标达到最小, 已经受到了许多学者的

关注, 取得了许多成果[13−15].

基于上述分析, 本文对文献 [4−5] 中的一类连续 T-S 模

糊系统的稳定性分析与保性能控制进行了研究, 通过将 FLF

方法引入到 PQLF 所划分得到的模糊区域, 从而构造出分段

模糊 Lyapunov 函数 (Piecewise fuzzy Lyapunov function,

PFLF) 方法, 降低了 PQLF 方法在各个模糊区域上的保守

性, 实现了 FLF 方法在隶属度函数为三角形的模糊系统中的

应用, 并对 PQLF 和 FLF 方法在连续 T-S 模糊系统上进行

了更为深入的研究, 得到了基于 PFLF 方法的新型 LMI 形

式的稳定性判据. 同时, 在模糊区域的划分基础上, 提出了一

种新的称为分段 PDC 的控制策略, 该策略同样能够反映模

糊系统的规则结构信息. 通过采用分段 PDC 控制策略设计

了相应的保性能模糊控制器, 仿真实例证实了该方法的有效

性.

1 问题的描述

如文献 [4−5] 定义的三角形隶属度函数的模糊系统的规

则结构表示为

Ri: If z1(t) is Mi1 and · · · and zn(t) is Min

Then ẋxx(t) = Aixxx(t) + Biuuu(t), i = 1, · · · , r (1)

其中, Ri 表示第 i 条规则; r 为规则数; zzz(t) = [z1(t), · · · ,
zn(t)]T 为可测前提向量; Mij 为模糊集合; xxx(t) ∈ Rn 为

状态向量; uuu(t) ∈ Rm 为控制输入向量; Ai ∈ Rn×n, Bi ∈
Rn×m 分别为第 i 个系统的系统矩阵和输入矩阵.

给定输入对 (xxx(t),uuu(t)), 采用单点模糊化、乘积推理和

平均加权反模糊化, 可得模糊系统的整个状态方程为

ẋxx(t) =

r∑
i=1

hi(zzz(t))(Aixxx(t) + Biuuu(t)) (2)

其中, hi(zzz(t)) 表示规则归一化激活度, hi(zzz(t)) = wi(zzz(t))/∑r
i=1 wi(zzz(t)), wi(zzz(t)) =

∏n
j=1 Mij(zj(t)), Mij(zj(t)) 是

zj(t) 关于模糊集 Mij 的隶属度函数, 且 hi(zzz(t)) ≥ 0,∑r
i=1 hi(zzz(t)) = 1. 模糊系统的隶属度函数结构如图 1 所示.

图 1 T-S 模糊系统的规则结构

Fig. 1 The rule structure of the T-S fuzzy system

假设 1. 本文中每个前提变量 zn(t) 在相应的论域中都

有 q 个模糊集合 (例如M1n, M2n, · · · , Mqn). 这些模糊集合

都是完整的三角形结构, 即当任一前提变量 zzz(t) 进入到模糊

系统中时, 至多有两个规则被激活 (如图 1 所示), 并且所有

的前提变量都是单点模糊集.

由图 1 可知, 对于前提向量 zzz(t) ∈ Rn, 被激活的规则数

至多为 2n 个. 因此, 在任意时刻进行模糊系统控制器设计时,

只需求解 2n 个 LMI, 显然这时的求解难度要小得多. 但是,

进入到系统的前提向量是连续的, 不同的向量可能会激活不

同的 2n 个规则. 为了系统地考虑所有可能的前提向量, 将整

个前提变量空间划分成几个模糊子区域. 处于同一个模糊子

区域内的前提向量将激活相同的 2n 个模糊规则, 称这些相

同的模糊规则为一个模糊规则组. 显然, 任意时刻只会激活

一个模糊子区域.

令 G 为模糊子区域数目, f 为每个子区域中被激活的规

则数, g 为前提变量数, 并令 Si 表示第 i 个模糊子区域, 则可

定义在此模糊子区域上的局部模型为

ẋxx(t) =

f∑

l=1

hli(zzz(t))(Alixxx(t) + Bliuuu(t)) (3)

式中, hli(zzz(t)) 表示局部模型的归一化激活度; (Ali, Bli) 表

示模糊系统第 i 个模糊区域中的第 l 个子系统, 1 ≤ l ≤ f , 这

些子系统的序号根据 (Ai, Bi) 在整体模糊系统中的序号从小

到大排列, 例如第 i 个模糊区域中包含了 (A1, B1), (A2, B2),

(A5, B5), 则其在第 i 个模糊区域中的表示为 (A1i, B1i),

(A2i, B2i), (A3i, B3i).

hli(zzz(t)) 与 hi(zzz(t)) 的对应关系依次类推, 由于任意时

刻只激活一个模糊子区域, 有 hli(zzz(t)) ≥ 0,
∑f

l=1 hli(zzz(t))

= 1. 为简单起见, 以下省略 hli(zzz(t)) 中的 zzz(t).

仿照文献 [4] 中的方法, 在各个模糊子区域上定义如下

特征函数

λi(xxx(t)) =

{
1, xxx(t) ∈ Si

0, 其他
,

G∑
i=1

λi(xxx(t)) = 1

则模糊系统 (2) 可转换为

ẋxx(t) =

G∑
i=1

λi(xxx(t))

f∑

l=1

hli(Alixxx(t) + Bliuuu(t)) (4)
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对系统 (2), 定义一个性能指标

J =

∫ ∞

0

{xxxT(t)Qxxx(t) + uuuT(t)Ruuu(t)}dt (5)

其中 Q 和 R 为正定加权矩阵.

定义 1[13]. 对于 T-S 模糊系统 (2), 如果存在一个模糊

控制律 uuu(t) 和一个指标 J0 使得闭环系统的性能指标函数

(5) 满足 J ≤ J0, 则称 J0 为一个保性能指标, uuu(t) 为系统

(2) 的一个保性能控制律.

定义 2[9]. 称式 (6)为模糊系统 (1)的模糊 Lyapunov函

数, 当且仅当 xxx(t) 6= 0 时, V (xxx(t)) 的导数始终为负:

V (xxx(t)) =

r∑
α=1

hαxxxT(t)Pαxxx(t) (6)

其中 Pα 是正定对称矩阵, α = 1, · · · , r.

2 开环系统稳定性分析

2.1 稳定性分析

为显示分段模糊 Lyapunov 函数方法在连续 T-S 模糊系

统上的有效性, 首先对开环 T-S 模糊系统进行稳定性分析,

考虑 T-S 模糊系统

ẋxx(t) =

r∑
i=1

hi(zzz(t))Aixxx(t) (7)

有如下定理:

定理 1. 对于具有三角形隶属度函数的开环 T-S 模糊系

统 (7) 及 |ḣρi(zzz(t))| ≤ φρi, 其在平衡状态大范围渐近稳定的

充分条件是: 在各个模糊子区域中分别存在一系列公共的正

定矩阵 P1i, P2i, · · · , Pfi (1 ≤ i ≤ G), 满足如下不等式

f∑
ρ=1

φρiPρi +
1

2

(
AT

kiPli + PliAki + AT
liPki + PkiAli

)
< 0

1 ≤ l ≤ k ≤ f, 1 ≤ i ≤ G (8)

φρi 确定后, 式 (8) 即成为一个线性矩阵不等式.

证明. 在第 i 个模糊区域 Si 中的局部模型为

ẋxx(t) =

f∑

l=1

hli(zzz(t))Alixxx(t) (9)

由式 (5), 定义该模糊子区域上的模糊 Lyapunov 函数为

Vi(xxx(t)) = xxxT(t)Pixxx(t) =

xxxT(t)

f∑

l=1

hli(zzz(t))Plixxx(t) =

f∑

l=1

hli(zzz(t))xxxT(t)Plixxx(t) (10)

则其对时间的导数为

V̇i(xxx(t)) =

f∑
ρ=1

ḣρi(zzz(t))xxxT(t)Pρixxx(t)+

f∑

l=1

hli(zzz(t))×

{
ẋxxT(t)Plixxx(t) + xxxT(t)Pliẋxx(t)

}
=

f∑
ρ=1

ḣρi(zzz(t))xxxT(t)Pρixxx(t)+

f∑

l=1

f∑

k=1

hlihkixxx
T(t)×

{
AT

kiPli + PliAki

}
xxx(t) =

f∑
ρ=1

ḣρi(zzz(t))xxxT(t)Pρixxx(t)+

1

2

f∑

l=1

f∑

k=1

hlihkixxx
T(t)×

{
AT

kiPli + PliAki+

AT
liPki + PkiAli

}
xxx(t) (11)

由
∣∣∣ḣρi(zzz(t))

∣∣∣ ≤ φρi, 式 (10) 可转换为

V̇i(xxx(t)) ≤
f∑

l=1

f∑

k=1

hlihkixxx
T(t)

{ f∑
ρ=1

φρiPρi+

1

2
(AT

kiPli + PliAki+

AT
liPki + PkiAli)

}
xxx(t)

欲使 V̇i(xxx(t)) < 0, 只需令

l

f∑
ρ=1

φρiPρi +
1

2

(
AT

kiPli +PliAki +AT
liPki +PkiAli

)
< 0

(12)

此时, 系统 (7) 在其各个模糊子区域上局部渐近稳定.

对于整个模糊自由系统, 令 P =
∑G

i=1 λiPi, 在整个输

入向量空间上构造 Lyapunov 函数为

V (xxx(t)) = xxxT(t)Pxxx(t) =

xxxT(t)

(
G∑

i=1

f∑

l=1

λihliPli

)
xxx(t) =

G∑
i=1

λixxx
T(t)Pixxx(t) =

G∑
i=1

λiVi(xxx(t)) (13)

当式 (12) 成立时, 由文献 [4] 可知, 是系统 (7) 的一个分段模

糊 Lyapunov 函数, 所以此时系统 (7) 在平衡状态大范围渐

近稳定. ¤
注 1. φρi 的确定可参考文献 [9−10] 中的相应定理. 事

实上, 可以同时把约束条件
∣∣∣ḣρi(zzz(t))

∣∣∣ ≤ φρi 结合定理 1 转

化成一系列 LMI 的可行解问题. 我们讨论一种典型的情况,

即 xxx(t) = zzz(t), 则有

∣∣∣ḣρi(zzz(t))
∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂hρi(zzz(t))

∂xxx(t)

∣∣∣∣ ẋxx(t) (14)
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根据模糊建模原理[16], 有

∂hρi(zzz(t))

∂xxx(t)
=

s∑

l=1

νl
ρiζ

l
ρi (15)

其中, νl
ρi ≥ 0,

∑s
l=1 νl

ρi = 1.

引理 1[9−10]. 假设 xxx(0), zzz(0) 已知, 如果存在一系列正

定对称矩阵 P1i, P2i, · · · , Pfi 满足如下不等式




1 ∗ · · · ∗
P1ixxx(0)

1

h1i(zzz(0))
P1i · · · 0

...
...

. . .
...

Pfixxx(0) 0 · · · 1

hfi(zzz(0))
Pfi



≥ 0 (16)

[
φρiPli ∗
νl

ρiAli φρiIII

]
≥ 0, ∀ i, l, ρ (17)

其中, “∗” 表示矩阵相应位置上的转置, 则约束
∣∣∣ḣρi(zzz(t))

∣∣∣ ≤
φρi 始终成立.

证明. 若约束成立, 易得

(
∂hρi(zzz(t))

∂xxx(t)
ẋxx(t)

)T (
∂hρi(zzz(t))

∂xxx(t)
ẋxx(t)

)
≤ φ2

ρi (18)

不等式 (18) 等价于

1

φ2
ρi

xxxT(t)

(
s∑

l=1

νl
ρiζ

l
ρi

f∑

l=1

hli(zzz(t))Ali

)T

×
(

s∑

l=1

νl
ρiζ

l
ρi

f∑

l=1

hli(zzz(t))Ali

)
xxx(t) ≤ 1 (19)

假设 xxx(0) = zzz(0) 已知, 且有

f∑

l=1

hli(zzz(0))xxxT(0)Plixxx(0) ≤ 1

可推得

f∑

l=1

hli(zzz(t))xxxT(t)Plixxx(t) ≤

f∑

l=1

hli(zzz(0))xxxT(0)Plixxx(0) ≤ 1 (20)

当下式成立, 必然满足隶属度函数的一阶导数约束条件

1

φ2
ρi

(
s∑

l=1

νl
ρiζ

l
ρi

f∑

l=1

hli(zzz(t))Ali

)T

×
(

s∑

l=1

νl
ρiζ

l
ρi

f∑

l=1

hli(zzz(t))Ali

)
−

f∑

l=1

hli(zzz(t))Pli ≤ 0 (21)

根据 Schur 补引理, 式 (20) 等价于式 (16), 式 (21) 等价于式

(17). ¤

值得注意的是, 当 hmi(zzz(0)) = 0, m ∈ [1, f ] 时, 必须去

掉式 (16) 中矩阵的相关行与列, 使矩阵降阶. 此外, 只需作

微小的改动, 该引理便同样适用于 xxx(t) 6= zzz(t) 的情况. 此处

篇幅所限, 略去不表.

注 2. 虽然三角函数的规范化权在三角顶点处不可导,

但其左右导数存在, 引入分段的概念以后, 模糊子区域的规

范化权导数在三角顶点的左右导数间取值, 从而打破了对三

角顶点规范化权可导性的要求.

2.2 例 1

对于如下一个简单的开环 T-S 模糊控制系统, 其规则表

示形式为

R1 : If x1(t) is M1, Then ẋxx(t) = A1xxx(t)

R2 : If x1(t) is M2, Then ẋxx(t) = A2xxx(t)

R3 : If x1(t) is M3, Then ẋxx(t) = A3xxx(t)

其前提规则结构如图 2 所示, 有两个模糊子区域. g = 1, q =

3, r = 3, G = 2, f = 2. 系统矩阵如下所示

A1 =

[
−5 −4

−1 −2

]
, A2 =

[
−5 −4

3 −2

]

A3 =

[
a −4

20 −2

]

其中 a 为一个系统参数. 令 a = 0, 此时分别采用 CQLF 和

文献 [4] 中的 PQLF 方法, 可以验证都找不到相应的公共正

定矩阵, 因而无法判断系统的稳定性.

图 2 简单 T-S 模糊系统的规则结构

Fig. 2 Premise rule structure of the simple fuzzy system

如图 2, 前提变量 x1(t)在模糊区域 S1 中将激活规则R1

和 R2, 分别对应子系统 A1, A2, 则这两个子系统在模糊区域

中的表示形式为 A11, A21. 同理可知, 模糊区域 S2 中 A12,

A22 对应子系统 A2, A3.

为简单起见, 可令 φ11 = · · · = φ22 = φ, 取 φ = 0.3. 采

用 PFLF 方法, 由定理 1 可得

P11 =

[
0.059 −0.022

−0.022 0.271

]
, P21 =

[
0.102 0.010

0.010 0.213

]

P12 =

[
0.140 0.076

0.076 0.112

]
, P22 =

[
0.466 −0.025

−0.025 0.095

]

图 3 为采用三种不同方法所得 a 的可行性区域. 由图 3

可知, 采用 PFLF方法所得的可行性区域要比采用 CQLF和

PQLF 方法所得的可行性区域都大, 由此显示了采用分段模
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糊 Lyapunov 函数理论的定理 1 相对于通常二次 Lyapunov

函数和分段二次 Lyapunov 函数方法的优越性.

图 3 三种不同方法 a 的可行性区域

Fig. 3 Feasible areas of a for three different approaches

3 基于 LMI的保性能控制器设计

3.1 控制器设计

根据 PDC控制器的设计基本原理, 对应模糊系统 (4)的

结构, 为模糊系统 (2) 设计如下 PDC 控制器

uuu(t) =

G∑
i=1

λi(xxx(t))

f∑

l=1

hli(zzz(t))Flixxx(t) (22)

其中 Fli 表示 Si 中第 l 个子系统的控制器反馈增益. 由式

(6) 可知该 PDC 控制器同样包含了模糊系统前提规则的结

构信息.

通过将 FLF 方法引入到各个模糊区域中, 则有如下基于

PFLF 方法的模糊系统保性能控制律设计方法:

定理 2. 假设 |ḣρi(zzz(t))| ≤ φρi, 模糊系统 (2) 为大范围

渐近稳定并且对于任意非零初始状态 xxx(0) ∈ Si, 性能指标函

数 (5) 有上界 xxxT(0)Pi(zzz(0))xxx(0), 当且仅当存在一系列正定

矩阵 P1i, · · · , Pfi (1 ≤ i ≤ G) 和矩阵 F1i, · · · , Ffi, 满足下

列矩阵不等式 [
Λ(i,j,l) ∗
Ξ(i,j,l) Π

]
< 0 (23)

i = 1, · · · , G, j, l = 1, · · · , f
[
Σ(i,j,l,k) ∗
Υ(i,j,l,k) Ω

]
< 0 (24)

i = 1, · · · , G, j = 1, · · · , f, 1 ≤ l < k ≤ f

其中

Λ(i,j,l) =




Φij
ll ∗ · · · ∗

Xji −φ−1
1i X1i · · · ∗

...
...

. . .
...

Xji 0 · · · −φ−1
fi Xfi




Ξ(i,j,l) =

[
Xji 0 · · · 0

M i
lj 0 · · · 0

]
, Π =

[
Q−1 0

0 −R−1

]

Σ(i,j,l,k) =




Ψij
lk ∗ · · · ∗

Xji −1

2
φ−1

1i X1i · · · ∗
...

...
. . .

...

Xji 0 · · · −1

2
φ−1

fi Xfi




Υ(i,j,l,k) =




Xji 0 · · · 0

M i
lj 0 · · · 0

M i
kj 0 · · · 0




Ω =



−1

2
Q−1 0 0

0 −R−1 0

0 0 −R−1




Pi(zzz(t)) =

f∑
j=1

hji(zzz(t))Pji, Xji = P−1
ji

M i
lj = FliXji, M i

kj = FkiXji

Φij
ll = XjiA

T
li + AliXji + (M i

lj)
TBT

li + BliM
i
lj

Ψij
lk = XjiA

T
li + AliXji + XjiA

T
ki + AkiXji+

(M i
kj)

TBT
li + BliMkj + (M i

lj)
TBT

ki + BkiM
i
lj

证明. 将式 (14) 代入到式 (3), 可得 Si 的状态方程为

ẋxx(t) =

f∑

l=1

hli(Alixxx(t) + Bli

f∑

k=1

hkiFkixxx(t)) =

f∑

l=1

f∑

k=1

hlihki(Ali + BliFki)xxx(t) (25)

定义第 i 个局部模型的 Lyapunov 函数为

Vi(xxx(t)) =

f∑

l=1

hlixxx
T(t)Plixxx(t) (26)

令 Hi
lk = Ali + BliFki, Hi

ll = Ali + BliFli, 可得

V̇i(xxx(t)) ≤ V̇i(xxx(t)) + xxxT(t)Qxxx(t) + uuuT(t)Ruuu(t) =

f∑
ρ=1

ḣρixxx
T(t)Pρixxx(t) +

f∑

l=1

hli×
{
ẋxxT(t)Plixxx(t) + xxxT(t)Pliẋxx(t)

}
+

xxxT(t)Qxxx(t) + uuuT(t)Ruuu(t) ≤
f∑

j=1

f∑

l=1

hjih
2
lixxx

T(t)
{ f∑

ρ=1

φρiPρi+

(Hi
ll)

TPji + PjiH
i
ll+

Q + FT
li RFli

}
xxx(t)+

f∑
j=1

f∑

l<k

hjihlihkixxx
T(t)×

{
2

f∑
ρ=1

φρiPρi + (Hi
lk + Hi

kl)
TPji+

Pji(H
i
lk + Hi

kl) + 2Q+
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FT
li RFki + FT

kiRFli

}
xxx(t) (27)

为了保证除 xxx(t) = 0 之外, 式 (27) 对任意 xxx(t) 及 t > 0

都是负定的, 因此可以假设在式 (27) 中的最后一个等式的每

个和式都是负定的, 则整个模糊控制系统在其平衡点处是渐

近稳定的.

首先假设式 (27) 最后一个等式中的第一个和式是负定

的, 并由 hji, hli, hki ≥ 0, 只需令

Γij
ll + FT

li RFli < 0 (28)

其中, Γij
ll =

∑f
ρ=1 φρiPρi + (Hi

ll)
TPji + PjiH

i
ll + Q

采用 Schur 补引理, 式 (28) 可转化为
[
Γij

ll FT
li

Fli −R−1

]
< 0 (29)

左右同乘 diag{Xji, I}, 可得



f∑
ρ=1

φρiXjiPρiXji + Φij
ll + XjiQXji ∗

M i
lj −R−1


 < 0 (30)

重复应用 Schur 补引理, 可得不等式 (23).

同理, 由 FT
li RFki + FT

kiRFli ≤ FT
li RFli + FT

kiRFki
[15],

式 (27) 最后一个等式的第二个和式是负定的, 只需满足

Θij
lk + 2Q +

[
FT

li FT
ki

] [
R

R

] [
Fli

Fki

]
< 0 (31)

其中, Θij
lk = 2

∑f
ρ=1 φρiPρi + (Hi

lk + Hi
kl)

TPji + Pji(H
i
lk +

Hi
kl).

通过 Schur 补引理, 然后左右同乘 diag{Xji, I, I}, 可
得如下不等式



Ψij
lk +2

f∑
ρ=1

φρiXjiPρiXji ∗ ∗ ∗

Xji −Q−1

2
∗ ∗

M i
lj 0 −R−1 ∗

M i
kj 0 0 −R−1



< 0

再通过 Schur 变形, 可推得矩阵不等式 (24).

对于整个闭环模糊系统,如开环模糊系统定义 Lyapunov

函数为 V (xxx(t)), 同理可知该函数是系统 (2) 的一个分段模糊

Lyapunov 函数, 所以此时系统 (2) 在平衡状态大范围渐近稳

定. 另外, 由式 (27) 可得

V̇i(xxx(t)) ≤ −xxxT(t)Qxxx(t)− uuuT(t)Ruuu(t) (32)

对式 (32) 两边同时积分, 可得

Vi(xxx(0)) ≥
∫ ∞

0

{
xxxT(t)Q(t)xxx(t) + uuuT(t)R(t)uuu(t)

}
dt

(33)

令 J0 = xxxT(0)Pi(zzz(0))xxx(0), 则当线形矩阵不等式 (23), (24)

满足时, J0 ≥ J 成立. ¤
定理 3. 对给定模糊系统 (2) 和性能指标 (5), 考虑如下

优化问题

min
Pji,Fli,Fki

γ (34)

s.t. (15), (16),




γ xxxT(0) · · · xxxT(0)

xxx(0) h−1
1i (zzz(0))X1i · · · 0

...
...

. . .
...

xxx(0) 0 · · · h−1
fi (zzz(0))Xfi




> 0 (35)

有一个最优解 (Pji, Fli, Fki), 则控制器 (22) 是系统 (2) 的最

优保性能控制器, 相应的闭环系统的保性能为 J0 = γ.

证明. J0 = xxxT(0)Pi(zzz(0))xxx(0) ≤ γ, 通过 Schur 补引理

变化, 可得矩阵不等式 (27), 则对于任意非零初始状态 xxx(0)

∈ Si, 通过求解不等式 (23), (24), (35), 并利用式 (34) 得到

性能指标 (5) 的最小值. ¤
推论 1. 模糊系统 (2) 为大范围渐近稳定并且对于

任意非零初始状态 xxx(0) ∈ Si, 性能指标函数 (5) 有上界

xxxT(0)Pixxx(0), 当且仅当存在一系列正定矩阵 Pi (1 ≤ i ≤ G)

和矩阵 F1i, · · · , Ffi, 满足下列矩阵不等式




Φi
ll Xi MT

li

Xi −Q−1 0

Mli 0 −R−1


 < 0 (36)

i = 1, · · · , G, l = 1, · · · , f



Ψi
ij Xi MT

li MT
ji

Xi −1

2
Q−1 0 0

Mli 0 −R−1 0

Mji 0 0 −R−1




< 0 (37)

i = 1, · · · , G, 1 ≤ l < j ≤ f

并且, 对于优化问题

min
Pi,Fli,Fji

γ (38)

s.t. (36), (37),

[
γ xxxT(0)

xxx(0) Xi

]
> 0 (39)

有最优解, 则控制器 (22) 是系统 (2) 的最优保性能控制器,

相应的闭环系统的保性能为 J0 = γ.

证明.令 V (xxx(t)) =
∑G

i=1 λi(xxx(t))Vi(xxx(t)) =
∑G

i=1(λi×
(xxx(t))xxxT(t)Pi xxx(t)), 则从定理 2 和定理 3 的证明可以直接推

出推论 1 的证明. ¤
3.2 例 2

为验证本节定理 2 和定理 3, 考虑如下连续 T-S 模糊系

统

R1 : If x1(t) is M11, and x2(t) is M12,

Then ẋxx(t) = A1xxx(t) + B1u(t);

R2 : If x1(t) is M11, and x2(t) is M22,

Then ẋxx(t) = A2xxx(t) + B2u(t);
...

R9 : If x1(t) is M31, and x2(t) is M32,

Then ẋxx(t) = A9xxx(t) + B9u(t).
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其中,上述T-S模糊系统的前提规则结构如图 4所示. g = 2,

q = 3, r = 9, G = 4, f = 4. 系统矩阵如下所示:

A1 =

[
−5 −4

−1 −2

]
, A2 =

[
−2 −4

20 −2

]

A3 =

[
−5 −4

3 −2

]
, A4 =

[
−5 −4

−1 −3

]

A5 =

[
−2 −4

20 −3

]
, A6 =

[
−5 −4

−2 −3

]

A7 =

[
−5 −4

−1 −4

]
, A8 =

[
−2 −4

20 −4

]

A9 =

[
−5 −4

−2 −4

]
, B1 = B4 = B7 =

[
0

10

]

B2 = B5 = B8 =

[
0

3

]
, B3 = B6 = B9 =

[
0

1

]

图 4 模糊系统前提规则结构

Fig. 4 State space and membership functions

of the rule premise

如图 2, 前提变量 x1(t)和 x2(t)在 S1 中将激活规则R1,

R2, R4 和 R5, 其对应的子系统为 (A1, B1), (A2, B2), (A4,

B4), (A5, B5). 类似例 1, 可推得 (Ali, Bli) 的值如表 1 所示.

令 φ11 = 0.8, φ12 = 0.5, φ13 = φ14 = 1, φ21 = · · · =

φ24 = 1.5, φ31 = φ33 = φ34 = 1.5, φ32 = 1, φ41 = φ43 =

φ44 = 1, φ42 = 0.3. 采用定理 2、定理 3、推论 1 以及文献

[11] 中的定理 2, 分别基于 PFLF、PQLF、CQLF 方法计算

上述模糊系统的最优保性能指标 γ. 给定初始状态为 xxx(0) =

[2.95 −1]T, 三种方法所得不同的 γ 值如表 2 所示.

表 1 (Ali, Bli) 的值

Table 1 The values of (Ali, Bli)

l = 1 l = 2 l = 3 l = 4

i = 1 (A1, B1) (A2, B2) (A4, B4) (A5, B5)

i = 2 (A2, B2) (A3, B3) (A5, B5) (A6, B6)

i = 3 (A4, B4) (A5, B5) (A7, B7) (A8, B8)

i = 4 (A5, B5) (A6, B6) (A8, B8) (A9, B9)

表 2 保性能 γ 值

Table 2 Guaranteed cost γ

γ Q = 0.01I, R = 0.5 Q = I, R = 1.0

CQLF 4.0928 21.3487

PQLF 2.5337 19.0954

PFLF 2.1506 13.1864

由表 2,采用 PFLF方法可以得到比CQLF和 PQLF更

好的最优保性能指标. 令 xxx(0) = [2.95 − 1]T 及 Q = I, R =

1, 采用 PFLF 方法, 可得相应的反馈矩阵为

F11 =
[
2.412 −4.384

]
, F21 =

[
−4.257 −1.343

]

F31 =
[
4.869 −3.985

]
, F41 =

[
−4.148 −1.100

]

F12 =
[
0.136 −0.958

]
, F22 =

[
0.137 −0.958

]

F32 =
[
0.015 −1.297

]
, F42 =

[
0.153 −1.290

]

F13 =
[
5.076 −4.383

]
, F23 =

[
−2.471 −2.766

]

F33 =
[
2.053 −0.858

]
, F43 =

[
−2.515 −2.249

]

F14 =
[
−2.431 −3.848

]
, F24 =

[
2.375 −1.111

]

F34 =
[
−2.009 −2.531

]
, F44 =

[
5.436 −4.221

]

保证 T-S 模糊区域模型整体稳定性的公共正定矩阵 Pji

为

P11 =

[
10.37 −2.57

−2.57 5.96

]
, P21 =

[
10.59 −3.14

−3.14 5.80

]

P31 =

[
10.59 −3.14

−3.14 5.80

]
, P41 =

[
10.64 −3.08

−3.08 5.88

]

P12 =

[
1.48 0.0004

0.0004 0.300

]
, P22 =

[
1.48 0.0003

0.0003 0.300

]

P32 =

[
1.48 0.0003

0.0003 0.300

]
, P42 =

[
1.48 0.0003

0.0003 0.300

]

P13 =

[
10.14 −3.03

−3.03 6.07

]
, P23 =

[
10.73 −3.71

−3.71 5.900

]

P33 =

[
10.73 −3.71

−3.71 5.900

]
, P43 =

[
10.85 −3.64

−3.64 5.96

]

P14 =

[
5.52 −0.99

−0.99 2.81

]
, P24 =

[
5.58 −1.36

−1.36 2.69

]

P34 =

[
5.58 −1.36

−1.36 2.69

]
, P44 =

[
5.58 −1.36

−1.36 2.69

]

对三种不同方法所得的控制系统进行仿真, 可得系统状

态响应曲线如图 5 和图 6. 从三种方法所得的状态响应曲线

可以看出, 采用 PFLF 方法相对于其他两种方法具有较好的

控制性能, 由此说明了 PFLF 在连续 T-S 模糊控制系统设计

中的有效性.
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图 5 x1 的状态响应曲线

Fig. 5 The state response of x1

图 6 x2 的状态响应曲线

Fig. 6 The state response of x2

4 结论

本文将两种不同的 Lyapunov 函数方法, 即 CQLF 和

PQLF 方法相结合, 提出了一种连续系统新的 Lyapunov 函

数方法— PFLF方法. 通过对开环的模糊系统进行稳定性分

析, 可知 PFLF 相比于 CQLF 和 PQLF 具有更少的保守性.

基于分段 PDC 控制策略, 导出了 LMI 形式的模糊系统最优

保性能控制律设计方法. 仿真结果表明, 基于 PFLF 方法的

控制方法可以得到较优的保性能指标, 由此说明了 PFLF 方

法的优越性. 但是, PFLF 还存在着计算量偏大的缺点, 有待

作进一步的研究.
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