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基于模糊 Lyapunov函数方法的模糊广义系统H∞ 控制

袁宇浩 1 张庆灵 1 陈 兵 2 刘 超 1

摘 要 研究一类 T-S 模糊广义系统的容许性条件和 H∞ 控制问题. 首先将原系统表示成增广系统, 进而基于新的模糊

Lyapunov 函数和模糊控制器得到容许性条件. 所得开环容许条件不要求子系统是容许的; 闭环容许条件中不含有控制输入矩

阵与控制增益矩阵的乘积项. 对于 H∞ 控制问题, 利用隶属度函数的性质对 H∞ 控制条件进行了放宽, 并得到了改进的严格

线性矩阵不等式 (LMI) 形式的 H∞ 控制条件. 数值算例表明所得结论较已有文献具有较小的保守性.
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Abstract The admissible conditions and H∞ control problem of T-S fuzzy descriptor systems are introduced. The

original systems can be generalized to augmented systems, then some admissible conditions for fuzzy descriptor systems

are obtained based on a new fuzzy Lyapunov function and new fuzzy controller. For the admissible conditions of open-loop

systems, the subsystems are not required to be admissible, nor the multiplied term of input control matrix by control gain

matrix has to be considered in the admissible conditions of closed-loop systems. By virtue of the property of membership

function, the H∞ control conditions are improved. Furthermore, some strict linear matrix inequalities (LMIs) are obtained.

At last, some examples are given to illustrate that the obtained sufficient conditions are less conservative than the results

given by previous literature.

Key words T-S fuzzy descriptor system, fuzzy Lyapunov function, admissible condition, H∞ control, strict linear matrix
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对于 T-S 模型描述的非线性广义系统的分析和
综合问题, 已经取得了一些成果[1−5]. 这些成果大都
是采用单 Lyapunov 函数方法, 这种方法主要归结
为寻求满足一组容许性条件的公共矩阵. 如果这些
条件以线性矩阵不等式 (Linear matrix inequality,
LMI) 的形式给出, 那么系统的容许性分析问题就可
以通过凸优化技术得以解决. 但是这种寻求公共矩
阵的方法存在较大的保守性, 当模糊规则较多时, 往
往很难找到这样一个满足若干条件的公共矩阵. 一
些学者正在致力于研究减少这种保守性的方法, 文
献 [6] 运用区间动力系统理论将 T-S 模糊广义系统
转化为具有范数有界不确定性的线性广义系统, 从
而应用线性广义系统的鲁棒控制理论解决其容许性

分析和控制问题. 这种方法降低了问题求解的难度,

收稿日期 2007-06-04 收修改稿日期 2008-01-21
Received June 4, 2007; in revised form January 21, 2008
国家自然科学基金 (60574011) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(60574011)
1. 东北大学系统科学研究所 沈阳 110004 2. 青岛大学复杂性科学
研究所 青岛 266071
1. Institute of Systems Science, Northeastern University,

Shenyang 110004 2. Institute of Complexity Science, Qing-
dao University, Qingdao 266071
DOI: 10.3724/SP.J.1004.2008.00929

但是没有充分考虑模糊系统自身的特点. 文献 [7] 则
借助于矩阵范数给出了离散模糊广义系统的容许性

条件, 但是此方法不易于应用到连续系统中.
考虑到上述方法的不足, 本文尝试将原系统写

为增广系统的形式, 运用文献 [8] 提出的新型模糊
Lyapunov 函数和模糊控制器对 T-S 模糊广义系统
的容许性做进一步研究. 由于模糊 Lyapunov 函数
是若干个二次 Lyapunov 函数的模糊加权, 具有和
系统模型相同的隶属度函数. 因此, 模糊 Lyapunov
函数对时间的导数中含有隶属度函数的导数项, 与
文献 [9] 不同的是, 本文不需要将导数项表示为具有
归一化权值的模糊加权形式, 只需要得到导函数的
下界, 并且这种下界的选取对于问题的求解具有 “鲁
棒性”. 对于开环系统, 本文得到了新的容许性条件,
与以往研究成果相比[1−3, 5], 此条件不必要求模糊子
系统为容许的. 对于闭环广义系统, 容许性条件中不
含有控制输入矩阵与控制增益矩阵的乘积项, 减少
了求解过程中控制输入矩阵对控制增益的影响, 而
且避免了采用完全平方技术处理双线性矩阵不等式

时带来的保守性, 并减少了需要求解的 LMI 的数量,
使计算复杂度降低. 本文最后考虑了系统的 H∞ 控
制问题, 不仅利用隶属度函数的性质得到了放宽的
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控制条件, 并对已有的严格 LMI 条件进行改进, 得
到了新的严格 LMI 形式的 H∞ 控制条件.
本文中, X > 0 (X ≥ 0) 表示 X 是正定 (半正

定) 矩阵, A − B > (≥) 0 表示 A > (≥) B, 矩阵中
“*” 表示主对角线对称位置元素的转置.

1 T-S模型描述及容许性条件

1.1 T-S模糊广义系统描述及问题阐述

考虑由 T-S 模型描述的非线性广义系统. 模型
的第 i 条规则为

Ri : If ξξξ1(t) is Ni1 and · · · and ξξξp(t) is Nip , then
Eẋxx(t) = Aixxx(t) + Biuuu(t) + Ciwww(t)

zzz(t) = A1ixxx(t) + B1iuuu(t), i = 1, 2, · · · , r

(1)
其中 ξξξ1(t), ξξξ2(t), · · · , ξξξp(t) 为前件变量, Nij 是模

糊集, r 为模糊规则数. xxx(t) ∈ Rn 为状态向量,
uuu(t) ∈ Rm 为控制输入向量, www(t) ∈ Rm 为外部扰

动向量, zzz(t) ∈ Rm 为受控输出向量. E ∈ Rn×n,
且 rank(E) = q ≤ n. Ai, A1i ∈ Rn×n, Bi, Ci, B1i ∈
Rn×m, i = 1, 2, · · · , r.

对系统 (1) 运用单点模糊化、乘机推理和中心
加权平均解模糊方法, 全局模糊广义系统可表示成

Eẋxx(t) =
r∑

i=1

hi(t)[Aixxx(t) + Biuuu(t) + Ciwww(t)]

zzz(t) =
r∑

i=1

hi(t)[A1ixxx(t) + B1iuuu(t)]

(2)
其中 hi(t)=

∏p

j=1Nij(ξξξj(t))/
∑r

i=1

∏p

j=1Nij(ξξξj(t)),
ξξξj(t) 对于 Nij 的隶属度为 Nij(ξξξj(t)),

∑r

i=1 hi(t)
= 1, hi(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0. 本文中要求隶属度函数
hi(t) 为 C1 的. 简便起见, 下文将用 hi 代替 hi(t),
i = 1, 2, · · · , r.
本文研究系统 (2) 的 H∞ 控制问题, 即使得系

统 (2) 满足:
1) www(t) = 0 时, 系统是正则、无脉冲、稳定的;
2) 在零初始条件下, 对任意 www(t) ∈ L2[0,+∞)

和给定的实数 γ > 0, 满足 ‖www(t)‖ < γ‖zzz(t)‖.
考虑系统 (2) 的 H∞ 控制问题之前, 首先研究

系统 (2) 的开环系统

Eẋxx(t) =
r∑

i=1

hiAixxx(t) (3)

的容许条件, 将系统 (3) 改写成如下增广系统

Ẽ ˙̃xxx(t) =
r∑

i=1

hiÃix̃xx(t) (4)

其中

Ẽ =

[
E 0
0 0

]
, Ãi =

[
0 Ai

I −I

]
, x̃xx(t)=

[
xxx(t)
xxx(t)

]
.

对于系统 (3) 和系统 (4), 考虑到

det(sE −
r∑

i=1

hiAi) =

det

(
s

[
E 0
0 0

]
−

r∑
i=1

hi

[
0 Ai

I −I

])
=

det(sẼ −
r∑

i=1

hiÃi)

并且 rankE = rankẼ, 由 T-S 模糊广义系统的容许
性定义[1, 9], 可得系统 (4) 的容许性等价于系统 (3)
的容许性, 以下将通过研究系统 (4) 的容许性得到
系统 (3) 的容许性条件.

1.2 开环系统的容许条件

定理 1. 考虑系统 (4), 设 ḣk ≥ φk, φk ≤ 0, k =
1, 2, · · · , r. 如果存在可逆矩阵 X̃i, 满足

X̃T
i ẼT = ẼX̃i ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r (5)

1
2
(ÃiX̃j + X̃T

j ÃT
i + ÃjX̃i + X̃T

i ÃT
j )−

r∑
k=1

φkẼX̃k < 0, 1 ≤ i ≤ j ≤ r
(6)

则系统 (4) 是容许的.
证明. 由文献 [9] 中定理 2.1 的证明, 可知系统

(4) 为容许的, 具体过程从略. ¤
注 1．．． 定理 1 只需得到 ḣk 的下界 φk. 如果

ḣk0 , k0 ∈ {1, 2, · · · , r} 恒为正值, 则 φk0 可选取比

较接近 0 的负数; 如果 ḣk0 , k0 ∈ {1, 2, · · · , r} 可取
到负值, 则可计算 minḣk0 . 如果可得到 minḣk0 的

精确值, 则可令 ḣk0 = φk0 ; 否则, 需对 φk 进行估计.
本文将举例说明如何选取 φk, 并且指出, 对 φk 粗略

的估计可能不会对结果产生很大的影响.

由条件 (5), 可将 X̃i 分块记为

[
Xi 0

X21i X22i

]
,

Xi 满足 XT
i ET = EXi ≥ 0. 将 Ẽ, Ãi, X̃i 的具体

表达式代入定理 1 中, 可得推论 1.
推论 1. 考虑系统 (4), 设 ḣk ≥ φk, φk ≤ 0, k =

1, 2, · · · , r. 如果存在可逆矩阵 Xi, X21i 和 X22i, 满
足

XT
i ET = EXi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r (7)
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AiX21j + AjX21i+
XT

21jA
T
i + XT

21iA
T
j −

2
r∑

k=1

φkEXk

AiX22j + XT
j −

XT
21j

∗ −X22j −XT
22j




< 0

1 ≤ i ≤ j ≤ r

(8)
则系统 (4) 是容许的.
注 2. 与以往的容许性条件不同[1−3, 5], 式 (8)

中与系统矩阵相乘的 X21i 只要求是可逆的, 并不需
要满足约束 XT

21iE
T = EX21i ≥ 0. 换句话说, 推论

1 给出的条件并不要求子系统为容许的.

1.3 闭环系统的容许条件

进一步考虑广义系统

Eẋxx(t) =
r∑

i=1

hi[Aixxx(t) + Biuuu(t)] (9)

的容许性条件. 引入模糊控制器

uuu(t) = F (t)xxx(t) =
r∑

i=1

hiNi(
r∑

i=1

hiXi)−1xxx(t) (10)

结合控制器 (10), 将闭环系统写为增广系统

E∗ẋxx∗(t) =
r∑

i=1

hiA
∗
ixxx
∗(t) (11)

其中

E∗ =




E 0 0
0 0 0
0 0 0


, A∗

i =




0 Ai Bi

I −I 0
F (t) 0 −I


,

xxx∗(t) = [ xxxT(t) xxxT(t) uuuT(t) ]T.

对于系统 (9) 和系统 (11), 考虑到

det(sE −
r∑

i=1

hi(Ai + BiF (t)) =

det







E 0 0
0 0 0
0 0 0


−

r∑
i=1

hi




0 Ai Bi

I −I 0
F (t) 0 −I





=

det(sE∗ −
r∑

i=1

hiA
∗
i ),且 rankE = rankE∗

由容许性定义可知, 系统 (11) 的容许性等价于
系统 (9) 的容许性. 因此, 通过研究系统 (11) 的容
许性即可得到系统 (9) 的容许控制结果.
定理 2. 考虑系统 (11),设 ḣk ≥ φk, φk ≤ 0, k =

1, 2, · · · , r. 如果存在可逆矩阵 X∗
i , 满足

X∗T
i E∗T = E∗X∗

i ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r (12)

1
2
(A∗

i X
∗
j + X∗T

j A∗T
i + A∗

jX
∗
i + X∗T

i A∗T
j )−

r∑
k=1

φkE
∗X∗

k < 0, 1 ≤ i ≤ j ≤ r

(13)
则系统 (11) 是容许的.
证明. 将定理 1 应用于系统 (11), 即可得证. ¤
由矩阵 E∗ 的表示及条件 (12), 可将X∗

i 分块记

为




Xi 0 0

X21i X22i X23i

X31i X32i X33i


. 由式 (13) 可知

∑r

i=1 hiX
∗
i

是可逆的, 从而, 式 (10) 中的 (
∑r

i=1 hiXi)−1 是有

意义的. 将 E∗, A∗
i , X

∗
i 的具体表达式代入定理 2 中,

可得推论 2.
推论 2. 考虑系统 (4), 设 ḣk ≥ φk, φk ≤ 0, k =

1, 2, · · · , r. 如果存在可逆矩阵 Xi, X22i, X33i, 矩阵

X21i, X23i, X31i, X32i, Ni, 满足

XT
i ET = EXi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r (14)




∆11 ∆12 ∆13

∗ ∆22 ∆23

∗ ∗ ∆33


 < 0, 1 ≤ i ≤ j ≤ r

(15)
其 中 ∆11 = AiX21j + AjX21i + BiX31j +
BjX31i + XT

21jA
T
i + XT

21iA
T
j + XT

31jB
T
i + XT

31iB
T
j −

2
∑r

k=1 φkEXk,∆12 = AiX22j +AjX22i +BiX32j +
BjX32i + XT

j −XT
21j + XT

i −XT
21i,∆13 = AiX23j +

AjX23i + BiX33j + BjX33i + NT
i + NT

j − XT
31i −

XT
31j,∆22 = −X22i − XT

22i − X22j − XT
22j,∆23 =

−X23i−X23j −XT
32i−XT

32j,∆33 = −X33i−X33j −
XT

33i −XT
33j. 则系统 (11) 是容许的.

注 3. 如果采用并行分布补偿 (Parallel dis-
tributed compensations, PDC)控制器和模糊 Lya-
punov 函数 V (t) = xxx∗T(t)E∗T ∑r

i=1 hiNi(
∑r

i=1

hiX
∗
i )−1xxx∗(t), 则为了能够唯一确定控制增益, X∗

i

的第一个矩阵块只能取为 X. 通过采用形如式 (10)
的模糊控制器, 使得 X∗

i 的第一个矩阵块可以取为

Xi. 而且由于增广系统方法的使用, 容许性条件中
不含有控制输入矩阵 Bi 与控制增益矩阵Ni 的乘积

项, 减少了求解过程中控制输入矩阵对控制增益的
影响.

2 T-S模糊广义系统的HHH∞控制

2.1 基于非严格 LMI的HHH∞ 控制条件

结合控制器 (10), 系统 (2) 的增广系统可写为

E∗ẋxx∗(t) =
r∑

i=1

hi[A∗
ixxx
∗(t) + C∗

i www(t)]
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zzz(t) =
r∑

i=1

hihiA
∗
ixxx
∗(t) (16)

其中 E∗, A∗
i , xxx∗(t) 的含义同系统 (11), C∗

i =[
CT

i 0 0
]T

, A∗
1i = [ A1i 0 B1i ].

结合第 1.3 节的结论并考察 H∞ 指标, 可知系
统 (16) 的 H∞ 控制问题等价于系统 (2) 的 H∞ 控
制问题, 所以通过研究系统 (16) 就可以得到系统
(2) 的 H∞ 控制结果.
注 4. 在 H∞ 控制研究中, 如果 B1i = 0, 则

可能导致在达到性能指标的同时控制项 ‖F (t)xxx(t)‖
过大. 本文在受控输出 zzz(t) 中考虑了控制输入, 即
B1i 6= 0, 使得在达到性能指标的同时获得较小的控
制增益.

定理 3. 考虑系统 (16), 对于给定的 γ > 0, 如
果存在可逆矩阵 X∗

i , 满足

X∗T
i E∗T = E∗X∗

i ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r (17)



Θ11

r∑
j=1

hjC
∗
j (

r∑
k=1

hkX
∗
k)T(

r∑
i=1

hiA
∗
1i)

T

∗ −γ2I 0
∗ ∗ −I


 < 0

(18)
其中

Θ11 = (
r∑

k=1

hkX
∗
k)T(

r∑
j=1

hjA
∗
j )

T − (
r∑

k=1

ḣkE
∗X∗

k) +

(
r∑

j=1

hjA
∗
j )(

r∑
k=1

hkX
∗
k), 则系统 (16) 是容许的, 并且

满足 H∞ 性能指标．
证明. 篇幅有限, 证明从略. ¤

2.2 基于严格 LMI的放宽的HHH∞ 控制条件

首先考虑条件 (17), 由 E∗, X∗
i 的结构特点, 可

将式 (17) 进一步表示为

XT
i ET = EXi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r

将
∑r

k=1 hkX
∗
k ,

∑r

j=1 hjA
∗
j ,

∑r

j=1 hjC
∗
j ,

∑r

i=1 hiA
∗
1i

的具体表达式代入式 (18), 并且考虑到 ḣr =
−∑r−1

k=1 ḣk 以及满足 ḣk ≥ φk, φk ≤ 0, E(Xk −
Xr) ≥ 0, k = 1, 2, · · · , r − 1 时, 可知系统 (16) 是
容许的, 且满足 H∞ 性能指标的充分条件为

XT
i ET = EXi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , r (19)

E(Xk −Xr) ≥ 0, k = 1, 2, · · · , r − 1 (20)

r∑
i=1

r∑
j=1

hihjΨ(ij) < 0 (21)

其中

Ψ(ij) =




Γ11 Γ12 Γ13 Cj Γ15

∗ Γ22 Γ23 0 Γ25

∗ ∗ Γ33 0 Γ35

∗ ∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −I




,Γ11 =

AjX21i + BjX31i + XT
21iA

T
j + XT

31iB
T
j − ∑r−1

k=1

φkEXk,Γ12 = AjX22i + BjX32i + XT
i −XT

21i, Γ13

= AjX23i + BjX33i + NT
j −XT

31i,Γ15 = XT
i AT

1j +
XT

31iB
T
1j, Γ22 = −X22i −XT

22i,Γ23 = −X23i −XT
32i,

Γ25 = XT
32iB

T
1j,Γ33 = −X33i −X33j −XT

33i −XT
33j,

Γ35 = XT
33iB

T
1j.

由文献 [10] 中定理 2.2 可知, 如果满足

Ψ(ii) < 0, i = 1, 2, · · · , r (22)

1
r − 1

Ψ(ii) +
1
2
[Ψ(ij) + Ψ(ji)]<0, 1 ≤ i < j ≤ r

(23)
则式 (21) 成立.
以上给出了一种保守性较小的 H∞ 控制条件

(19), (20), (22), (23), 其中式 (19) 和 (20) 需要求
解半定 LMI, 这类非严格 LMI 为进一步的数值求解
带来了不便. 在文献 [5, 11] 给出的严格 LMI 的启发
下, 本文得到了更加宽松的严格 LMI 条件.
由 rank(E) = q ≤ n, 不失一般性, 设 E =[

Iq 0
0 0

]
, 定义 Φ =

[
0

In−q

]
, EL =

[
Iq 0

]
,

ER =

[
Iq

0

]
, 其中 Φ 满足 EΦ = 0.

推论 3. 考虑系统 (16), 设 ḣk ≥ φk, φk ≤ 0,
k = 1, 2, · · · , r. 对于给定的 γ > 0, 如果存在对称
矩阵 X̄i, 可逆矩阵 X22i, X33i, 矩阵 Yi, X21i, X23i,
X31i, X32i, Ni, 满足

ELX̄iER > 0, i = 1, 2, · · · , r (24)

EL(X̄k − X̄r)ER > 0, k = 1, 2, · · · , r − 1 (25)

Ξ(ii) < 0, i = 1, 2, · · · , r (26)
1

r − 1
Ξ(ii)+

1
2
[Ξ(ij)+Ξ(ji)] < 0, 1 ≤ i < j ≤ r

(27)
其中

Ξ(ij) =




Ω11 Ω12 Ω13 Cj Ω15

∗ Ω22 Ω23 0 Ω25

∗ ∗ Ω33 0 Ω35

∗ ∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −I




, Ω11 =
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AjX21i + BjX31i + XT
21iA

T
j + XT

31iB
T
j − ∑r−1

k=1

φkE(X̄k−X̄r)ET,Ω12 = AjX22i +BjX32i +(X̄iE
T

+ΦYi)T−XT
21i,Ω13 = AjX23i+BjX33i+NT

j −XT
31i,

Ω15 = (X̄iE
T+ΦYi)TAT

1j+XT
31iB

T
1j,Ω22 = −X22i−

XT
22i, Ω23 = −X23i − XT

32i,Ω25 = XT
32iB

T
1j,Ω33 =

−X33i − X33j −XT
33i − XT

33j,Ω35 = XT
33iB

T
1j, 则系

统 (16) 是容许的, 并且满足 H∞ 性能指标.
证明. 篇幅有限, 证明从略. ¤
注 5. 本文考虑 Xi 的结构为 X̄iE

T + ΦYi, 其
中 Φ 满足 EΦ = 0. 文献 [5, 11] 中要求 X̄i > 0, 这
种 X̄i 自然满足 XT

i ET = EXi ≥ 0, 从而去掉了半
定 LMI 约束. 但是对于 X̄i 的要求较为苛刻, 本文
只要求 X̄i 满足 ELX̄iER > 0, 即只要求 X̄i 的第一

个 q × q 阶子块是正定的, 放宽了对于 X̄i 的要求.
通过推论 3 可得系统 (11) 的另外一组容许性

条件, 此条件以严格 LMI 形式给出.
推论 4. 考虑系统 (11), 设 ḣk ≥ φk, φk ≤ 0,

k = 1, 2, · · · , r. 如果存在对称矩阵 X̄i, 可逆矩阵
X22i, X33i, 矩阵 Yi, X21i, X23i, X31i, X32i, Ni, 满足

ELX̄iER > 0, i = 1, 2, · · · , r (28)

EL(X̄k − X̄r)ER > 0, k = 1, 2, · · · , r − 1 (29)

Π(ii) < 0, i = 1, 2, · · · , r (30)

1
r − 1

Π(ii)+
1
2
[Π(ij)+Π(ji)] < 0, 1 ≤ i < j ≤ r

(31)

其中 Π(ij) =




Ω11 Ω12 Ω13

∗ Ω22 Ω23

∗ ∗ Ω33


 , 则系统 (11) 是

容许的.

3 数值算例

例 1. 考虑由两条模糊规则描述的非线性广义
系统

Eẋxx(t) =
2∑

i=1

hi[Aixxx(t) + BBBiuuu(t)]

其中隶属度函数为 h1 = 1/2(1 + sinx1(t)), h2 =

1/2(1 − sinx1(t)), 并且 E =

[
1 0
0 0

]
, A1 =

[
5 −4
10 2

]
, A2 =

[
2 a22

3 5

]
,BBB1 = [ 0 b12 ]T,

BBB2 = [ 0 1 ]T. 取 φ1 = −0.9, 系统矩阵中 a22, b12

取值范围分别为 [−5, 10], [−10, 10] 的整数点. 图中
“*” 表示定理的可解区域. 从图 1∼ 6 的比较中可以
看出, 本文推论 4 的条件具有较小的保守性.

以下将举例说明不能够精确获得 ḣk 的下界 φk

时, φk 估计值的选取对于问题的求解具有“鲁棒

性”.

图 1 文献 [1] 中定理 3 的可解区域

Fig. 1 The feasible area of Theorem 3 in [1]

图 2 文献 [1] 中定理 6 的可解区域

Fig. 2 The feasible area of Theorem 6 in [1]

图 3 文献 [2] 中定理 2.2 的可解区域

Fig. 3 The feasible area of Theorem 2.2 in [2]
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图 4 文献 [3] 中定理 3 的可解区域

Fig. 4 The feasible area of Theorem 3 in [3]

图 5 文献 [9] 中定理 4.1 的可解区域

Fig. 5 The feasible area of Theorem 4.1 in [9]

图 6 推论 4 的可解区域

Fig. 6 The feasible area of Corollary 4

例 2. 考虑文献 [5] 中例 5.1 研究的非线性系统

(1 + acosθ(t))θ̈(t) = −bθ̇3(t) + cθ(t) + du(t) (32)

其中 θ̇(t) 满足 |θ̇(t)| < φ.

引入新变量 xxx(t) = [x1(t), x2(t), x3(t)]T =
[θ(t), θ̇(t), θ̈(t)]T, 系统 (32) 可由如下 T-S 模糊广
义系统模型描述

Eẋxx(t) =
3∑

i=1

hi[Aixxx(t) + BBBiuuu(t)] (33)

其中

E =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


, A1 =




0 1 0
0 0 1
c −b(φ2 + 2) a− 1


,

A2 =




0 1 0
0 0 1
c 0 −a− 1− aφ2


, A3 =




0 1 0
0 0 1
c 0 −a− 1


 , BBB1 = BBB2 = BBB3 =

[ 0 0 d ]T. 隶属度函数为 h1 = x2
2(t)/(φ2 + 2),

h2 = [1+ cosx1(t)]/(φ2 +2), h3 = [φ2−x2
2(t)+1−

cosx1(t)]/(φ2 + 2). 计算可得

φ1 ≤ min
t

ḣ1 = min
t,ẋ2(t)≥0

−2φẋ2(t)
φ2 + 2

=

min
t,0≤ẋ2(t)≤w

−2φw

φ2 + 2

φ2 ≤ min
t

ḣ2 = min
t,|ẋ1(t)|<φ

−ẋ1(t)
φ2 + 2

=

min
t,|ẋ1(t)|<φ

−φ

φ2 + 2

计算 φ1 时, 由于未知 ẋ2(t) 的范围, 所以只能对其
界 w 进行估计. 选取 b = c = d = 1, φ = 2, 则
φ1 = −2w/3, φ2 = −1/3.

下面讨论 w (w 对应着隶属度函数的下界) 的
选取对于可解区域的影响. 所讨论 w 的范围分别为

0 : 1 : 10, 0 : 10 : 100, 0 : 100 : 1000, 0 : 104 : 105.
通过运算可知, 当 a 在 [−10, 10] 之间的整数点取值
时, 对 w 在较大范围内进行估计, 仍然可以判定系
统是容许的.

例 2中首先对非线性系统 (32)建立了模糊模型
(33), 然后基于模型 (33)得到了容许控制器, 现在将
得到的控制器应用于原系统 (32), 看其是否可镇定
原系统. 选取参数 a = 2, b = c = d = 1, φ = 2, w =
10, 并限定 X1 = X2 = X3. 运用推论 4 可得

NNN 1 = [ 292.5915 167.6996 2.5068 ]
NNN 2 = [ 156.7437 65.1441 −0.3510 ]
NNN 3 = [ 275.7329 112.6689 3.3799 ]
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将控制器 u(t) =
∑r

i=1 hiNNN i(
∑r

i=1 hiXi)−1xxx(t) 应
用于系统 (32), 得到状态响应如图 7 所示. 可见, 所
设计的模糊控制器对非线性系统有较好的控制效果,
达到了借助于 T-S 模糊广义系统模型研究非线性系
统的目的.

图 7 系统的状态响应

Fig. 7 The state rensposes of the system

例 3. 考虑如下非线性广义系统

Eẋxx(t) =
2∑

i=1

hi[Aixxx(t) + BBBiu(t) + CCCiw(t)]

zzz(t) =
2∑

i=1

hi[AAA1ixxx(t) + B1iuuu(t)]

其中隶属度函数分别为 h1 = 1/2(1 + sinx1(t)),

h2 = 1 − h1 = 1/2(1 − sinx1(t)), E =

[
1 0
0 0

]
,

A1 =

[
1 2
−2 0

]
, A2 =

[
3 1
−5 −1

]
, BBB1 =

[
0.5
1

]
,BBB2 =

[
1
1

]
,AAA11 = AAA12 = [ 1 0.1 ],

B11 = B12 = 1,CCC1 = [ 0.1 0 ]T, CCC2 =

[ 0 0.1 ]T, 并且取 φ1 = −0.9.

以下分别采用公共 Lyapunov 函数方法, 文献
[2] 中定理 3.2 和本文推论 3 这三种方法考虑 T-S
模糊广义系统的 H∞ 控制问题, 得到的 H∞ 性能指
标的最小值如表 1 所示.

表 1 性能指标 γ 比较

Table 1 Comparison of performance γ

所用方法 性能指标 γ

公共 Lyapunov 函数方法 3.0013× 10−2

文献 [2] 中定理 3.2 1.3295× 10−2

本文推论 3 3.6658× 10−6

比较上述三组结果可以看出, 本文推论 3 给出

的方法能够更加优化系统的 H∞ 性能指标.

4 结论

本文研究了 T-S 模糊广义系统的容许条件和
H∞ 控制器设计问题. 给出了保证系统正则、无脉
冲、稳定且具有一定 H∞ 性能指标的条件. 所得条
件由于模糊 Lyapunov 函数和增广系统的结合使用
得到了进一步放宽, 并在文献 [5, 11] 的基础上对严
格 LMI 进行改进, 得到新的严格 LMI 形式的 H∞
控制条件. 本文所得结论可推广到 E 不变其他矩阵

带有范数有界不确定性的情况.
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