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基于输入空间扩张的动态迟滞

神经网络模型

张新良 1 谭永红 2

摘 要 针对神经网络不能直接用于辨识具有多值映射特征的迟滞非

线性的不足, 利用输入空间扩张的方法, 引入动态迟滞算子来反映动态迟

滞的速率依赖性, 由迟滞的输入、输入变化率和算子输出构造神经网络

的扩张输入空间, 将输出空间的迟滞多值映射转换为在新的扩张输入空

间上的一一映射, 从而将神经网络应用到动态迟滞非线性的辨识中. 所

建立模型结构简单, 易于实现在线调整. 最后, 使用该方法对压电陶瓷执

行器中的动态迟滞进行了辨识.
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Neural Network Model for the Dynamic
Hysteresis Based on the Expanded

Input Space

ZHANG Xin-Liang1 TAN Yong-Hong2

Abstract To solve the problem that the neural networks can-

not directly approximate the nonlinear hysteresis which is char-

acterized by multi-valued mapping, a new expanded input space

is proposed in this paper. A dynamic hysteretic operator is con-

structed to represent the rate-dependent characteristic of the

dynamic hysteresis. Then with the introduction of the input

variable, input change-rate and dynamic hysteretic operator, a

new expanded space is constructed. Hence, the multi-valued

mapping of the dynamic hysteresis can be transformed into a

one-to-one mapping on this expanded input space. Then, the

neural networks are implemented for the identification of the dy-

namic hysteresis based on the proposed expanded input space.

The proposed model is simple in structure and available for on-

line updating to adapt to the environmental changes. Finally,

the application of the proposed approach to the identification of

a piezoelectric actuator is presented.

Key words Hysteresis, multi-valued mapping, rate-

dependence, dynamic hysteretic operator, neural networks

智能材料如记忆合金、压电陶瓷执行器等具有定位精度

高、驱动力大和快速响应等优点而被广泛应用在精密加工机

床、航天飞机的柔性机械手臂和天文望远镜的定位系统中.

然而, 存在于这些系统中的迟滞非线性不仅会降低系统的控

制精度, 还会产生与输入信号幅值相关的相移和谐波失真,

从而导致闭环系统中的反馈作用减弱, 甚至会造成系统的不
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稳定[1]. 因此有必要对迟滞非线性进行建模, 在设计控制器

时对其补偿, 以提高系统的精度和性能.

迟滞非线性系统的特征表现在: 1) 多值映射: 迟滞系统

在相同的输入下, 可能产生不同的输出; 2) 记忆性: 迟滞系统

的输出不仅与输入信号瞬时值有关, 而且与输入信号的历史

特征、信号的变化情况有关; 3) 非光滑性: 迟滞系统输出关

于输入的导函数在拐点不连续. 常用的用于描述迟滞非线性

的数学模型有 Preisach 模型[2−4] 及基于 Preisach 模型发展

起来的 KP 模型[5]、PI 模型[6] 等, 但 Preisach 模型本质上

是一种静态模型, 不能反映迟滞依赖于输入速率的动态特性,

因此, 这些模型只适用于输入变化率较低且压电执行器空载

的场合. 文献 [7−8] 将输入信号的变化率引入到 Preisach 模

型的密度函数中, 将经典 Preisach 模型改进为动态 Preisach

模型, 但其密度函数仍需要通过实验来确定, 模型难以实现

在线调整.

近年来, 很多学者开始尝试将神经网络应用到迟滞的辨

识中[9−11]. 文献 [9] 使用神经网络分别建立单环迟滞上下半

环的逆模型, 对迟滞系统进行了控制. 但神经网络只能逼近

连续的一一映射或多对一映射, 这种方法不能推广到具有多

环迟滞的建模中. 为将神经网络应用到多环迟滞的辨识, 文

献 [10−11] 引入了转换算子的概念. 文献 [10] 利用一个边界

转换算子来提取 Preisach 模型边界线的信息, 在此基础上构

造扩张输入空间将迟滞输出对输入的多值映射转换为迟滞输

出与扩张输入空间之间的一一映射. 文献 [11] 在输入空间中

引入了一个与 Preisach 模型输出具有相似特征的迟滞算子,

使得迟滞的输出在扩张的输入空间上被唯一确定. 但这两种

转换算子都是基于经典 Preisach 模型构造的, 因此仍存在静

态建模的一些缺点, 如不能反映迟滞的动态特性、输入信号

频率变化时模型精度降低等, 但转换算子与扩张输入空间方

法的提出, 为神经网络应用于迟滞非线性的辨识提出了一种

新的思路.

基于扩张输入空间的思想, 本文构造了一种动态迟滞转

换算子, 将动态迟滞的输入速率依赖性反映为算子中相关参

数随输入变化率的非线性变化, 通过引入动态迟滞算子, 构

造新的输入空间, 将动态迟滞输出与输入的多值映射转换为

动态迟滞输出与扩张输入空间中坐标的一一映射, 从而将神

经网络应用到非线性动态迟滞的辨识中.

1 迟滞动态特性

文献 [4] 对智能材料中迟滞受输入信号频率影响的动态

特性进行了研究, 实验结果发现, 随着输入信号频率的逐渐

增加, 在输入、输出平面上形成的迟滞环的宽度逐渐增加, 高

度逐渐减小. 为了反映动态迟滞对输入信号速率的依赖性,

本文从输入信号变化率的角度来研究其动态特性. 使用不同

变化率的输入电压激励压电陶瓷执行器 (PZT-753.21C, 实

验温度 25 ◦C, 采样频率 100 Hz), 实验测得迟滞输出如图 1

(见下页) 所示. 从图 1 中可以看出, 随着输入变化率的值逐

渐增加, 在输入、输出平面上形成的迟滞环的宽度逐渐增加,

高度逐渐减小, 与输入信号频率变化时表现的动态特性相似.

2 动态迟滞算子

基于以上对动态迟滞速率依赖性的分析, 构造动态迟滞

算子如下

fH(u) = (u− up)

(
1− exp

(
−|u− up|

σH(δu)

))
+ fH(up) (1)

图 1 输入变化率对动态迟滞特性的影响

Fig. 1 The dependence of hysteresis on the input change-rate

其中, u(t) 为当前时刻的迟滞输入, fH(u) 为当前迟滞输入

下动态迟滞算子的输出, up、fH(up) 分别为当前主导极点和

在主导极点处算子的输出, σH(δu) 为算子宽度, 是输入变化

率 δu(t) 的函数, 随着输入变化率的值逐渐增加, 动态迟滞算

子宽度逐渐增加; 反之, 算子宽度逐渐减小, 体现动态迟滞的

速率依赖性. σH(δu) 定义为

σH(δu) = γ − (γ − χ) exp

(
− (δu)2

σ2
0

)
(2)

输入变化率 δu(t) 定义为

δu(t) =
∆u

∆t
=

u(t)− u(t−∆t)

∆t
(3)

其中 γ > 0, χ > 0 分别为动态迟滞算子的最大、最小宽度;

σ0 为转换系数.

根据输入变化率 δu(t) 的符号, 式 (1) 可以进一步表示

为

fH+(u, δu) = (u− upD)

(
1− exp

(
−u− upD

σH(δu)

))
+

fH−(upD, δu), 若 δu(t) > 0 (4)

fH−(u, δu) = (u− upA)

(
1− exp

(
upA − u

σH(δu)

))
+

fH+(upA, δu), 若 δu(t) < 0 (5)

其中, upD、upA 分别为动态迟滞算子的当前主导局部极小值

点和局部极大值点.

动态迟滞算子的输出由式 (4) 和 (5) 在当前输入变化率

下经迭代求和得到. 动态迟滞算子的工作机理如图 2 所示,

其中图 2 (a) 为动态迟滞算子的输入信号, 图 2 (b) 为对应于

给定的输入信号, 动态迟滞算子在输入、输出平面形成的算

子迟滞曲线.

注 1. 为了描述非线性迟滞的记忆性, 动态迟滞算子保

持了局部记忆的特性, 即当输入在某时刻超越了历史极值点

(即大于局部极大值或小于局部极小值) 时, 该历史极值将不

再影响该时刻以后的算子的输出. 如图 2 (a) 和 2 (b) 中 c →
b′ → d 段输入信号单调上升过程, 在 c → b′ 段内, 当前主导

极点为局部极小值点 uD2; 在 b′ 时刻, 当输入超越历史局部

极大值点 uA1 时, 该极大值点将不再影响以后时刻算子的输

出, 主导极点更新为相邻较小局部极小值点 uD1.
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(a) 动态迟滞算子输入

(a) The input for the dynamic hysteretic operator

(b) 动态迟滞算子输出

(b) The output of the dynamic hysteretic operator

图 2 动态迟滞算子迟滞曲线

Fig. 2 The hysteretic curve of the dynamic hysteretic operator

同样地, 图 2 (a) 和 2 (b) 中 f → e′ → g 段输入信号单

调下降过程, 在 e′ 时刻, 当输入超越历史局部极小值点 uD3

时, 动态迟滞算子的主导极点由 uA3 更新为相邻较大局部极

大值点 uA2.

综上所述, 动态迟滞算子描述了与动态迟滞相似的特征,

如输入信号上升沿、下降沿和拐点处迟滞输出的变化规律以

及其速率依赖性. 将输入变化率和动态迟滞算子引入输入空

间, 对输入空间进行扩张, 使得动态迟滞的输出由扩张输入

空间内的坐标唯一确定. 下面将证明, 从新的扩张输入空间

到输出空间的映射是紧致集上的连续一一映射.

引理 1. 设输入 u(t) 为有界连续函数, 若存在不同时刻

t1 和 t2, 有 u(t1) = u(t2), 且 u(t1), u(t2) 不是极值点, 则

fH(u(t1), δu(t1)) 6= fH(u(t2), δu(t2)).

证明. 若 δu(t1) = δu(t2) > 0, 根据注 1 所描述的动

态迟滞算子的局部记忆特性, 当输入 u(t) 在某时刻超越了

输入局部极大值点时, 算子的主导局部极小值点更新为相邻

的局部极小值点, 因此在动态迟滞算子输入、输出平面内形

成的迟滞环, 任意两条下半环若相交, 则只能相交于局部极

大值点处, 因此若 u(t1), u(t2) 不是极值点, 则 fH(u(t1)) 6=
fH(u(t2)), 结论成立.

同理可证, 当 δu(t1) = δu(t2) ≤ 0 时, 结论亦成立. ¤
引理 2. 对于两个不同的时刻 t1 和 t2, 如果 (fH(u(t1),

δu(t1)) − (fH(u(t2), δu(t2)) → 0, 则 δu(t1) − δu(t2) → 0,

u(t1)− u(t2) → 0.

证明. 先证明动态迟滞算子的输出 fH(u) 是输入 u(t)

的连续函数, 分两种情况:

1) 动态迟滞算子的输入信号中没有出现对历史极值点

的超越.

由动态迟滞算子的表达式 (4) 和 (5) 可知, 动态迟滞算

子输出是输入 u(t) 的连续函数.

2) 动态迟滞算子的输入信号中出现了对历史极值点的

超越.

设算子的输入信号在某时刻超越了局部极大值点, 如图

2 (a) 和 2 (b) 中 b → c → b′ 段.

设在时刻 b 输入信号单调上升至 uA1 时, 算子的输出为

fH(uA1); 在时刻 c 输入信号单调下降至 uD2 时, 算子的输

出为 fH(uD2), 由式 (5) 可得

fH(uD2) = (uD2−uA1)

(
1− exp

(
−uA1 − uD2

σH(δu)

))
+fH(uA1)

(6)

在时刻 b′, 输入信号再次单调上升至 uA1 时, 设算子的输出

为 f ′H(uA1), 由式 (4) 可得

f ′H(uA1) = (uA1−uD2)

(
1− exp

(
−uA1 − uD2

σH(δu)

))
+fH(uD2)

(7)

将式 (6) 代入式 (7) 中, 经化简可得

f ′H(uA1) = fH(uA1) (8)

因此, 在动态迟滞算子输入、输出平面上, 算子输出经过

一对局部极大、极小值点形成依附于主环的次环后, 重新回

到主环的运行轨迹上, 故动态迟滞算子输出是输入 u(t) 的连

续函数.

同理可证, 当迟滞输入出现超越局部极小值点时, 动态

迟滞算子输出也是输入 u(t) 的连续函数, 如图 2 (a) 和 2 (b)

中 e → f → e′ 段.

同时, 对于连续光滑输入信号 u(t), 由式 (3) 得

u(t1)− u(t2) → 0 ⇒ δu(t1)− δu(t2) → 0 (9)

于是, 如果 (fH(u(t1), δu(t1)) − (fH(u(t2), δu(t2)) → 0, 则

δu(t1) − δu(t2) → 0, u(t1)− u(t2) → 0. ¤
定理 1. 对连续有界的光滑输入信号 u(t) 存在连续的一

一映射 Γ : R3 → R, 使得迟滞的输出 H[u] 可表示为

H[u] = Γ(u, fH(u), δu(t))

证明. 由引理 1 可知, 迟滞输出H[u] 可由扩张输入空间

中坐标 (u(t), fH(u(t)), δu(t)) 唯一确定.

同时, 根据压电陶瓷迟滞的特性[12], 可得

u(t1)− u(t2) → 0

δu(t1)− δu(t2) → 0

}
⇒ H[u(t1)]−H[u(t2)] → 0 (10)

结合引理 2 所得结论, 可以得到

(fH(u(t1)), δu(t1))− (fH(u(t2)), δu(t2)) → 0

⇒
{

u(t1)− u(t2) → 0

δu(t1)− δu(t2) → 0

⇒ H[u(t1)]−H[u(t2)] → 0
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于是, 输入、输出空间存在连续一一映射 Γ : R3 → R, 使得

H[u] = Γ(u, fH(u), δu(t))

¤
注 2. 对于连续有界的输入信号 u(t), t ∈ T , T = [t0,∞]

∈ R, 根据动态迟滞算子和输入变化率的定义, 以及引理 2

所得结论, 可知 fH(u) 和 δu(t) 也是连续有界的, 因此, 由

(u, fH(u), δu(t)) 构造的扩张输入空间是一个有界闭集即紧

致集.

通过以上的分析和证明可知, 在由动态迟滞算子、迟滞

输入及输入变化率构造的扩张输入空间上, 动态迟滞的输出

可被输入空间内的坐标唯一确定, 且从扩张的输入空间到输

出空间的映射是紧致集上的连续一一映射. 根据神经网络的

相关理论, 可以使用前向神经网络来逼近, 即

‖Γ(u, fH(u), δu(t))−NN(u, fH(u), δu(t))‖ < ε (11)

其中, ε 为任意小的正数, NN(·) 是神经网络的输出.

3 实验验证

使用 BP 神经网络对存在于压电陶瓷执行器 (PZT-

753.21C) 中的非线性动态迟滞进行辨识. 执行器输入电

压范围为 0V∼ 100V, 额定位移输出为 0 µm∼ 25 µm, 实验

数据在室温 25 ◦C 采得, 采样频率为 100Hz. 神经网络隐层

和输出层神经元的激励函数分别为 S 函数和线性函数.

使用输入电压

u(t) = 25e−0.04t(sin(3.2πe−0.14tt + 2.5) + 1) + 10

激励压电陶瓷执行器获得训练数据, 将输入/输出数据归一化

至 [0, 1] 之间用于模型辨识和检验, 根据输入变化率的范围,

选择转换系数 σ0 = 10; 算子宽度最大值和最小值分别为 γ =

1.0, χ = 0.4. 使用 Levenberg-Marquarqt 数值优化算法[13]

对网络进行训练, 不同数目隐层节点的神经网络辨识性能如

表 1 所示. 可以看出, 当隐层节点选择为 9 个时, 模型达到

了较好的辨识性能, 故本文神经网络隐层节点数目选为 9 个.

为了说明基于动态迟滞算子的神经网络模型 (动态神经网络

模型) 对动态迟滞的辨识性能, 使用文献 [11] 提出的静态迟

滞算子神经网络模型 (静态神经网络模型) 进行比较, 隐层节

点仍选为 9 个, 使用 Levenberg-Marquarqt 数值优化算法对

网络进行训练, 训练次数为 200, 均方差为 6.37961E-5, 最大

相对误差 0.0199. 辨识结果和建模误差如图 3 (a) 和图 3 (b)

(见下页) 所示.

表 1 不同数目隐层节点神经网络性能比较

Table 1 Performance comparision of neural networks with

different numbers of hidden nodes

隐层节点数目 均方差 (10−6) 最大相对误差

3 24.8034 0.0172

5 9.92901 0.0121

7 5.67027 0.0111

9 3.55768 0.0081

11 4.16780 0.0100

(a) 神经网络模型辨识结果

(a) Outputs of models and the real data

(b) 神经网络模型辨识误差

(b) Modeling error of the models

图 3 动态迟滞神经网络模型辨识结果

Fig. 3 Approximation results of the neural models for

dynamic hysteresis

同等实验条件下, 使用输入电压

u(t) = 25e−0.05t(sin(1.2πe−0.06tt + 1) + 1) + 10

对得到的动态迟滞神经网络模型和文献 [11] 的迟滞神经网络

模型进行检验. 模型预测输出和预测误差如图 4 (a) 和 4 (b)

所示. 由实验结果可以看出, 本文提出的动态迟滞算子由于

考虑了迟滞非线性的速率依赖性特征, 所建立的神经网络模

型具有更高的辨识精度和泛化能力.

4 结论

本文利用扩张输入空间的方法, 将神经网络应用到非线

性动态迟滞的辨识中. 基于对动态迟滞特性的分析, 构造了

动态迟滞算子, 将动态迟滞的速率依赖性用动态迟滞算子的

算子宽度来体现. 动态迟滞算子反映了动态迟滞的基本特征

和运行规律, 是输入信号的连续非线性函数. 通过在输入空

间中引入动态迟滞算子和输入变化率, 对输入空间进行扩张,

使动态迟滞的输出与构造的扩张输入空间内的坐标一一对

应, 并从理论上证明了从扩张输入空间到输出空间的映射是
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紧致集上的连续一一映射, 可以使用前向神经网络进行逼近.

最后, 使用该方法对实际压电陶瓷执行器中的动态迟滞进行

建模. 实验结果表明, 该神经网络模型能够较为准确地逼近

非线性迟滞的动态特征.

(a) 模型检验结果

(a) Model validation results

(b) 神经网络模型预测误差

(b) Prediction errors of the models

图 4 动态迟滞神经网络摸型预测结果

Fig. 4 Prediction results of the neural models for

dynamic hysteresis
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